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Kapitel 1
Zusammenfassung

Seien a und ¢ teilerfremde, positive natiirliche Zahlen. Linnik bewies 1944, dass die kleinste
Primzahl in einer arithmetischen Progression a modulo ¢ kleiner als C'q” mit positiven effektiv
berechenbaren Konstanten C' und L ist. Der Beweis basiert auf Abschitzungen fiir nullstellenfreie
Regionen und Abschétzungen fiir die Anzahl der Nullstellen von Dirichletschen L-Funktionen
in der Nihe des Punktes s = 1.

Linnik selbst gab keinen konkreten Wert fiir L an. Dies folgte spéter durch verschiedene Au-
toren. Zuletzt bewies Heath-Brown 1992, dass L = 5.5 zuléssig ist. Im selben Artikel erwahnt
er verschiedene Verbesserungspotentiale fiir seine Arbeit. Basierend auf diesen Ausfithrungen
verbessern wir die entsprechenden Abschétzungen fiir die Nullstellen der Dirichletschen L-
Funktionen und zeigen schliefSlich, dass L = 5 zuléssig ist.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgeteilt. In Kapitel [2] geben wir eine Einfiihrung in
die Thematik und fassen unsere Ergebnisse zusammen. In Kapitel [3] stellen wir einige Resultate
von Heath-Brown zusammen, die wir benttigen werden. Mit Hinblick auf die spétere Anwen-
dung fiigen wir dabei an manchen Stellen kleine Variationen und Verallgemeinerungen ein. In
Kapitel [4] verbessern wir Abschétzungen fiir Regionen nahe s = 1, in denen die Dirichletschen
L-Funktionen keine bzw. nur eine sehr begrenzte Anzahl an Nullstellen haben. In Kapitel
verbessern wir die Abschétzungen fiir die Anzahl von Dirichletschen L-Funktionen, die eine
Nullstelle in der N&he von s = 1 haben. In Kapitel [6] benutzen wir die Ergebnisse aus den
Kapiteln [4] und [5] um die Zuléssigkeit von L = 5 zu beweisen. Auerdem geben wir dort eine
quantitative Version des Linnikschen Theorems an. Schliefilich sprechen wir in Kapitel [7] kurz
gewisse Potentiale an, die wir nicht verwendet haben, da sie gem&fl unserem Vorgehen nur sehr

geringfiigige Verbesserungen liefern.



Kapitel 2

Einfiihrung

2.1

Notationen

Es werden die folgenden Notationen benutzt, welche in der analytischen Zahlentheorie iiblich
sind. Seien dazu z € R und m, n, a, ¢ € N.

N=1{1,2,3,...}, No = {0,1,2,3,...}.

Die Menge a + qZ = {a+ qj | j € Z} nennen wir arithmetische Progression a modulo
q bzw. a (mod ¢). Wir interessieren uns nur fiir die positiven Werte dieser Menge, lassen
aber trotzdem das j durch Z laufen, um nicht a < ¢ dazuschreiben zu miissen.

Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P = {2,3,5,7,11,...}. p bzw. p; steht
immer fiir eine Primzahl.

Wir benutzen die von Mangoldt- Funktion

logp falls n = p™ fiir ein p € P und ein m € N,
A(n) =

0 sonst.

Die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich z wird mit
mz) =1
p<z
bezeichnet. Die Anzahl der Primzahlen in einer arithmetischen Progression bezeichnen wir

mit
m(x;q,a) = Z 1.

p<w
p=a (mod q)

Wir benutzen die Bezeichnung

Todt T T
li = — = — ).
i) 5 logt ( log x +0 <log2x) )

Wir setzen (m,n) = ggT(m,n) = max{d € N | d/m und d|n} und
[m,n] = kgV(m,n) = min{d € N | m|d und n|d}. Es wird keine Gefahr der Verwechslung
mit einem Intervall bestehen.




e (q) bezeichnet die Eulersche p-Funktion.

e u(d) bezeichnet die Mébiussche p-Funktion.

x = [z] + {z} mit [z] = max{n € Z | n < z}.

Schreiben wir fiir ein s € C, dass s = o-+it, so gilt die stille Vereinbarung, dass o,t € R. Wir
schreiben R{s} = o und I{s} = t. Auerdem werden wir den Ausdruck ,p sei komplex“
als Synonym verwenden fiir p ¢ R.

e Seien X C Cund g : X —» C, f : X — [0,00) Funktionen. Dann schreiben wir
g(x) = O(f(x)) bzw. gleichbedeutend g(r) < f(z) (auch f(x) > g(x)), falls 3C €
RVz e X :|g(z)| < Cf(x). Dabei wird X in der Regel aus dem Kontext ersichtlich sein.
Die Konstante C' nennen wir auch implizite Konstante. Meist werden die Funktionen g
und f von verschiedenen Parametern abhingen. Dann héngt die implizite Konstante in
der Regel auch von diesen Parametern ab. Manchmal werden wir dies durch die Schreib-
weise O4(f(z)) bzw. <4 f(x) kennzeichnen, was bedeutet, dass C von A abhéngt. Wenn
auBerdem nichts Gegenteiliges gesagt wird, dann wird eine solche implizite Konstante
stets effektiv berechenbar sein. Weiterhin schreiben wir g(x) = o(f(x)), falls ;Eg — 0 fiir
T — 0.

e Wir benutzen oft die folgenden Abkiirzungen fiir 2,y > 0 : log” = (logz)¥ und logzy =
log(zy).

e x steht fiir einen Dirichlet-Charakter (mod ¢) und xq fiir den Hauptcharakter (mod g).
Unter einer Dirichletschen L-Funktion verstehen wir die meromorphe Funktion s — L(s, x),
die fiir R{s} > 1 die Gleichung

o0

L(s,x) = Y_x(n)n™*

n=1

erfiillt. Mit ord x bezeichnen wir die Ordnung des Charakters x in der Gruppe der Dirichlet-
Charaktere (mod q). Ist ord x = 2, also x(n) reellwertig, dann nennen wir x einen reellen
Charakter. Ist ord x > 3, so nennen wir x einen komplexen Charakter.

e Mochten wir betonen, dass eine Definition stattgefunden hat, so benutzen wir das Zeichen
.= bzw. ,=:* auf die iibliche Art und Weise.

e Summieren wir iiber die Nullstellen einer Funktion f(s) oder zihlen wir die Anzahl dieser
Nullstellen in einer speziellen Region, so werden diese stets mit ihrer Vielfachheit bertick-
sichtigt.

Zusétzlich gelten die folgenden Vereinbarungen:
e Wir benutzen die Abkiirzung .Z = loggq.

e ¢ steht immer fiir eine positive, reelle Konstante. Der Wert dieser Konstanten muss kei-
neswegs immer gleich sein und kann von Zeile zu Zeile variieren.

o Wir beweisen die meisten Resultate nur unter der Bedingung q > qg, wobei ¢ jeweils eine
hinreichend grofie Konstante ist. Das werden wir nicht immer explizit erwidhnen.



Schliellich geben wir hier einige ausgewihlte Bezeichnungen an, die wir im Laufe der Arbeit
definieren und benutzen werden:

* P(q) (SP),
e N(o,T,x) S.,
o N(A) (S{
K(s, S.,
° = ¢(X)7 Bedingung 1, Bedingung 2, Laplace-Transformierte F' von f (S),
o R, R(x), I =1(q) (S{18),
 Xj» Pis B iy g g P15 B N 1 (SR,
o f(t), F(2) (SR3),
o ba, 07" (S8,
o>, (589,
o A(sy,82,t), Asup (S129),
o Ko(s,x) (SHI),
e Tabellen 2-3 (S[5)), Tabellen 4-10 (S[H2}55), Tabelle 11 (S[60), Tabelle 2° (S[62).

2.2 Einfiihrung in die Thematik

Im Folgenden seien immer a,q € N mit (a,q) = 1. Dirichlet bewies 1837, dass die arithmetische
Progression {a + jq | j € Z} unendlich viele Primzahlen enthilt!. Dies wurde spiter durch
den Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen prézisiert (de la Vallée-Poussin, 1896). Dieser
besagt, dass fiir festes ¢ . 2
. T q,a

AT o) @1)
gilt. Insbesondere sind fiir festes ¢ und hinreichend grofies = die Primzahlen in den ¢(q) ver-
schiedenen Restklassen a (mod ¢) im Wesentlichen gleichverteilt.

Viel Interesse hat die Frage erzeugt, inwiefern die Konvergenz in gleichméBig in ¢
ist. Anders formuliert: Wie grofl muss zo(q) gewiihlt werden, damit fiir beliebiges ¢ und = >
xo(q) die Anzahl der Primzahlen p < x innerhalb der ¢(q) verschiedenen Restklassen a (mod q)
gleichverteilt? ist?

Unter der Bedingung = > ¢ kann offensichtlich nicht gelten, da 7w(¢;q,a) € {0,1}.
Deutlich tiefliegender ist der Beweis, dass fiir leicht kleineres ¢, ndmlich unter der Bedingung

st (a,q) > 1, so enthilt die entsprechende arithmetische Progression héchstens eine Primzahl.
2Eine prizisere Formulierung fiir den verwendeten Ausdruck , gleichverteilt* wire: Sei € > 0. Dann gibt es ein
qo = qo(€), so dass fiir alle ¢ > go und = > zo(q) gilt:

(1 —-98)li(z)/p(q) < m(z5q,a) < (L+¢)li(z)/0(q).

Beachte dabei, dass li(z)/¢(¢) unabhéngig von a ist, deswegen Gleichverteilung.



z > qlogtyq (A > 0), die Aussage (2.1 ebenfalls nicht gelten kann [12]. Ist jedoch z >, e(?")
(e > 0), so ist die Aussage des Siegel-Walfisz Theorems (1936) nicht-trivial: Fiir z > 2 und
A > 1 gilt [32 Korollar 11.21]

(3 q,0) = z((g + 04 ( = > , (2.2)

logA T

wobei die implizite Konstante von A abhiingt und nicht effektiv berechenbar ist. Ist z >, e(4”)
und A grof§ genug, dann ist der Hauptterm von gréflerer Ordnung als der Restterm und es folgt
die Aussage , bzw. die gewiinschte Gleichverteilung.

Unter Verwendung der Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung fiir die Dirichletschen
L-Funktionen folgt noch mehr, ndmlich fiir x > 2 [32] S.426]

li(zx)
v(q)

m(x;q,a) = + O(2? log ). (2.3)

Das liefert Gleichverteilung ab  >. ¢*>*¢. Letztendlich wird vermutet, dass fiir z > ¢ (vergleiche
[32] Korollar 13.8], [1I, S.1])

li(z)
v(q)

m(z;q,0) = + 0. (z3F5g73), (2.4)

was Gleichverteilung ab x >_ ¢**¢ liefert.

Verwandt mit der Frage, ab wann in den obigen Gleichungen der Hauptterm von groflerer
Ordnung ist als der Restterm, ist die Frage wie grof die erste Primzahl in einer arithmetischen
Progression ist. Mit anderen Worten: Wie grol muss x in Abhéngigkeit von ¢ gewéhlt werden,
damit fir alle @ mit (a,q) = 1 gilt, dass n(z;¢q,a) > 0 ? Wir interessieren uns also fiir die
Groflenordnung von

P(q) =min{p € P | 7(p;q,a) >0 fir 1 <a<gq, (a,q) =1}
Eine untere Schranke bekommt man sofort aus der Ungleichung
m(P(q)) = ¢(q)-
Daraus folgt fiir ¢ — oo, dass

P(q) > (14 0o(1))¢p(q) log g, (2.5)

da man sonst einen Widerspruch zum Primzahlsatz bekidme3. Weiterhin ist gezeigt worden, dass
es unendlich viele ¢ gibt mit [I§]

(log log g)(log log log log q)

P(q) > ¢(q)logq (log log 1oz )2

Diese untere Abschétzung ist bereits recht nah an der vermuteten tatséichlichen Gréfie von P(q),
némlich (vergleiche beispielsweise [40])

P(q) ~ ¢(q)log? q.

3Wir erinnern daran, dass [20, Theorem 328]

n
—— < p(n) <n.
loglogn



Was obere Schranken betrifft, so liefert 1) sofort 7(x;q,a) > 0 fir x >, e(?”) unabhingig
von a, also

P(g) <. eld?),

Wird die Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung fiir die Dirichletschen L-Funktionen vor-

ausgesetzt, bzw. (2.3)), so folgt
P(Q) < q2+

Aus der Vermutung (2.4)) folgt schliefilich
P(q) <e q1+

Vor diesem Hintergrund ist nun das folgende Ergebnis von Linnik aus dem Jahr 1944 ([29],
[30]) recht bemerkenswert, ndmlich
P(q) < Cq" (2.6)

mit effektiv berechenbaren positiven Konstanten C' und L. Die nicht eindeutige Zahl L, die
hier auftaucht, wird manchmal auch , Linniksche Konstante* genannt. Wir werden in dieser
Arbeit das Resultat auch als ,,Linniksches Theorem® bezeichnen. Linnik selbst gab keinen
konkreten zuléssigen Wert fiir L an. Pan holte dies 1957 nach. Der zuldssige Wert fiir L wurde
seitdem mehrmals verbessert. Es folgt eine Liste von bisher bewiesenen Verbesserungen.

Tabelle 1. Zulissige Werte fiir L

L Jahr  Autor(en) Referenz
10000 1957 Pan 37
5448 1958 DPan 58]

777 1965 Chen ]

630 1971 Jutila 39, S.370]
550 1970 Jutila 271

168 1977 Chen 51

80 1977 Jutila 28]

36 1977 Graham 5]

20 1981 Graham [17]

17 1979 Chen 6]

16 1986 Wang [41]

13.5 1989 Chen und Liu [7]

11.5 1991  Chen und Liu [§]

8 1991 Wang [42]

5.5 1992 Heath-Brown  [23]

Bekanntlich héngt die Verteilung der Primzahlen eng mit der Lage der Nullstellen der Rie-
mannschen (-Funktion zusammen. Analog gibt es einen engen Zusammenhang zwischen den
Primzahlen in einer arithmetischen Progression a (mod ¢) und den Nullstellen der Dirichlet-
schen L-Funktionen (mod g¢). Speziell basieren die Beweise des Linnikschen Theorems meist auf
den folgenden drei Prinzipien.

Prinzip 1 (,Nullstellenfreie Region“). Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante ¢; > 0, so

dass die Funktion
IT ZG (2.7)
X (mod q)

10



hochstens eine Nullstelle in der Region

L S
— logq(2+[t])

hat (es wurde die Schreibweise logg(2 + [t|) = log(q(2 + |t|)) verwendet). Wenn diese Aus-
nahmenullstelle - auch , Siegel-Nullstelle“ oder ,,Siegel-Landau-Nullstelle“ oder ,exzeptionelle
Nullstelle* genannt - existiert, dann ist sie reell, einfach und gehort zu einem reellen Charakter

X # Xo-

Prinzip 2 (,,Deuring-Heilbronn Phénomen®). Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante ¢y >
0, so dass, wenn die Ausnahmenullstelle in Prinzip 1 existiert und gleich 1 — \;(logq)~?! ist,
dann die Funktion aus (2.7)) keine weiteren Nullstellen in der Region

o log(AT)
log q(2 + [t[)

hat. Dieses Phéinomen wird auch als ,, Nullstellen- Abstoung® bezeichnet, weil die Existenz einer
Ausnahmenullstelle nah bei s = 1 erzwingt, dass alle weiteren Nullstellen viel weiter links von
s = 1 liegen miissen. Letztere werden sozusagen ,,abgestoffen”.

Prinzip 3 (,Log-Freie Abschétzung der Nullstellendichte®). Es gibt zwei effektiv berechenbare
Konstanten c3, ¢4 > 0, so dass fiir 7> 1 und % <o <1 gilt:

S N(@.T,x) < eslqn)+0=7).

X (mod q)

Dabei ist
N(o,T,x) =#{p € C| L(p,x) =0, R{p} > 0, [S{p}| < T},

wobei die Nullstellen mit Vielfachheit gezéhlt werden.

Der Wert der Konstanten L, fiir die man das Theorem von Linnik beweisen kann, héngt
direkt von den Konstanten ¢y, ca, c3 und ¢4 ab. Dabei ist es durchaus moglich und spéter auch
der Fall, dass zu obigen Prinzipien verwandte Theoreme zu Verbesserungen fiir die zuléssige
Konstante L fithren. Ein solches verwandtes Theorem wire z.B. der Nachweis einer bis auf zwei
Nullstellen nullstellenfreien Region. Fiir Beweise des Linnikschen Theorems, die teilweise oder
ganz auf die Verwendung von Theoremen zu den Nullstellen verzichten, siehe [34], [9], [T1] und
[19).

Unter bestimmten Voraussetzungen kann der zuldssige Wert fiir L verbessert werden. Seien
c; und \; so definiert wie in Prinzip 1 und 2. Existiert die Ausnahmenullstelle p; = 1 — A\.Z~!
und ist Ay < A(¢) fiir ein hinreichend kleines A(e) > 0, so ist

L=3+¢

zuldissig bzw. sogar L = 2 + ¢, falls die effektiv berechenbare implizite Konstante aus dem
Theorem durch eine nicht effektiv berechenbare ersetzt wird (Heath-Brown, [22]). Gilt Prinzip
1 fiir beliebig grofies ¢; (und ab ¢ > go(c1)) und existiert die Ausnahmenullstelle nicht, so folgt
durch Standardargumente

L=24+¢.

Den gleichen Wert fiir L erhélt Iwaniec [25] fiir jene ¢, deren Primteiler aus einer festen endlichen
Menge stammen. Schlielich erinnern wir noch einmal an die weiter oben erwéhnte Aussage, dass
unter der Voraussetzung der Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung fiir die Dirichletschen
L-Funktionen

L=2+¢

11



folgt. In diesem Zusammenhang ist ein Ergebnis von Friedlander und Iwaniec bemerkenswert.
Unter der Voraussetzung der Existenz der Ausnahmenullstelle und gewissen Voraussetzungen
an selbige beweisen sie die Konstante [10] Korollar 3.2]

L=1983...<2.

Interessiert man sich fiir die Giiltigkeit des Linnikschen Theorems ,;im Durchschnitt“, so kann
das Bombieri-Vinogradov Theorem [3], Satz 6.2.2] verwendet werden, welches fiir Durchschnitts-
betrachtungen iiber alle ¢ < @) einen guten Ersatz darstellt zur Verallgemeinerten Riemannschen
Vermutung. Aus letzterem Theorem folgt in der Tat, dass P(q) < Cq?*¢ fiir ein C > 0 und fast
alle ¢ in dem Sinne, dass - gegeben Q € N - die Ungleichung fiir alle ¢ < @ gilt mit hochstens
0:(Q/loglog Q) Ausnahmen.

2.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die letzte Verbesserung auf L = 5.5 wurde durch Heath-Brown im Jahr 1992 bewiesen. Im
besagten Artikel werden am Ende neun Potentiale angegeben, mit denen die Argumente des
Artikels verbessert werden konnen. In der Diplomarbeit des Autors [43] wurden diese Poten-
tiale behandelt und die Zuldssigkeit von L = 5.2 bewiesen. In [44], welches im Wesentlichen
eine Kurzfassung von [43] ist, zeigen wir, dass L = 5.18 zulissig ist. Die vorliegende Arbeit,
welche die beiden letzteren enthélt, beinhaltet eine weitere Verbesserung beim Beweis oberer
Abschétzungen von N () fiir kleine A (siehe §5.2]und §6.3), sowie zwei zusitzliche Ansétze (siehe
und und ein paar Erweiterungen (siehe die Tabellen 2’, 9 und 10, sowie . Unser
Hauptresultat ist

Theorem 2.1. Es gilt
P(q) < ¢

mit einer effektiv berechenbaren impliziten Konstanten.

Die bestmogliche Konstante, die wir ohne Zusatzaufwand erreichen kénnten, ist dabei nicht
die ,,glatte” Zahl L = 5, sondern eine Zahl knapp unterhalb von 5. Auflerdem weisen wir darauf
hin, dass man die Anzahl der Computerberechnungen in dieser Arbeit hitte exzessiv erhGhen
konnen. Liefle man die Rechenzeit gegen unendlich gehen, so vermuten wir, dass man L = 4.96
beweisen konnte. Die Argumentation, welche zu Theorem [2.1] fiihrt, liefert eigentlich noch mehr.

Theorem 2.2. a) Es gibt eine nicht effektiv berechenbare Konstante qo, so dass fir ¢ > qo und
a € N mit (a,q) =1 die arithmetische Progression a + qZ mindestens

3.21
q

Primzahlen p < ¢° enthilt.

b) Sei A > 0 beliebig. Angenommen, die Funktion aus hat keine reellen Nullstellen p
mit p > 1—X/logq. Dann gibt es zwei effektiv berechenbare positive Konstanten gy = qo(\) und

C = C(N), so dass fir ¢ > qo und a € N mit (a,q) = 1 es ein tg = to(a, q) € [¢*?2,¢°] gibt mit

w(to: ¢,a) > C——0 (2.8)
2

(q)logty

Unter den gemachten Voraussetzungen besagt also b), dass es fiir ein tg € [¢*?2,¢°] und
bis auf einen beschrankten und von ¢ unabhéngigen Faktor C' genau so viele Primzahlen in der
Menge

[1,¢"] N a+qZ
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gibt, wie auch erwartet wird (vergleiche und [26], Theorem 6.6]). Die Tatsache, dass also
nicht nur eine Primzahl nachgewiesen wurde, sondern bereits die korrekte Groflenordnung, ist
durchaus bemerkenswert. Sind die gemachten Voraussetzungen nicht erfiillt, so erhalten wir eine
Aussage, die #hnlich bestméoglich ist. Siehe dazu Lemma [6.2] welches Theorem enthilt. Ahn-
liche Theoreme folgen auch aus den Behandlungen anderer Autoren zur Linnikschen Konstante.

Weiterhin erzielen wir leichte Verbesserungen gewisser Zwischenergebnisse aus [23]. Zum
Zitieren an dieser Stelle eignen sich wahrscheinlich nur die beiden Folgenden.

Theorem 2.3. Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante qq, so dass die Funktion aus
fiir ¢ > qo hdchstens eine Nullstelle in der Region
0.44
o>1—-— |t <1
log q
hat. Wenn diese Ausnahmenullstelle existiert, dann ist sie reell, einfach und gehért zu einem
reellen Charakter x # Xo-

Heath-Brown beweist dieses Theorem mit der Konstanten ¢ = 0.348 [23, Theorem 1, S.268]
anstelle von ¢ = 0.44. Durch eine kleine Variation der Schlussweise von Heath-Brown erhalten
Liu und Wang (1998, [31], S.345-346]) die Konstante ¢ = 0.364.

Fiir die Formulierung des néchsten Theorems setzen wir

N(A) = #{x (mod ¢) | L(s, x) hat eine Nullstelle in o > 1 — [t] < 1}.

log g’

Wir verbessern die Konstante ¢ = %7 =11.166... aus [23] Theorem 6] leicht auf ¢ = 10.98.

Theorem 2.4. Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante qg, so dass fiir ¢ > qo und 0 < A <
% logloglog q
N() < % (e% —6%) .

Die Arbeit ist wie folgt aufgeteilt. Im nichsten Kapitel [3] fassen wir einige Resultate von
Heath-Brown [23] zusammen, die wir bendtigen werden. Mit Hinblick auf die spétere Anwen-
dung fiigen wir dabei an manchen Stellen kleine Variationen und Verallgemeinerungen ein. In
Kapitel [] verbessern wir Abschétzungen fiir Regionen nahe s = 1, in denen die Dirichletschen
L-Funktionen keine bzw. nur eine sehr begrenzte Anzahl an Nullstellen haben. Im gleichen Ka-
pitel beweisen wir auch Theorem In Kapitel [5| verbessern wir Abschitzungen von N ().
Dort wird Theorem bewiesen. In Kapitel [ benutzen wir die Ergebnisse der Kapitel [4] und
um die Theoreme [2.1] und 2.2] zu beweisen.

Von den neun Verbesserungspotentialen in [23] S.332-337], nennen wir sie VB1 bis VB9,
liefern VB1, VB3 und VB6 nur sehr geringfiigige Verbesserungen®. VB4 liefert zwar eine Ver-
besserung von mehreren Hundertsteln (wir beziehen uns immer auf die Linniksche Konstante
L), aber dies nur fiir einen Teil der auftretenden Fiille, fiir den wir keine weitere Verbesserung
notig haben. Ahnliches gilt auch fiir VBS. Deswegen haben wir VB1, VB3, VB4, VB6 und VB8
letztendlich nicht benutzt. Diese Verbesserungspotentiale, sowie einige andere nicht verwendete
Variationen, besprechen wir kurz in Kapitel [7]

An dieser Stelle mochten wir noch einmal auf die in der Notation vereinbarte Abkiirzung

¥ =logq

hinweisen. Weiterhin beweisen wir jegliche Resultate meist nur fiir ¢ > qg, wobei g eine effektiv
berechenbare hinreichend groffe Konstante ist. Dabei ist es wichtig anzumerken, dass nur endlich

4Darunter verstehen wir Verbesserungen, die zu weniger als ca. 0.005 Verbesserung fiir die zuléssige Linniksche
Konstante L fithren. Selbstverstindlich miissen wir dabei betonen, dass diese Potentiale so wie wir sie verwendet
haben keine hilfreichen Verbesserungen liefern.
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viele solche Schliisse in dieser Arbeit gezogen werden. Also kann das Maximum ¢, all dieser
go genommen werden.

Weiterhin sei darauf hingewiesen, dass diese Arbeit - wie auch der Artikel [23] - sich stark
auf Computerberechnungen stiitzt. Diese wurden mit dem Computer-Algebra-Programm Maple
12.0 auf einem Laptop mit einem Intel Core Duo 2 GHz-Prozessor und 2 GB RAM durchgefiihrt.
Dabei lieBen wir Maple mit mindestens 10 Stellen Rechengenauigkeit rechnen, was eine hohere
Prézision darstellt, als wir fiir unsere Resultate benutzt haben. Die entsprechenden Prozeduren
liegen dieser Arbeit auf einer CD bei.

Ich mo6chte an dieser Stelle die Gelegenheit nutzen, um meinem Betreuer Herrn PD Dr. B.
Z. Moroz fiir die konstante Unterstiitzung eingehend zu danken.
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Kapitel 3

Vorbereitungen - Die Arbeit von
Heath-Brown

Diese Arbeit basiert auf dem Artikel [23]. Deswegen méchten wir in diesem Kapitel gewisse
Lemmata und Methoden daraus vorstellen. An einigen Stellen fithren wir dabei mit Hinblick auf
unsere spéteren Anwendungen kleine Variationen und Verallgemeinerungen ein.

3.1 Nullstellenfreie Regionen

3.1.1 Verbesserung der Standardmethode

Wir méchten hier erst die iibliche Methode (,,Standardmethode®) vorstellen, mit der Prinzip 1
aus bewiesen wird, um dann aufzuzeigen, wie diese in [23] verbessert wird. Wir betrachten
also fiir einen Charakter x die Funktion L(s, x). Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass
X% # xo und dass q grof genug ist. Auflerdem betrachten wir nur Nullstellen p mit |S{p}| < .Z.
Man beachte, dass der Beweis fiir die verbleibenden Fille, als auch der Beweis fiir Prinzip 2 aus
dhnlich abliduft.

Man betrachtet die reellwertige Funktion

h(o +it) = %{—g(a—&—it,x)} = i Asf)%{X(_”)} (0>1,teR).

nzt
n=1

Aus der trigonometrischen Ungleichung
0 < 2(1+cosf)? =3+ 4cosf + cos 20
folgt sofort mit 6 = arg(x(n)) — tlogn, wobei e!*8(x(") = y(n), dass

0< —Sg(a) — 4%{€(a+it,x)} - %{Z(U—&—Qit,xz)} (0 >1,teR). (3.1)

Die Funktion (L'/L)(s, x) ist meromorph und hat bei den Nullstellen p von L(s, x) Pole erster
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Ordnung. Also gilt! fiir eine Nullstelle p

lim  h(s) = —o0.
S—p
R{s—p}>0

Die Idee ist nun grob gesagt die Folgende. Dazu lassen wir die Voraussetzung o > 1 in mal
kurz auler Acht: Sei pg = o + itg eine nicht-triviale Nullstelle von L(s, x). Setzen wir t = tg
in und lassen wir dort das o von rechts gegen oy gehen, so wird der zweite Term in
wegen der Poleigenschaft gegen ,,—400“ gehen. Der erste Term geht gegen etwas, dass ,,< +300*
ist und der dritte Term ist nach oben beschrankt. Insgesamt bekdmen wir ,,0 < —oo + C*, also
einen Widerspruch, wenn ¢ hinreichend nah bei og ist. Das Ergebnis: Die Nullstelle py darf nicht
zu nah an irgendeinem Wert o + it liegen, der in die Ungleichung (3.1]) eingesetzt werden darf.

Um diese Idee zu prézisieren, werden konkrete Abschéitzungen der drei Terme auf der rech-
ten Seite von bendétigt. Diese folgen im Wesentlichen aus der Partialbruchzerlegung von
(L'/L)(s,x) (vergleiche z.B. [23, S.273], [36, Solution 6.5.9]). Fir 1 <o < 2, |[t| < £, e > 0 und
q = qo(e) gilt

¢ 1
und
§R{L,(0+it )}<Z§R1+<1+e)$ (3.3)
L X ~ s—p 2 ' '

Wegen R{1/(s — p)} > 0 folgt aus der letzten Ungleichung

%{LL/(a+ito,x)}< +(1+s>$ (3.4)

o — 0y 2
und
% o, 1
- R f(0+2zt0,x) < §—|—€ Z. (3.5)
Aus (3.1)), (3.2), (3.4) und(3.5) folgt dann fiir 1 < o < 2, dass
4
0< 3 + §4—85 <
c—1 o—o0p 2

und daraus fiir eine Konstante ¢ > 0, dass o9 < 1 — ¢.Z~!. Heath-Brown nimmt nun folgende
Verénderungen an diesem Standardargument vor:

e Offensichtlich spielt die Konstante % in eine wichtige Rolle fiir den Wert von c. Indem
Heath-Brown die meisten Nullstellen in der Summe in weglésst, ist er in der Lage
mittels eines Theorems von Burgess zur Grofle von Charaktersummen die Konstante auf
% (bzw. in manchen Spezialfillen §) zu verbessern [23, Lemma 3.1].

e Eine erste spezielle Methode, die in [23] benutzt wird, besteht darin zusétzlich zur Funktion

1'Wihle dazu eine Nullstelle p von L(s, x), setze s—p = re'? (r > 0, § € R) und k gleich der Nullstellenordnung
von p. Aus der Poleigenschaft folgt, dass es eine in p holomorphe Funktion hg(s) gibt, so dass in einer Umgebung
von p gilt
cos 0

h(s) = R{ho(s)} + m% =0(1)—k .

Letzteres geht fiir r — 0 und cosf > 0 gegen —oo. Diese beiden Bedingungen sind aber genau die genannten
Bedingungen s — p und R{s — p} > 0.
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(L'/L)(s,x) auch ihre k-te Ableitung

(LL/> " (s,x)

zu verwenden [23] §4]. Man erhélt dann verschiedene neue Ungleichungen von #hnlichem
Typ wie —. Durch geschicktes Kombinieren solcher Ungleichungen folgen letzt-
endlich Verbesserungen der nullstellenfreien Region. Diese Methode wird in unserer Arbeit
jedoch nicht vorkommen. Der Grund ist, dass sich fiir uns die nachfolgend genannte zweite
Methode in Verbindung mit Verbesserungspotential 2 als iiberlegen erwies.

FEine zweite Methode liegt darin, anstelle von

(o) Sronfs)

die gewichtete Variante

K(s,x) = Z An)R { Xr(:) } f(Z  ogn)

n=1

zu betrachten. Dabei wird f spéter aus einer Menge von Funktionen mit endlichem Trager
und einer zu R{1/(s—p)} > 0 analogen Bedingung gewihlt. Werden beliebige f zugelassen,
so kann vermoge f(t) = Z*t*F die erste Methode als Spezialfall der zweiten angesehen
werden.

FEin Vorteil dieser zweiten Methode ist, dass die Gewichtsfunktion f aus einer Menge von
Funktionen so gewihlt werden kann, dass die resultierenden Konstanten optimiert werden.
Da f endlichen Tréger hat, konnen auflerdem in den zu analogen Ungleichungen auch
Werte fiir s eingesetzt werden, die links von R{s} = 1 liegen, was wiederum vorteilhaft
ist.

Im folgenden Abschnitt werden wir die beiden fiir K (s, x) resultierenden Analoga zu ((3.2)
und (3.3)) zitieren.

3.1.2 Zwei wichtige Lemmata

Sei x ein Charakter (mod ¢) mit x # xo und

falls ¢ kubik-frei? oder ord y < .2,

=

1
3 sonst.

Wir definieren noch die beiden folgenden Bedingungen an eine Funktion f.

Bedingung 1 (S.280 in [23]). Sei zp > 0 und f : [0,00) — R eine stetige Funktion mit f(¢t) =0
fiir ¢ > xo. Weiterhin sei B > 0 eine Konstante, so dass fiir alle ¢ € (0, o) die Funktion f zwei
Mal stetig differenzierbar ist und |f”(¢)| < B.

Erfillt f Bedingung 1, so ist sie als stetige Funktion mit kompaktem Triager auch be-

schrinkt. Aus der Beschrinktheit von f”(¢) auf (0,z¢) folgt auBlerdem, dass auch f/(t) auf
(0, ) beschrankt ist (vergleiche [23] (5.1)]) und dass die beiden Grenzwerte lim, ,o+ f’(¢) und
lim, - f'(t) in R existieren.

2Das bedeutet, dass fiir alle Primzahlen p gilt p3 tgq.
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Bedingung 2 (S.286 in [23]). Es ist f(¢t) > 0 fiir ¢ € [0,00) und die Laplace-Transformierte

F(z) = /000 e L f(t) dt

von f erfiillt fur R{z} > 0 die Ungleichung R{F(z)} > 0.

Fiir die gesamte Arbeit gilt, dass mit F'(z) immer die Laplace-Transformierte der Funkti-
on f(t) gemeint ist, wobei letztere Funktion aus dem Zusammenhang ersichtlich sein wird. In
werden wir konkrete Beispiele fiir Funktionen f vorstellen, die diese beiden Bedingungen
erfilllen. Das folgende Lemma von Heath-Brown iibernimmt in unseren Analysen die Rolle der
Ungleichung ((3.2).

Lemma 3.1 (Lemma 5.3 aus [23]). Sei s =0 +it € C mit

(log £)?

-1 <
o -1 < S

It <.2.

Weiterhin sei f eine Funktion, die Bedingung 1 erfillt. Dann gilt

ZA(R)Wf(X—llogn):g.F((s_l)g)_i_O(loagi;/ﬂ>7

wobei die implizite Konstante nur von f abhdngt.
Das néchste Lemma ersetzt die Ungleichung (3.3)).

Lemma 3.2 (Lemma 5.2 aus [23]). Sei x # xo ein Charakter (mod q) und ¢ = ¢(x) so wie zu
Beginn dieses Abschnitts definiert. Ferner sei s = o + it € C mit

(log 2)*

f 9
und f eine Funktion, die Bedingung 1 erfillt und fir die f(0) > 0 gilt. Dann gibt es fir jedes
e >0 eind € (0,1), das von f, aber nicht von x, q oder s abhingt, und ein qo = qo(f,€), so
dass fiir alle ¢ > qo gilt

lo—1| < it <. (3.6)

f(0)

ZA(n)%{w}f(leogn) < - Z R{F((s — p)D)} + TQSZ + eZ.

|1+it—p|<5

Dabei erstreckt sich die Summation iber jene nicht-trivialen Nullstellen p von L(s,x), welche
die Bedingung |1 + it — p| < ¢ erfiillen. Jede Nullstelle taucht gemdf$ ihrer Vielfachheit auf.

Fiir den Beweis des Theorems von Linnik werden am Ende nur jene Nullstellen p relevant
sein, die R{p} > 1 - CL ! und [S{p}| < CL 7! fiir eine absolute Konstante C' > 0 erfiillen.
Deswegen reicht es aus nur Nullstellen im folgenden Viereck

R:= R(])
zu betrachten, wobei

loglog ¥

= ) 1_
R(z)={oc+iteC| Y

<0<, t] <} 3.7)

und wir fiir [ die von ¢ abhéngige Konstante aus folgendem Lemma wahlen.
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Lemma 3.3 (Lemma 6.1 aus [23]). Es gibt ein qo und eine von q abhingige Zahl 1 = 1(q) € N
mit | < %f, so dass fiir ¢ > qo die Funktion

II ZG.x)

X (mod q)

keine Nullstellen in den beiden Vierecken
R(10D)\R(])

hat.

Mit Hilfe von Lemma [3.3] formulieren wir jetzt Lemma [3.2] insoweit neu, wie wir es spéter fiir
die Anwendung brauchen werden. Dabei speisen wir die Tatsache mit ein, dass bei Lemma [3.2
gewisse Nullstellen p, die nicht der Bedingung |1 + it — p| < § geniigen, mit in die Summe rein-
genommen werden konnen, weil die entsprechenden zusétzlichen Terme dann vernachlassigbar
klein sind. Dieser Sachverhalt wird in [23] S.287 Mitte| kurz angesprochen, aber nicht explizit
ausformuliert. Ein weiterer wichtiger Aspekt, der in die Neuformulierung miteinfliefen wird, ist
der Fakt, dass man, wenn f die Bedingung 2 erfiillt, jegliche Nullstellen p mit R{p} < R{s} in
Lemma weglassen darf.

Lemma 3.4 (,Arbeitsversion” von Lemma 5.2 aus [23]). Sei x # xo ein Charakter (mod q)
und seien R, I, R(z) und ¢ so definiert wie oben. Sei weiterhin s € R(9l) und die Anzahl der
Nullstellen® p € R von L(s,x) mit R{p} > R{s} maximal 10, d.h.

A ={peR|L(p,x) =0, R{p} > R{s}} und #A; <10,

wobei # anzeigt, dass wir die Elemente der Menge Ay mit Vielfachheit zihlen. Sei Ay eine
beliebige Menge mit

Ay S{pe R L(p,x) =0, R{p} < R{s}} und #A;<10.

Wenn [ Bedingung 1 und 2 erfillt, dann gilt fiir alle e > 0 und q > qo(f, €)

K(s,x) = ZA(n)%{XT(L?)} f(ZL logn)

¢

<=2 D RF(s—p L+ f0)5 L+

pEAIUAS

Beweis. (vergleiche [23] §6])
Sei € > 0 und s € R(9!). Wir benutzen die Aussage in Lemma mit § anstelle von € und
bekommen feste Parameter 6 = §(f) und ¢1 = q1(f, ). Der Beweis der folgenden zwei Unglei-

chungen (3.8) und (3.9)) liefert die Aussage des Lemmas:

2Damit meinen wir immer die Anzahl der Nullstellen gezihlt mit Vielfachheit.
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Y REG-pL<- Y RF(s— D)} (3.8)

[14it—p|<s pER
[14it—p| <
(R{p}<R{s}=pcA2)

<— Y RF(G-pL)+
pER
(R{p}<R{s}=p€A2)

=— 3 R{F((s— D)+

5-
pEAIUA,

DN ™

Beweis von (3.8): Sei p gegeben mit |1+ it — p| < §. Wegen der Voraussetzung s € R(9!) und
0 <1< folgt
IS{p} < |t| + 8 < 101

Aus Lemma [3.9] folgt dann, dass

_ loglog Z
3Z

Tritt der erste Fall auf, dann gilt R{s — p} > 0 und nach Bedingung 2 folgt

R{p} <1 oder p€R.

—R{F((s —p)£)} <0,

so dass wir nach oben abschitzen kénnen, indem wir diesen Term weglassen. Zusétzlich lassen
wir jegliche Nullstellen p weg, welche die beiden Bedingungen R{p} < R{s} und p ¢ A, erfiillen,
was wieder nach Bedingung 2 méglich ist. Es folgt (3.8]).

Beweis von (3.9): Sei p € R eine Nullstelle von L(s, x) mit |1+ it — p| > 4. Ist R{p} < R{s}, so
erfiille p die Bedingung p € As. Es muss gezeigt werden, dass die zu diesen Nullstellen p gehorigen
Terme einen Beitrag von maximal § liefern. Zunéchst folgt aus der Dreiecksungleichung

. . log log ¥ 1)
134 — p}| = [i(t = S{p)| = L+t — p| — |1~ R{p}| > 6 — o= 5 2
3Y 2
fiir ¢ > g2 = ¢2(6). Damit ist
s} 2 0% wd  [R{(s — )L} < ; loglog. 2.

Schreiben wir nun u + iv = (s — p).#, dann folgt mit partieller Integration® (siche auch [23]
S.280-281])

R{F((s —p)L)} = /Ozo f(t)e " cos(vt) dt
= fleem oS oS - [T (e g )

v 0 v
<6 L Hlog"™ £)loglog L. (3.10)

3Normalerweise wird fiir die partielle Integration vorausgesetzt, dass die zu differenzierende Funktion auf
dem Intervall einschlieflich der Integrationsgrenzen definiert und differenzierbar ist. Unsere Art die partielle
Integration anzuwenden, obwohl f/ nicht in 0 und x¢ definiert ist, ist trotzdem korrekt, was schnell aus Bedingung
1 gefolgert werden kann (der gleiche Sachverhalt wird in [23] S.280-281] benutzt). Eine Begriindung wére f
auBerhalb von [0, z¢] passend zu einer Funktion f fortzusetzen, so dass f auf [0, z¢] differenzierbar und =y
auf (0,z) ist.
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Dabei haben wir die Tatsache benutzt, dass f' auf (0,z() beschrinkt ist, was weiter oben
angesprochen wurde. Jede anfiangliche Nullstelle p liefert also fiir ¢ — oo einen Beitrag von
0f,5(1). Beachte, dass f und ¢ fest und unabhéngig von ¢ sind. Da wegen der Voraussetzungen

an A; und As nur maximal 20 solche p existieren, gibt es ein ¢z = ¢3(f,d,¢), so dass der
Beitrag dieser Nullstellen insgesamt < £ ist, wenn ¢ > ¢3. Fiir das Lemma wiéhlen wir o =
max{q1, g2, ¢3} und wir sind fertig. O

Die Zahl 10 im vorigen Lemma war willkiirlich gewahlt. Der Beweis hétte offensichtlich mit
jeder festen Zahl N € N anstelle von 10 geklappt.

Analog zu [23] S.285 und 287] benennen wir einige Nullstellen aus dem Viereck R. Zu einem
festen ¢ betrachte man séimtliche in R liegenden Nullstellen p der Funktion*

Pis)= [] L. (3.11)

X (mod q)

Sei p; eine Nullstelle von P(s) in R mit maximalem Realteil und x; ein dazugehoriger Charakter,
also L(p1,x1) = 0. Wiihle nun eine Nullstelle p, von®

P(s)
L(s, x1)L(s,X1)
in R mit maximalem Realteil und schreibe ys fiir den zugehorigen Charakter. Mache so weiter
bis es in R keine weiteren Nullstellen mehr gibt. Mit anderen Worten betrachtet man im k-ten
Schritt (k > 2) die Nullstellen von
P(s)
L(s, x1)L(s,X1) - - - - - L(s, xr—1) L(s, X—1)

in R und wéhlt pj unter diesen Nullstellen so, dass R{px} maximal ist. Wir halten die zentralen
Eigenschaften der eben gewéhlten Nullstellen und Charaktere fest. Das ist einerseits

Xi # XX fir  iFj

und andererseits wegen Lemma die Aussage fiir ¢ > qo, dass wenn x # x;, x; fir 1 <i <k
ist und L(p, x) = 0, dann gilt

R{p} <R{pr} oder [I{p}| > 10l (3.12)
Fiir die spitere Anwendung setzen wir
pe=Br+im, Be=1-2L""X, m=2L""u.

Angenommen, L(s,x1) hat eine zusitzliche Nullstelle p’ # p; in R oder die Nullstellenordnung
der Nullstelle p; von L(s, x1) ist > 2. Dann wihlen wir folgendermafien eine Nullstelle p’ € R
von L(s,x1):

e Fall 1: Ist die Nullstellenordnung von p; gréfler oder gleich 2, so wihlen wir p’ = p;.

e Fall 2: Sind wir nicht in Fall 1 und ist x1 reell und p; komplex, so wihlen wir p’ unter den
Nullstellen in R\{p1,p1} so, dass R{p'} maximal ist.

4Beachtet man eine allgemein bekannte nullstellenfreie Region der Riemannschen ¢-Funktion, welche sich ja
auf L(s, xo) iibertrigt, so folgt, dass L(s, xo) keine Nullstellen in R hat, wenn ¢ grof genug ist.

5Zusitzlich zu den Nullstellen von L(s,x1) wurden auch jene von L(s,X1) ,herausgenommen“. Das liegt
daran, dass p € R genau dann eine Nullstelle von L(s, x) ist, wenn p eine Nullstelle von L(s,%) ist. Kennt man
also die Nullstellen von L(s, x1) dann kennt man auch jene von L(s,X71).
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e Fall 3: Sind wir nicht in Fall 1 oder Fall 2, so wéhlen wir p’ unter den Nullstellen in R\{p;}
so, dass R{p'} maximal ist.

In Analogie zu vorher setzen wir
p/:ﬁ/_i_i,y/’ 5’21—$_1>\I, ,ylzg—l /

In Kapitel |4 werden wir obere Abschétzungen fiir die Realteile der Nullstellen py, p2, p3 und p’
beweisen.

3.1.3 Funktionen, die Bedingung 1 und 2 erfiillen

Zur Anwendung des zentralen Lemmas [3.4] werden Funktionen f benétigt, die Bedingung 1 und
2 erfiillen. Bedingung 1 stellt keine Hurden, Bedingung 2 jedoch schon. Heath-Brown kreiert in
[23, §7] passende Funktionen f, indem er mit dem Ansatz

o= [ " g(@)g(t — ) de (3.13)

—0o0

startet. Dabei sei g(z) : R — R eine stetige Funktion mit g(z) = g(—«) und g(z) > 0. Auflerdem
sei g(z) = 0 in |x| > ~ fiir eine positive Konstante v. Um zu zeigen, dass f Bedingung 2 erfiillt,
wird folgendes Lemma bendotigt, welches ein Korollar vom Maximumsprinzip holomorpher Funk-
tionen ist.

Lemma 3.5 (Lemma 4.1 aus [23]). Seien Fi(z) und Fy(z) holomorphe Funktionen in 7€ =
{z € C|R{z} > 0} und sei R{F1(2)} > |Fa(z)| auf R{z} = 0. Weiterhin gelte, dass F1 und F»
in J fiir |z| — oo gleichmipig gegen 0 gehen®. Dann ist R{Fy(2)} > |Fo(2)| auf ganz .

Damit folgt

Lemma 3.6 (S.289 in [23]). Sei f so definiert wie in und g erfille die obigen Bedingun-
gen. Zusdtzlich erfille f Bedingung 1. Dann erfillt f Bedingung 2.

Beweis. Sei F' die Laplace-Transformierte von f. Mit den Eigenschaften von g und der Gleichung

+ycosx_y
2 2

x
cosz + cosy = 2cos

schlussfolgern wir fiir y € R

f(
:/Ooo/ooog g(t — z) cos(yt) dgcdt—i—/ / g(t — ) cos(yt) dz dt
:/Ooo/ooog g(t — ) cos(yt) dtda:+/ / g(t + ) cos(yt) dt da
:/Ooo/oog (1) cos(y(l + 7)) dldm+/ / (1) cos(y(l — 2)) di dx
/OOO/O 9(x)g(1) cos(y(l + z)) dldz+/ / (1) cos(y(l — z)) dl da
= < /O g(t) cos(ty) dt> >0,

SDarunter verstehen wir, dass es fiir alle e > 0 ein R = R(e, F;) > 0 gibt, so dass fiir alle z € C mit R{z} >0
und |z| > R die Ungleichung |F;(z)| < € erfiillt ist.
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In Lemma wihlen wir nun F; = F und F; = 0 und beachten, dass F(z) in ¢ gleichméfig
gegen 0 geht, wenn |z| — co. Letzteres folgt z.B. aus [23] (5.3),(5.4)] (beachte, dass f Bedingung
1 erfiillt). Es folgt das Lemma. O

In der Menge der oben genannten f findet Heath-Brown optimale Elemente durch einen ,, Va-
riationsansatz® [23, §7]. Die Analyse fiihrt letztendlich zu Funktionen f, die aus den folgenden
Funktionen g resultieren (z € (—v,7))

gla) =7 —=*, (3.14)
g(z) =cos(ci1z) — cos(e1y), (3.15)
g(x) =cosh(cyy) — cosh(cyx), (3.16)

wobei g(z) = 0 gesetzt wird fiir z ¢ (—v,7) und ¢;, v gewisse Parameter sind (vergleiche [23]
Lemma 7.1-7.5]). In dieser Arbeit werden wir nur jene f benutzen, die aus (3.14) resultieren.
Dann folgt

15
ft) = (3.17)
0 falls t > 2~.

j?_v g(x)g(t — x) dw = —55t° + %t?’ - %tQ + 1% fallst e [0, 27),

Es folgt, dass f Bedingung 1 erfiillt, also nach obigem Lemma auch Bedingung 2. Fiir die
zugehorige Laplace-Transformierte F' gilt mittels partieller Integration (vergleiche [23, S.312])

5 3
1?})’ 271 — —Sg 273+ 4y2(1 e 2774

F(2) = +4(=14 €727 4 2yze727%)76 falls z # 0, (3.18)

&’ falls z = 0,

Wir weisen darauf hin, dass fiir die gesamte restliche Arbeit eine Funktion f in der Regel immer
fiir die Funktion in fiir ein gewisses 7 > 0 stehen wird. In der Regel werden wir spéter
nur das v > 0 anstelle des f angeben, wodurch letzteres dann eindeutig bestimmt ist.

Der grofite Vorteil der obigen speziellen Wahl fiir g sind die spéter viel schneller durchfiihr-
baren Computerberechnungen, welche aufgrund der Einfachheit von f(¢) und F(z) resultieren.
Ein weiterer Vorteil ist, dass sich fiir groles |${z}| die Funktion F(z) viel leichter nach oben
abschitzen lasst. Aulerdem zeigen gewisse numerische Proberechnungen, dass mit denjenigen
Funktionen f, die aus oder resultieren, hochstens nur minimal bessere Werte erziel-
bar sind. Dabei muss beachtet werden, dass die Graphen aller drei Versionen von g letztendlich
,qualitativ recht identisch aussehen“. Ein paar weitere Bemerkungen zu Funktionen, die Bedin-
gung 1 und 2 erfiillen, sind in zu finden.

3.1.4 Abschitzungen fiir A\, und )\, wenn p; und y; reell sind

In diesem Abschnitt méchten wir zwei Tabellen aus [23] §8] vorstellen, die wir spéter bendtigen.
Generalvoraussetzung ist dabei, dass y; und p; beide reell sind.

Erklirung von [23, Table 4 (§8)]: Diese Tabelle ist ein Korollar von [23, Lemma 8.3],
welches unter der Voraussetzung gilt, dass p’ komplex ist. Ist jedoch p’ reell, so liefert [23]
Lemma 8.2] bessere Werte, so dass diese Tabelle fiir beide Fiille gilt. Was die Tabelle aussagt,
wird kurz vor der Tabelle erklért: Beispielsweise besagt der Eintrag 0.7,1.724,4.5,0.85, dass aus
A1 <0.70 die Abschiitzung N > 1.724 folgt. Diese Aussage wurde dabei zuerst nur fiir den Fall
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bewiesen, dass A; € [0.65,0.70]. Da aber fiir kleinere A; noch bessere Abschiitzungen gelten, gilt
die Abschitzung X' > 1.724 immer wenn A; < 0.70.

Wir weisen auch darauf hin, dass die Werte dieser Tabelle mit Hilfe von Verbesserungspo-
tential 2 [23] S.332] hétten verbessert werden kénnen. Dies ist fiir den Beweis von Theorem
aber nicht notwendig, also werden wir dies nicht tun.

Erkldrung von [23, Table 7 (§8)]: Hier gilt Analoges wie bei der vorigen Tabelle. Diesmal
wurde diese Tabelle unter der Voraussetzung x3 # Yo und A2 < X bewiesen. Fiir den Fall
X3 = Xo folgen vermoge [23, Table 6 (§8)] bessere Werte (bis auf den Fall A; < 0.10). Genauso
folgen bessere Werte durch [23, Table 2-4 (§8)], wenn Ay > X ist. Insgesamt folgt wieder, dass
diese Tabelle in allen Féllen giiltig ist (ausgenommen wenn A\; < 0.10).

Die in den Tabellen auftauchenden Werte fiir A\, a und K sind Parameter, die bei den
jeweiligen Rechnungen benutzt wurden. Sie sind fiir die letztendlichen Aussagen nicht relevant.

3.2 Nullstellendichte

3.2.1 Die generelle Idee

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Vorstellung einer (bzw. der) generellen Idee zum Abschéitzen
der Anzahl der Nullstellen der Dirichletschen L-Funktionen in einer Region

R{s} >0, |S{s} <T, (3.19)

wobei 0 € (3,1] und T > 1.

Die Struktur der Funktion |L(s, x)| = | >_,, x(n)n~*| erlaubt erstmal keine leichten Abschétzun-
gen nach unten, mit denen |L(s, x)| > 0 gefolgert werden konnte. Die Idee ist nun die Folgende.
Wihle eine passende komplexe Funktion M (s, x) und zéhle die Nullstellen vom Produkt

P(s) = [L(s, x)M (s, x)|

Damit dieser Ansatz hilfreich sein kann, sollte

e P(s) Null sein an den Nullstellen von L(s, x), also sollte M (s, x) an diesen Stellen keine
Polstellen haben, was erfiillt ist wenn beispielsweise M (s, x) iiberall holomorph ist,

e P(s) sollte eine Struktur haben, die sich eher nach unten abschéitzen ldsst als L(s, x) und

e M(s, x) sollte selbst nicht zu viele Nullstellen haben, die sich ja dann auf P(s) iibertragen.

Es empfiehlt sich die Funktion (X > 1)

M(s,x) = Y pln)x(n)n™ ~ Y u(n)x(n)n=* =

n<X L(s,x)’

denn in Regionen, in denen L(s, x) keine Nullstellen besitzt, wére P(s) immer nahe bei 1 (verglei-
che [26, (10.10)]). Folglich kann man in solchen Regionen eher darauf hoffen P(s) > 0 beweisen
zu kénnen, als zu zeigen, dass |L(s,x)| > 0, da L(s, x) dort eher sehr kleine Werte nah bei 0
annehmen konnte.
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Aufgrund von 3, pu(d) = 0 fiir n > 1 folgt nun fiir eine Nullstelle p von L(s, x), dass

0= L(p, x)M(p,x)
- Z anX(n)n_p
n=1

=1+ Z apx(n)n="+ 0 <Z anx(n)n">

X<n<Y n>Y

mit

an = Z w(d).

d|n
d<X

Ist Y grofl genug, dann ist der Betrag des Restterms < % und es folgt die zentrale Ungleichung

1<2) Y anx(n)n™"| =:|D(p)|. (3.20)
X<n<lY

Die rechte Seite von wird naheliegend auch , Nullstellendetektor* genannt. Nun kann
gezeigt werden, dass D(p) nicht fiir zu viele verschiedene Werte p € C die Ungleichung
erfiillen kann”. Einerseits sorgt nimlich der Faktor n~"{#} dafiir, dass die Terme in der Summe
generell recht klein sind. Andererseits sorgt der Faktor n~*>{} fiir die wesentliche Eigenschaft,
dass die rechte Seite nicht gleichzeitig grofl sein kann fiir viele verschiedene ¥(p) (mehr dazu in
26, §9]).

Werden die Nullstellen so in Mengen M; unterteilt, wie in der letzten Fuinote erwéhnt wurde,

dann folgt
N(o,T,x) <4Y > [D(p))?
i pEM;

und daraus folgen wiederum Theoreme in der Form von Prinzip 3, welches in angesprochen
wurde.

Fiir den Beweis des Linnikschen Theorems erweist es sich als besser, Abschidtzungen fiir
die Anzahl der Charaktere, die mindestens eine Nullstelle in einer gewissen Region haben, zu
beweisen. Man geht dann genauso vor wie oben, summiert aber eben nicht iiber die verschiedenen
Nullstellen p eines L(s, x), sondern iiber alle Charaktere x mit einer zugehérigen Nullstelle p(x).
In diesem Fall verliert der Term n~ " 3() seine erwithnte Rolle. Diese wird von der Tatsache
ibernommen, dass ) x(n)x’(n) sehr klein ist, falls x # x’.

3.2.2 Das Vorgehen mit Hinblick auf das Linniksche Theorem

Dieser Abschnitt folgt prézise den Ausfithrungen in [I7, §5] (Graham) und [23] §11] (Heath-
Brown). Ziel ist es aufzuzeigen, wie [23] Lemma 11.1] aussieht, wenn die Wahl der Koeffizienten
04 und 14 noch offen gelassen wird. Spéter werden wir ndmlich etwas andere Koeffizienten 14
wihlen, als jene aus [23] §11].

Seien ¢ € N und

1
0< A< Ag = gloglogiﬂ.

7Gibt es ein p, fiir das |D(p)| sehr gro ist, dann wird es natiirlich fiir alle (unendlich vielen) Werte in einer
kleinen Umgebung von p sehr grof§ sein. Was jedoch gezeigt werden kann ist, dass D(p) nicht zu gro8 fiir viele
verschiedene ,gut verteilte“ p € C sein kann. Deswegen werden in der Anwendung die Nullstellen von L(s, x) in
verschiedene Mengen M; unterteilt, so dass Nullstellen in der gleichen Menge M; einen gewissen Mindestabstand
voneinander haben. Dies ist moglich, da die Gesamtanzahl der Nullstellen im Wesentlichen bekannt ist.
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Fiir die Abschiitzung der Linnikschen Konstante erweist es sich als vorteilhaft die Grofie
N(X) = #{x (mod q) | L(s, x) hat eine Nullstelle in 0 > 1 — 27\, |t| < 1}

abzuschétzen. Dabei findet die gleiche Idee Anwendung, welche im letzten Abschnitt angespro-
chen wurde.

Wir benutzen die Bezeichnungen x(V, x, ..., x(N) fiir die entsprechenden Charaktere.

Zu jedem dieser Charaktere x (es ist offensichtlich x # xo fiir ¢ gro8 genug) wihlen wir eine
zugehorige Nullstelle p(y) = p*) und setzen

o) = B i) gR) — g _ 1 \(h),

Wir halten einen solchen Charakter y = x*) mit zugehoriger Nullstelle p = p(*) fest. Erste Auf-
gabe ist die Herleitung eines Nullstellendetektors, vergleiche (3.20]). Es erweist sich als praktisch

mit dem Ansatz
oo
=1

M(s,) =D (D ol ) x(m)n

[v,wl=n

(wir schreiben [v, w] = kgV (v, w)) zu beginnen mit Koeffizienten
Py K 1, Oy <1 (v,w € N). (3.21)
Es folgt, passende Konvergenz vorausgesetzt, dass
0=L(p, )M (p,x) = >_O_va)(D_ ba)x(n)n". (3.22)
n=1 d|n d|n
Sei X > 1 und setze ¢° = X. Graham nimmt von der letzten rechten Seite die ersten X Terme,
betrachtet also die Summe
Y Qv ba)x(mn?,
n<X dn d|n

wéhrend Heath-Brown die ,,verwandte® Summe

Z(Z wd)(z 04)x(n)n"Pe /X
n=1 djn dln

wéhlt. In beiden Fillen sieht man jetzt zwar nicht sofort, dass die Ausdriicke (fast) 0 sind
(was im Wesentlichen gleichbedeutend damit ist, dass der Beitrag der Terme mit n > X in
der Summe aus vernachlissigbar ist). Dies folgt aber, wenn die Summen in Integrale
umgeschrieben werden. Fiir die Umschreibung in Integrale verwendet Graham die Perronsche
Formel [32, Theorem 5.2] und Heath-Brown die Gleichung [32] Theorem C.4]

cux L o ['(s)X*ds (3.23)
C2mi )y ’ '

Dann kann man mit der Cauchyschen Integralformel zeigen, dass die beiden Ausdriicke gleich
o(1) sind fiir ¢ — oo, vorausgesetzt X ist gro genug und die Koeffizienten 14 und 6, sind ab
einer Stelle identisch 0. Konkret geniigt es, wenn fiir zwei Konstanten V, W > 1 (setze ¢* =V,
¢’ =Ww)
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und )
x>v+w+§ (3.25)

gilt.

Um einen ,verniinftigen“ Nullstellendetektor zu erhalten miissen nun fiir ein U > 1 (setze
q* =U) die Terme mit 1 <n < U aus der Summe eliminiert werden. Setze also
Ya=p(d) fir 1<d<U. (3.26)
Weiter kann oBdA angenommen werden, dass
0, = 1. (3.27)
Es folgt der Nullstellendetektor (vergleiche [23] (11.9)])
1<) > Q%) Z9d n~re X L o(2Y. (3.28)
U<n<XZ dln

Die implizite Konstante kann dabei von den gewé#hlten Parametern x, v, w und uw abhéngen.
Letztere Ungleichung wird etwas umgeschrieben, mit einem Gewicht w, > 0 multipliziert und
iiber die verschiedenen Charaktere x(*) aufsummiert. Es folgt [23] S.318]

o 2
Suy<+0Z )Y ( > duibn (3.29)
X X n=1
Dabei haben wir
G = wo( L logn)w (3 Ba)x(n)n2 P00 (e=/X — ¢=n# /)3 (3.30)
d|n
und -
by = wo(L ™ logn) (Y pa)nTE (e X — e /Y)s (3.31)
dln

gesetzt, wobei wy(t) : R — R eine beliebige Funktion ohne Nullstellen sei. In [23] §11] werden die
any und b, ohne das wy(t) definiert. Verbesserungspotential 7 [23, S.335] schlégt die Einfithrung
dieses neuen Parameters vor. Die Ungleichung (3.29) gilt gemifl der Herleitung in [23, S.317-

318] fiir alle Koeffizienten 04, 14, welche die Bedingungen ({3.21)), (3.24)), (3.25)), (3.26]) und (3.27)
erfiillen.

Um die rechte Seite in (3.29) abzuschédtzen, wird in [I7] bzw. [23] zunédchst das Dualitéts-
prinzip [26, S.170] verwendet, welches ein Korollar der Cauchy Schwarz Ungleichung ist. Wird

o0

letztere Ungleichung direkt benutzt, so folgt mit der Abkiirzung Cy, =)~ | anybn
2 (o) o0
(S = (D) (ST o)
X n=1 n=1 x

= <Z|bn|2> Z|CX|QZ|anx|2+ Z CT(Ox’ ZGHXW
n=1 X n=1 4 n=1

x#X'
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Wegen

2
3 [CiCpwiw?| < <Z|cx|w§;> < <ZICX|2> (wa>
XX X X X

x#x

folgt aus (3.29) die folgende Ungleichung, die wir formal notieren, um sie spéter zitieren zu
kénnen.

Lemma 3.7. Seien positive Zahlen u, v, w und = gegeben, die u < v und ([3.25) erfiillen. Weiter
seien Koeffizienten g und 04 (d € N) gegeben, die (3.21), (3.24), (5.26) und (3.27) erfiillen.
Sei wo(t) : R — R eine Funktion ohne Nullstellen und benutze die Bezeichnungen aus (3.30)
und . Dann gibt es ein qo, so dass fiir ¢ > qo und beliebige nicht-negative Gewichte wy, gilt

Yux<(+0Z >><Z|bn|2> <m3x2|anx2>

n=1

(i |bn|2> max‘ Z anxanx
n=1

,nleX

(%: wX> . (3.32)

Die Summen bzw. Mazima laufen dabei iber die Charaktere V), ..., x(N(X0)) “welche zu Anfang
des Abschnitts definiert wurden.

Es verbleibt die optimale Wahl der Koeffizienten ¢4 und 64. Damit die rechte Seite von (|3.32))
moglichst klein ist, sollten die Ausdriicke (beachte, dass b, = 0 fiir 1 < n < U und dass der
Ausdruck e="/X — ¢=%*/U sehr Klein ist fiir n = 1 und n > X)

Z(Zf)dfn*l und Z (de)anl

n<X dn U<n<X d|n

moglichst klein ausfallen. Fiir 8, erweist sich die Wahl von

(3.33)

6, — p(d) 80D falls 1 < d < W,
falls W < d

als recht optimal (vergleiche [35] S.20-21], [11], S.961]). Fiir ¢)4 wéihlen Graham und Heath-Brown

w(d) falls 1 <d < U,
Y =07 =1{ p(d) llggg((“,///g)) falls U <d <V, (3.34)
0 falls V < d,

was auch recht optimal ist unter den aufgestellten Bedingungen (vergleiche [2]). Wir werden
spiter die 0 aus (3.33]) wihlen, jedoch die Wahl der 14 basierend auf (3.34)) leicht verbessern.
Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt benutzen wir in §5.1]

3.3 Abschitzungen gewisser Suprema

Sei f die Funktion aus 1) mit einem ~y > % und F' die dazugehorige Laplace-Transformierte.
Im Zusammenhang mit Verbesserungspotential 2 wird es spéter notig sein eine Abschitzung
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vom Typ
Asup = Sup ]A(Sla s2,t) < C (3.35)
S1 $11,812

52€[s21,522]
s2<s1,teER

mit einer expliziten Konstanten C' zu haben. Dabei ist
A(s1, 82,1) = %{le(—sl Fit) — ko F(—(s1 — 82) +it) — ng(it)},
k; und s;; sind Konstanten mit
ki >0, 0<s11 <s12<4, 0 < 591 < 522 < 512
und F' ist gegeben durch . Wir definieren auflerdem
s3:=s1 — 5o € [max{0, s11 — S22}, 12 — S21] = [831, s32]. (3.36)

Heath-Brown [23] p.312-313] beweist eine Abschéitzung der Form fiir ein konkretes F' und
ki=1,ke =0, ks =2, 511 =0, s12 = (7/6 + 2¢) . Fiir allgemeine Parameter k; und s;; gehen
wir vollig analog vor, wobei wir an manchen Stellen kleine Modifikationen vornehmen, um etwas
schérfere Abschéitzungen zu erhalten.
Zunéchst gilt
R{F(2)} =R{F(2)}. (3.37)

Damit ist A(sq, s2,t) = A(s1, $2, —t) und wir kénnen ¢ > 0 annehmen. Weiterhin gilt
Asup 2 0, (3.38)
da fiir beschrianktes o aus (3.10) folgt, dass
tlgglo R{F (o +it)} = 0.

Diese Konvergenz wird in den Anwendungen spéter recht schnell ablaufen. Aus diesem Grund
macht es Sinn einerseits die Funktion A(sq, sz, t) fiir grofie ¢, sagen wir ¢ > 1, mit groben Mitteln
abzuschéitzen. Fiir kleine ¢ € [0,21] geht man dann prézise vor, indem A(sq, s2,t) konkret an
sehr vielen Gitterpunkten der Menge [s11, S12] X [S21, $22] X [0, 1] ausgewertet wird. Es ergibt
sich dann eine Abschétzung, wenn das Maximum der Werte in den Gitterpunkten genommen
wird und dazu ein Fehlerterm addiert wird, der aus der Grofle der partiellen Ableitungen von A
resultiert. Wir beginnen mit der

Abschitzung fiir ¢t > x;
Da f Bedingung 2 erfiillt und ks > 0, gilt

afe{le(—sl it) — ko F(—(s1 — $2) +it) — k3F(it)}
S ?R{le(—Sl + ’it) — k‘gF(—Sg + ’Lt)} =: Av(Sl, 83, t).
Wir schétzen g(sl, s3,t) fiir ¢ > 21 > 0 nach oben ab. Fiir z # 0 gilt nach 1)

_ 1675 —1 8,-}/3 -3 4 2 1 —2vz\.,—4 4 —6 1 —2vz 2 —2vz 3.39
=157 ~ 3% +4y7 (14 e %) 27 +427% (-1 +e +2vze %) . (3.39)

1(81783,15) = A\I(Slvs37t) + :4-\;(81) Sth) + ;{;(81,83,15) + ;{:1(31783715)
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gemif den vier Termen in (3.39)). Beispielsweise ist

As(s1,85,1) = %{4m2(1 eI ) (g )T (1 4 e (TSt (g it)_4}.

Um die einzelnen ;1;(51, s3,t) (i € {1,2,3,4}) leichter abschitzen zu kénnen, setzen wir voraus,
dass

Wegen max{sia, s32} <4 < tist s;/(s? + t?) monoton wachsend in s; (i € {1,3}). Aus

R{(—si +it)1} = ﬁ
folgt dann
Ai(sr,sant) < 0L Tjgz{i tijff%fﬁ)kl}
1675 s11830 max{0, s11ke — s32k
1g su 3‘?8%2 +{t5)(51%1 2+ t2)32 U oA, (341)
Es gilt 3t — s? > 0 (i € {1,3}). Zusammen mit
R{(—s; +it) %} = ‘W

folgt

To(s,59,1) < SLH2s2 _y (3.42)

(s5, +2)°

Der Ausdruck (1 + €27%)/(s? 4 t*)? ist monoton wachsend in s, da v > 3 und ¢ > 4. Durch
triviales Abschiitzen folgt dann

(]_ + 62’7512)
(s1p +12)2

(]_ + 62’7532)

A, )| < 492k RS
|Az(s1, 83, 1) < 47"k 5L )

+ 472k =: A3(1). (3.43)

Damit verbleibt noch die Abschétzung von ;1;. Auf Grund der hohen negativen Potenz z ¢

geniigt es diesen Term génzlich trivial abzuschétzen:

— 1 2vs812 I~ e27512 3 2
a1, 53, 1)] < 4l ——— =10 Vet + 2

1 27832 | 9~ 27832 2 +2
T 7; VIR T 4. (3.44)

Die oberen Abschétzungen A;(t) sind als Summen und Produkte monoton fallender Funktionen
auch monoton fallend in ¢. Es folgt

Lemma 3.8. Es gelten die Voraussetzungen, die zu Beginn dieses Abschnitts gemacht wurden,
sowie die weiter oben definierten Bezeichnungen. Sei vy > % und t > x1 > 4. Dann gilt

A(s1,82,t) < Aj(x1) + Ax(x1) + As(xr) + Ag(z).
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Abschitzung fiir kleine ¢ € [0, z1]

Der Einfachheit halber werden wir nicht die zusétzliche Voraussetzung s, < s; verwenden. Seien
Ay, Az, Ay und z; beliebige positive Konstanten. Definiere ein Gitter

G C M = [s11,512] X [S21, 522] X [0, 21]

durch
G = {(31782715) € R? | s; = min{s11 + j1A1,812}; j1 =0,..., [812A—1811] +1,
. . . S22 — S21
so = min{sa1 + joalo, s22}; jo=0,..., [ Ay } +1,
t:min{ngt,xl}; j3 :0,..., |:21:| +1} (345)
t
und setze
Ag = max A(sy,so,t). (3.46)

(s1,82,t)€G

Im Falle von s;; = s;2 fiir ein ¢ € {1,2} lassen wir auch A; = 0 zu, wobei wir dann in der
Definition des Gitters den Ausdruck

[Siz — 81

A, }—l—l

durch 0 ersetzen.

Die Funktion A(sy, so,t) ist in M nach allen drei Variablen differenzierbar. Sei By bzw. Bs
bzw. Bs eine obere Schranke fiir den Betrag der partiellen Ableitung nach sy bzw. so bzw. t von
A(s1,82,t) in M. Sei nun (s1, s2,t) € M beliebig gewéhlt und fest. Das Gitter G ist gerade so
konstruiert, dass es dann ein (a,b,c) € G gibt mit

A A A
si—al < 2L ls-bl< 22 jt—d < SN
2 2 2

Zusammen mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

|A(517 52at) - A(a7 ba C)| S|‘4(317 SQat) - A(CL, ba t)| + |A(a7 bv t) - A(a7b7 C)|

<|A(s1,82,t) — A(a, s2,t)| + |A(a, s2,t) — A(a, b, t)| + |A(a, b, t) — A(a, b, ¢)]

Also folgt
A A A
sup  A(s1,s2,t) < Ag + ZIB+ 2By + —!Bs.
(s1,s2,t)eM 2 2 2
Es verbleibt die Abschéitzung der B;. Aus der Definition der Laplace-Transformierten F' von f
folgt sofort
2y 27y
A(sy, $2,t) = () cos(tx)e ™ (k1 — kae™ ") dx — k3 (x) cos(tx) d.
0 0

Da die Funktionen im Inneren der Integrale (abhéingig von den beiden Variablen ¢,z bzw. s1,x
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bzw. s9, x) stetig sind, kénnen wir unter dem Integral differenzieren und erhalten fiir (s, s2,t) €
M

dA t o
‘(81782’)‘ =< dO/ x f(x)e*** dw =: By, (3.47)
d81 0
dA t >
‘(8152)’ < k2/ f ()e*** dz =: Bs, (3.48)
dss 0
und dA(s, s2,t) at =
‘d;" < do/ af(x)e”* dx + ks/ af(x)dr =: Bs, (3.49)
0 0
wobei
do = sup |k — kae %7
$6[0)27]
Da

h(x) = k?l — ]@‘26_52z

monoton in x ist, nimmt |A(x)| sein Supremum in [0, 2] an einem der beiden Randpunkte z = 0
oder x = 2v an. Es folgt

do zmax{|k:1 — k’g‘, ‘kl — ]{126723227”’
:max{kg — kh ]{71 — k2€_2822’y}. (350)

Zusammen mit Lemma [3.§ folgt insgesamt

Lemma 3.9. Seien s11, S12, S21, S22 und k; (i € {1,2,3}) nicht-negative Konstanten und -,
A1, Ao, Ay und xq positive Konstanten mit

s11 <812 <4, 821 <892 < S12, Y > und x> 4.

1
2
Ist s;1 = 842 fiir ein i € {1,2} dann ist A; = 0 auch zuldssig. Mit den Notationen aus ,
(3.36), (3.39) und (3.41)-(3.50) gilt

A A A
Agup < maX{Al(xl) + Ag(x1) + As(z1) + As(z1), Ag + 7131 T 7232 T ;Bg.}

Fiir die konkrete Berechnung verbleibt noch die Wahl der Parameter 1, Ay, As und Ay,
so dass Agyp bei geringem Rechenaufwand moglichst gut abgeschétzt wird. Die Abschdtzung in
letzterem Lemma wird dabei umso ,schéarfer”, je grofler das x7 gewéahlt wird und je kleiner die
Parameter Ay, Ay und A; gewéhlt werden. Die Parameter sollten dabei vorzugsweise so gewihlt

werden, dass
BlAl ~ BQAQ ~ BgAt.

Dadurch wird die Anzahl der Rechenschritte (= Anzahl der Gitterpunkte ~ C1(A;A2A;)71)
bei fast gleichbleibender Abschitzung minimiert: Dies kann in die Analysisaufgabe iibersetzt
werden, die Funktion h(z,y,2) = Cj(xyz)~! unter der Nebenbedingung = + y + 2z = Co zu
minimieren.

3.4 Beweis des Linnikschen Theorems
Ein faszinierender Aspekt der analytischen Zahlentheorie ist die Tatsache, dass ,,diskrete* Phéno-

mene, wie die natiirlichen Zahlen und spezieller die Primzahlen, mit ,,kontinuierlichen“ Funktio-
nen behandelt werden kénnen. Wir stellen hier den Zusammenhang zwischen den Primzahlen
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in arithmetischen Progressionen und den Nullstellen der Dirichletschen L-Funktionen dar. Dies
wird in drei wesentlichen Schritten geschehen. Wir folgen dabei priizise dem Vorgehen in [23]
§13], werden jedoch am Ende des Abschnitts eine etwas andere Darstellung wihlen, da wir spéter
das Vorgehen etwas variieren. Wir fiigen - bis auf eine Ausnahme - keine Beweise ein, sondern
zitieren und kommentieren nur die wichtigen Zwischenergebnisse.

Seien a, ¢ € N und (a,q) = 1. Betrachte die Summe

2= P8P, #~11og p),

p=a (mod q) p

wobei das Gewicht h(t) definiert ist als

0 falls t < L — 2K,
B ) t—(L-2K) falls L-2K<t<L-K,
W) =ho(t) =3 [y falls L— K <t<L, (3.51)
0 falls t > L

mit positiven Konstanten L, K und L —2K > 0. Wir miissen zeigen, dass fiir ¢ > ¢qg die Summe
¥ unabhiingig vom gewihlten a positiv ist. Daraus folgt P(q) < ¢” fiir ¢ > ¢go und daraus
wiederum

P(q) < (max P(r) ) ¢*

r<qo
fir alle g.

Um mit der Summe ¥ besser arbeiten zu kénnen, ist es vorteilhaft sie iiber die Primzahlpo-
tenzen gehen zu lassen, anstatt nur iiber die Primzahlen:

L-2K

Y= Z #h(f_llogn)—kO(q_ 7).

n=a (mod q)

Nun kommt der erste wesentliche Schritt, ndmlich die Einfithrung der Charaktere x, wodurch
man die Summation iiber eine einzige Restklasse a (mod ¢) in den Griff bekommt. Dies geht
zuriick auf Dirichlet. Man benutzt fiir n € N die Gleichung

1 Z T(a)x(n) = { (1) falls n = a (mod q),

v(q) X (k) sonst.
Es folgt
]. > A. L—-2K
S=— > X)) Mh(.f1 logn) +0(g~ 2 ). (3.52)
SO(Q) x (mod q) n=1 n

Der zweite wesentliche Schritt ist die Umschreibung der inneren Summen aus in kom-
plexe Linienintegrale. Dies ist der eigentliche (und einzige) Moment, in dem die Verbindung von
der Zahlentheorie zur Funktionentheorie hergestellt wird. Bekanntlich gilt es sehr oft, dass die
Verbindung dadurch hergestellt wird, dass Summen als komplexe Linienintegrale geschrieben
werden. Das klassischste Beispiel hierfiir ist wohl die Perronsche Formel, aus der eine Summe
Y <z a(n) leicht in Zusammenhang gesetzt werden kann mit der zugehorigen Dirichletschen

Reihe -
Z a(n)n=?,
n=1

ohne dass letztere in s = 0 konvergieren muss (vergleiche [3], S.261]).
Man ersetzt nun in der inneren Summe von (3.52) den Charakter y durch den primitiven
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Charakter x*, der x induziert. Dies wird gemacht, da die gleich in Erscheinung tretenden Funk-
tionen (L'/L)(s, x) fiir primitives x besser gehandhabt werden kénnen. Fiir x # xo folgt

oo n 24100 /
275 M (o) = o [ (<L) - 92)as 65

—100

wobei H = Hp, i die Laplace-Transformierte von h = hy g sei. Es ist
1—e K= 2
Hy g (z) = e~ (=202 <) . (3.54)
Weiterhin gilt fiir x = xo, dass x* immer 1 ist, also
-1 — An) -1 -1
& ZTX (n)h(ZL logn) = H(0) + O(ZL™Y). (3.55)
n=1

Letzteres wird mit partieller Summation und dem Primzahlsatz bewiesen.

Werden (3.52)), (3.53) und (3.55) kombiniert, so ist ¥ durch die Kombination verschiedener
recht kompliziert aussehender Terme ersetzt worden. Bisher ist auch noch nichts gewonnen, da
die Integranden wegen des Verhaltens von H((1 — 5).Z) auf {s} = 2 keineswegs verniinftig
abgeschétzt werden konnen.

Damit kdmen wir zum dritten Schritt. Bei den ¢(gq) — 1 Integralen verschiebt man die In-
tegrationslinie von R{s} = 2 auf R{s} = —1. Mit dem Residuensatz und leichter Abschétzung
des verschobenen Integrals kann das anfingliche Integral durch eine gewichtete Summe iiber
die nicht-trivialen Nullstellen von L(s, x*) ersetzt werden. Diese sind die selben, wie die nicht-
trivialen Nullstellen von L(s, x). Man ist am Ziel und hat damit 3 mit Hilfe der Nullstellen der
Dirichletschen L-Funktionen abgeschétzt. Ist L > 2K + 2 so gilt [23] S.325, 2.Zeile]:

no L H©0) - > X(a)> H(1-pL)+0L)|. (3.56)
90((]) X#X0 p

Die Gleichung (3.56) gilt fiir ein h = hr x und die dazugehdrige Laplace-Transformierte
H = Hy, . Wir benutzen ab jetzt anstelle von h = hy, x die Linearkombination

M
h(t) = Z aihr, i, (t)

mit entsprechender Laplace-Transformierten H(z) - dabei ist M € N, L;, K;,; € R und L; >
2K; + 2. Offensichtlich gilt (3.56]) auch fiir dieses neue h und H.

Nun hat H(z) eine solche Gestalt, dass in der inneren Summe aus der Beitrag der
Nullstellen, die zu weit weg von s = 1 sind, extrem gering ist. Mit der Abschétzung [23] (1.4)]
fiir die Nullstellendichte der Dirichletschen L-Funktionen wird in der Deduktion von [23, Lemma
13.2] aus [23] Lemma 13.1] gezeigt, dass die meisten Nullstellen nur einen vernachlissigbaren
Beitrag liefern und deswegen weggelassen werden kénnen. Genauer folgt fiir feste ¢ > 0 und
L; >2K;,+3(i=1,...,M), dass es positive Konstanten Cy = Cy(¢) und gg = go(e) gibt, so
dass fiir ¢ > qo gilt (vergleiche [23] Lemma 13.2])

v> 2o (o) - Y Y- 02 <. (3.57)
#l4) X#Xo0 P
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Die Summe Zp " geht dabei iiber die Nullstellen p = 8 + iy von L(s, x) im Viereck

1-27'Ch<pB<1, Iy <. Z71C. (3.58)

Nun schiitzt Heath-Brown die Summe iiber die Nullstellen fiir ein x # xo durch eine inter-
essante Anwendung von [23] Lemma 5.2] und [23, Lemma 5.3] ab. Da wir allgemeinere Funk-
tionen h verwenden als Heath-Brown, bendtigen wir die folgende Verallgemeinerung von [23]
Lemma 13.3].

Lemma 3.10 (vergleiche Lemma 13.3 von [23]). Wir benutzen das Cy aus (3.58). Seien £, A1y >
0, A € (M11,C0), M € N und f\(¢t) (i = 1,...,M) Funktionen, die jeweils die Bedingung 1

erfillen fiir ein xo; > 0. Fir alle i € {1,..., M} seien die Ausdriicke
Zoin ;s sup [fu(),  sup () O+ ()"0}
te[0,00) t€(0,z0:)

nach oben beschrdinkt durch eine positive Konstante Cy, welche nur von A1 und Cy abhdngt.
Die Funktion

M
) =7 i)
i=1

sei nicht-negativ. Sei Hy(z) eine in R{z} > 0 holomorphe Funktion und fir die Laplace-
Transformierte F{M(z) von f{(t) gelte

|Hy(\ +it)| < R{F}it)}  fir teR. (3.59)

Weiterhin gelte, dass Ho(z) und F(z) fir R{z} > 0 und |z| — oo beide gleichmifig gegen
0 gehen. Sei schliefilich x # xo ein Charakter (mod q) und L(s,x) habe keine Nullstellen im
Rechteck

1-2"]\<pB<1, <L

Dann gibt es eine effektiv berechenbare Konstante qo, abhdngig von e, M, A\11 und Cy, aber nicht
von A, so dass fir q > qq

S -2 < R + LU (3.60)

wobei die Summation iber die Nullstellen von L(s,x) in liuft.

Beweis. Der Beweis lduft analog zur Herleitung von [23, Lemma 13.3]. Setze s = 1 — A2~ L.
Wir lassen das A in den Funktionsbezeichnungen weg. Mit Lemma Lemma fit) >0
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und Lemma [3.1] folgt
> HA(1 = p) D) <D R{F((s — p)2L)}
=3 R{Fu((s — p) L)}

i<M p
<3 (B2 Saom M e o) <

DO g S M 2 g+

n
6 ns

< %0) +$_1;A(n)mn(yf1($_llogn) +e

- % +z Z iA(n)XOi(Sn)fli(f_llogn) +e
i<M n=1 n
< @4‘5(—)\)—%25.

Das 0 und ¢¢ aus Lemma und die implizite Konstante im Restterm von Lemma [3.1] sind nur
von ¢ und einer oberen Schranke der Ausdriicke

zo, g, sup |f@®)L sup {If'(0)+[F (O]}

te[0,00) te(0,z0)

abhéngig. Es folgt, dass unser jetziges gg nur von ¢, M, A1; und Cy abhéngt. Diese Zusatziiberle-
gung (wegen der man wieder einen Blick in die Beweise der verwendeten Lemmata werfen muss)
geschieht deswegen, weil dieses Lemma spéter fiir beliebiges A € (0.348, C] benutzt werden
wird. O

Bemerkung. Die Beschrinktheit von | fi;(t)| und der ersten Ableitung |f1,(t)| folgt im Ubrigen
bereits aus der Beschrénktheit der Terme f1,(0), z; und xail.

Bemerkung. Mit Hilfe von Prinzip 3 aus und konnen wir das Theorem von Lin-
nik fiir hinreichend grofles L bereits jetzt schon beweisen. Wir wéhlen h = hp g fiir noch zu
bestimmende Konstanten L und K.

Wenn p; nicht existiert, d.h. in R hat die Funktion aus keine Nullstellen, dann erhalten
wir sofort nach Wahl eines hinreichend kleinen K > 0 die zuléssige Konstante L = 3 + ¢ (bzw.
sogar L = 2.4 + ¢, wenn wir etwas genauer vorgegangen wiren). Wenn andererseits p; existiert
und sehr nah bei s = 1 liegt, ndmlich Ay < A(e) fiir ein gewisses hinreichend kleines A(e) > 0,
dann kénnen wir wieder L = 3+ wihlen nach [22]. Also sei A1 > A(g). Es folgt mit der fiir alle
z € C giiltigen Abschéatzung

H(2)| < HR{})

und Prinzip 3, dass

Ayomo - Y NO- G2 L0 -0 - N2 7)2)
x (mod q)
>K? — e3¢ H(\e)) —e.

Nun sind A(g), cs3, ¢4 und Cy feste positive Zahlen. Wird also K = 2 und ¢ = 1 gewihlt, dann
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folgt wegen
lim H(A(g)) =0
L—oo
fiir hinreichend grofles L die Behauptung.
Um einen besseren zuldssigen Wert fiir L zu beweisen, sind offensichtlich Aussagen zu der
Lage der Nullstellen nahe s = 1 (nullstellenfreie Regionen) und Abschiitzungen zu der Anzahl
derselbigen (Nullstellendichte) hilfreich.
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Kapitel 4

Nullstellenfreie Regionen

Wir benutzen die in §3.1.2] eingefithrten Notationen. Sei A € {A1, A2, A3, A'}. Das Ziel in diesem
Kapitel ist der Beweis von Abschiitzungen

MO = A=0 (4.1)

fiir positive Konstanten C; und Cs. Daraus folgen dann nullstellenfreie Regionen (im Fall A = A;)
oder fast nullstellenfreie Regionen (in den anderen Féllen) fiir die Funktion aus (3.11)).

4.1 )-Abschitzungen

Fiir diesen Abschnitt setzen wir voraus, dass mindestens eines der beiden Elemente xi, p1
komplex ist. Weiterhin setzen wir voraus, dass eine Funktion f gegeben ist, die Bedingung 1
und 2 erfiillt. Am Ende wird dies die Funktion aus sein.

In diesem Abschnitt verbessern wir [23, Table 8 (§9)] mit Hilfe von Verbesserungspotential
2. Wir sollten noch erwihnen, dass fiir den Beweis der letztendlich zuléssigen Linnikschen Kon-
stante L das Einbringen der hier verbesserten \'-Abschitzungen vergleichsweise wenig Beitrag
liefert. Der eigentliche Vorteil liegt darin, dass wir diese spéter verwenden kénnen zur Herleitung
der wichtigen Ao-Abschitzungen.

Wir beginnen mit der Ungleichung in [23] S.302 oben], also

) (M{ ne 1)’

0 <xo(n) (1 + §R{

=6+ (ot + 2 {37
Xl(n)2
+’f( (e B e { R )
1 x1(n) x1(n)? xi(n)?
+4(%{nimw R e (PR e ) (42)
wobei k > 0 eine spéter zu wihlende Konstante sei. Wihrend Heath-Brown jetzt mit der in
kurz erwihnten ,ersten Methode“ weitermacht, verwenden wir die ,zweite Methode“

mit den Lemmata [3.1] und [3:4] Das Problem bei letzterer Methode ist, dass die resultierenden
Ungleichungen Terme der Form

sup R{k1F(—s1 + it) — ko F(—s3 + it) — ks F(it) }
teR
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beinhalten kénnen. Verbesserungspotential 2 [23], S.332] liegt nun darin sich von solchen Termen
nicht abschrecken zu lassen, sondern sie konsequent und genau abzuschitzen geméf
Sei A* > 0 mit
A* < min{ g, \'}. (4.3)
Im Falle, dass po nicht existiert, setzen wir nur \* < X voraus. Wird

IB*ZI—A*gil

gesetzt, so folgt aus (4.2) die Ungleichung

0 <O + )K(5*, x0) + (K + 9K (5 + i/, x1) (4.4)
+ kK (B +i(v1 — '), x0) + 2kK (B 4+ iv1, x1) + kK(B* +i(71 +7), x7)

1 . 1 ) 1 .
+ KB +i2n =) xa) + 5 KB + 2iv1, X1) + KB+ + X3,

wobei

K(s,x) = ZA(n)?R{XT(L?)} f(Z logn).
n=1

Wir unterscheiden zwei Falle. Zuerst zu

4.1.1 Fall 1: ordx; > 5

Lemma 4.1. Sei ordx1 > 5 und f eine Funktion, die Bedingung 1 und 2 erfillt. Weiterhin
sei A* eine Konstante mit 0 < X\* < min{\,\o}. Wenn po nicht existiert, so setzen wir nur
0 < A\* < X woraus'. Seien ferner k und ¢ positive Konstanten. Dann gilt fiir ¢ > qo(f,k,¢)

0< (K + %)(F(—A*) — F(N = X\%) = 2kF(\ — \") + @(1& 13k + g) te

+ sup R {kF(—)\* +it) — (k% + %)F()\l — A+ it)} . (4.5)
teR

Beweis. Wir beginnen mit der Ungleichung (4.4)). In dieser schéitzen wir die acht verschiedenen
oK -Terme“ mit Hilfe der Lemmata und ab. Zuerst bekommen wir mit Lemma die
Ungleichungen

(2 + D)2 K(8* xo) <O + 5)(F(-X) +2), (4:6)

kLK (B +i(n =), xo0) SER{E(=N" +i(pn — 1))} +e). (4.7)

Wegen der Voraussetzung ord x; > 5 gilt x? # xo, X1, X1- Letztere Schreibweise verwenden
wir als Synonym fiir x? ¢ {xo0,Xx1,X1}- Da X3 # Xo konnen wir zur Abschitzung des Terms
K(B* +i(y1 +7'),x?) das Lemma [3.4] verwenden. Betrachte fiir diesen Fall - also

s=p"+i(n+7") € R2l) C R9I)

IDije Werte A und Ao sind abhingig von g. Insofern muss eigentlich spezifiziert werden fiir welche ¢ die
Ungleichung 0 < A* < min{)\, A2} gelten soll. Dies ist aber aus dem Zusammenhang klar. Wir méchten es an
dieser Stelle prizise formulieren: Fiir dieses Lemma beispielsweise geben wir uns anfangs ein beliebiges ¢ € N vor
und halten dies fest. Fiir dieses spezielle ¢ soll die genannte Ungleichung gelten. Unter den sonstigen genannten
Voraussetzungen folgt die Aussage fiir dieses g, falls ¢ > go(f, k, €). Diese Bemerkung findet auch in spéteren
Abschnitten Anwendung.
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und x = x? - die beiden Mengen A; und Aj aus Lemma Wegen x? # x1,x1 und 8* > R{ps}
folgt aus 7 dass A; = (). Falls po nicht existiert, kann genauso geschlossen werden. Da wir
auBerdem keine weiteren Informationen zu dem Charakter x? bzw. den Nullstellen von L(s, x?)
in R haben, wihlen wir A; = ). Das Lemma liefert also mit ¢(x3) < %

£(0)

BLTHR(B" +i(n +7),x1) <h(=~ +e). (4.8)
Vollig analog folgen
LK@ i) <5 (1D 4o (49)
und
LK@ ien D <5 (T ), (4.10)

Zur Abschétzung von K (8* + iv/, x1) benutzen wir wieder Lemma Diesmal hat jedoch die
Funktion L(s,x1) die Nullstelle py, fiir die durchaus gelten kann, dass 8* < R{p;}. Ist dies der
Fall, so folgt unter Beriicksichtigung von * > R{p'}, dass Ay = {p1}. Zusitzlich wihlen wir
dann As = {p'}. Ist jedoch R{p1} < B*, so ist A1 = () und wir wiihlen Ay = {p1, p’}. In beiden
Féllen ist also A; U As = {p1, p'} und wir bekommen

1
(8 + )27 KB + i 1)

< (K*+ %)(—%{F()\l — N+ =)= FN =)+ @ +e). (4.11)

Fiir die Abschitzung der beiden verbliebenen Terme K (3* +iv1, x1) und K(8*+i(2v1 —7'), x1)
benutzen wir die Nullstelle p’ nicht. Wir wiihlen also As in Lemma so, dass A1 U Az = {p1}
und es folgt

2k.L K (B + i1, x1) < 2k(—F(A\ — \) + @ +¢) (4.12)

und

1
nglK(ﬁ* +i(2v1 —7'),x1) <

Schliefilich folgt noch aus ([3.37)), dass
R{F(\ — M +i(' — )} = RIPOG — X + i — )}

Dies verwenden wir in (4.11). Werden nun in (4.4]) die Abschiitzungen (4.6])-(4.13) eingespeist,
dann folgt das Lemma. O

(=R{F(A\1 = X +i(ur — )} + —= +2). (4.13)

Py

Das néchste Mal, wenn wir mit Hilfe von Lemma einen ,K-Term“ abschétzen, werden
wir nur angeben, welche Nullstellen p wir beriicksichtigen (miissen). Wir werden also die Menge
Aj U Ay angeben. Die leichten Details zur Zuldssigkeit der entsprechenden Wahl von A; U A,
lassen wir dann in der Regel weg.

4.1.2 Fall 2: ord x; € {2,3,4}

Lemma 4.2. Sei ord x; < 4 und im Falle, dass x1 reell ist, setzen wir p; als komplex voraus.
Ferner seien f eine Funktion, die Bedingung 1 und 2 erfillt und k und ¢ positive Konstanten.
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Dann gilt fir ¢ > qo(f,k,¢€)

0.< (K + H(F(-M) ~ F(N = M) — 2KF(0) + 1O 2 4 gp 4 5+
, 3. .. 1 . _
+92. igﬂ};% {kF()q +it) — (k'2 + 4)F(zt)} + igﬂ}g% {QF()\l +it) — QkF(zt)} . (4.14)

Beweis. Zum Beweis des Lemmas veréindern wir erstmal die Ungleichung (4.4)), indem wir dort
B* durch (3 ersetzen. Dies ist offensichtlich moglich. Die daraus resultierende Ungleichung nen-
nen wir ) Wir mochten nun analog zum Fall ord 3 > 5 die acht verschiedenen ,, K-Terme*
in ) abschétzen. Dazu halten wir einige generelle Bemerkungen fest.

e Im Fall ord x; = 2 muss beachtet werden, dass aus L(p1, x1) = 0 folgt, dass L(p1, x1) = 0.
Dabei gilt p; € R und p1 # p1,p’, denn nach Voraussetzung ist dann p; komplex und
p1 # p' nach Definition. Diese zusitzliche Nullstelle p; werden wir im Fall ord xy; = 2
manchmal verwenden. Allgemein ist immer p; € R eine Nullstelle von L(s,X7). Dies
werden wir auch im Fall ord x; = 3 verwenden.

e Fiir simtliche Nullstellen p € R der Funktionen L(s,x) gilt, dass R{p} < R{p1}. Wegen
der Wahl von f; anstelle von 8* haben wir also freie Wahl welche Nullstellen bzw. Terme
w—R{F((s—p)L)}“ wir bei der Abschétzung der Ausdriicke K (5*+it, x) mit einbeziehen.
Mit anderen Worten: Die Menge A; in Lemma [3.4] wird immer leer sein.

e Fiir ord x; < 4 gilt, dass die Ordnung von x? und X3 auch jeweils < 4 ist.

e Wir verwenden die Abkiirzung

Ko(s,x) = L 'K (s,x) —¢.

Zunéchst haben wir mit Lemma [3.1] fiir ord x1 € {2,3,4}

Ko(B1,x0) <F(=A1)

und

Ko(B1+i(v1 =), x0) SR{F (=M1 +i(p — 1))}

Aus Lemma [3.4] folgt
—F(N = A1) = R{FG(p' — 1))} o
_ w £ —
Ko(Br +i7x1) < RAF(i(p' + pa)) } + =3 falls ord x1 = 2,

—F(N =) = R{FG( — )} + 22 falls ord xy € {3,4),
wobei fiir ord x; = 2 wir Ay UAs = {p’, p1,p1} withlen und im Fall ord x; € {3,4} wir AjUAy =
{p’, p1} wihlen.

Weiterhin folgt mit A3 UAs = {p1,p1} bzw. {p1} fiir den Fall ord x; = 2 bzw. ord x1 € {3,4}
—F(0) — R{F(2iu1)} + @ falls ord x; = 2,
Ko(B1 +im,x1) <
—F(0) + @ falls ord x1 € {3,4}.

Es ist x3 = xo0 bzw. X7 fiir ord x; = 2 bzw. 3. Verwendet man also Lemma fiir den Fall
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ord Y1 = 2 und Lemmamit Ay U Ay = {p1} bzw. @ fiir ord x; = 3 bzw. 4, so folgt

R{F (=M +i(p + 1))} falls ord x; = 2,

Ko(Bi +i(m +7),x3) <4 —RIF2u +p)} + L2 falls ordx; =3,

10 falls ord x; = 4.

Mit A; U A = {p;1} folgt weiterhin

. . 0
KofBr -+ 7)) <~ R{EGGm i) + L ord € (2,3,4),
Auflerdem folgt mit der Wahl A; U As = ) in den Fillen ord x; € {3,4}, dass

R{F (=M1 + 2ipq)} falls ordx; = 2,

Ko(B1 + 2im, x3) <
@ falls ord y; € {3,4}

und mit A; U As = {p1} bzw. A1 U Ay = ) im Fall ord x; = 2 bzw. ord x; = 4, dass
—R{F(i(p1 + ')} + @ falls ord y1 = 2,

Ko(B1 +i(2v1 +7).x3) < R{F(=M\ +i(2u + ')} falls ordx, = 3,

£0) falls ord x; = 4.

Setzen wir die obigen Abschiitzungen in (4.4]) ein und beriicksichtigen wir (3.37)) so folgt fiir
ordy; =2

0 < (k*+ %)(F(—)\l) — F(\' = \1)) = 2kF(0) + @(k@ +2k+1)+e
+ 232&3% {kF(—)\l +it) — (k? + i)F(zt)} + ilelﬂgﬂ? {;F(—)\l +it) — 2kF(z't)} .

Fiir ord x; = 3 bekommen wir
0 < (k*+ %)(F(f)\l) — F(N = X)) — 2kF(0) @(1& + 3k + g) +e
+supR {kF(—)\l +it) — (K* + 2)F(zt)} +supR {éllF(_)\l +it) — k‘F(zt)}

teR teR

und fiir ord y; = 4 schlief$lich

0< (K + %)(F(—Al) — F(N = \y)) — 2kF(0) + @(lﬁ T3k + g) Te
+ ig}g% {kF(—Al +it) — (k2 + i)F(it)} :

Aus diesen drei Ungleichungen folgt nach Beriicksichtigung von (3.38]) die Aussage des Lemmas.
O
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4.1.3 Herleitung von konkreten Abschitzungen

Aus der Ungleichung (4.5) bzw. (4.14) gilt es nun Abschitzungen fiir Fall 1 bzw. Fall 2 zu
folgern.

Bemerkungen zu Fall 1 (ord x; > 5)

Wir besprechen die dazugehorige Vorgehensweise exemplarisch an einem Beispiel. Angenommen,
wir sind in Fall 1 und
)\1 S [034, 036] = [)\11, )\12].

Nehme nun an, dass A’ < 2.06 (die Konstante 2.06 ist im Nachhinein bestmoglich). Ziel ist es
einen Widerspruch herzuleiten, womit wir dann unter den gemachten Voraussetzungen \' > 2.06
bewiesen hétten.

Die Tabelle [23, Table 8 (§9)] besagt A’ > 1.309. Die Tabelle [23, Table 10/Lemma 9.4 (§9)]
liefert Ay > 0.903. Also kénnen wir A* = 0.903 < min{)\', A} wiihlen. Sei S das Supremum auf
der rechten Seite von . Mit Lemma bekommen wir die Abschiatzung S < C = 0.017.. .,
wobei wir dafiir die folgenden Parameter wéhlten:

A A
7:1.13—$, k=0.75+712, (4.15)
3
k1 =k, ko = k2 + 7R ks =0, (416)
S1 = )\*, S§11 = S12 = )\*, S9 = )\1, S91 = )\117 S99 = )\12, (417)
Ay =0, Ay = 0.004, A, =0.004, z; = 15. (4.18)

Nun ist die rechte Seite von (4.5) ohne das Supremum monoton wachsend in Ay und X', was
sofort aus der Definition der Laplace-Transformierten F'(z) folgt. Also folgt

Ce< (24 %)(F(—/\*) (2,06 — ) — 26F(As — A + @(zﬁ +3k4 g) O (419)

SchlieBlich berechnen wir die rechte Seite der letzten Ungleichung mit dem Computer und erhal-
ten einen negativen Wert - die Funktion f ist dabei durch das in gewdhlte v festgelegt. Fiir
hinreichend kleines € > 0 ist dies ein Widerspruch. Also haben wir fiir ¢ > ¢o(f, k, ) bewiesen,
dass aus A € [0.34,0.36] die Abschitzung

N > 2.06

folgt.
Vollig analog zu diesem Beispiel beweisen wir Werte fiir die Intervalle

A1 € [A11, A1a] = [0.34,0.36], [0.36,0.38], ..., [0.80,0.82], [0.82,0.827].

Dazu miissen wir jeweils ein \* wahlen. Fiir die Félle, in denen A\; < 0.68 ist, lesen wir ein
A* aus [23, Table 8, 10 (§9))] ab. Dazu bemerken wir, dass in [23] Table 8 (§9)] in der Zeile
mit A\; < 0.66 ein Zahlendreher vorliegt. Die Abschétzung X' > 0.783 miisste dort A’ > 0.738
lauten. Wir benutzen der Einfachheit halber (damit letzteres nicht erst iiberpriift werden muss)
die Abschiitzung A > 0.714 fiir A\; < 0.68. Ist A\; > 0.68, so nehmen wir A\* = A;. Die rechte
Seite von ist auch mit dieser Wahl von A\* monoton wachsend in A\; und X', denn

2
F(=M\)—F\N = \) = ! Ffl@)eM (1 — e ) da.
0

Weiterhin wihlen wir in den Féllen mit A; < 0.68 die Parameter (4.15]) - (4.18)) und fiir A; > 0.68
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wihlen wir (4.15)) und

b=, k=0, B=K 4D,
s1 = A1, 511 = A11, S12 = A12,
A, = 0.004, Ay =0, A, = 0.004, 21 = 15.

Bemerkungen zu Fall 2 (ord x; < 4)

Analog zum obigen Beispiel leiten wir aus der Ungleichung (4.14)) eine Tabelle her fiir Fall 2 und
die Intervalle

A1 € [A11, Ara] = [0.34,0.38],[0.38,0.42], . . ., [1.02, 1.06], [1.06, 1.099).

Aufgrund der besseren erzielten Werte reicht es hier A; in 0.04-Schritten zu staffeln. Wieder gilt,

dass die rechte Seite von ohne die beiden Suprema monoton wachsend in A; und )\ ist.
Diesmal miissen wir zwei Suprema abschétzen, Sy stehe fiir das erste und S, fiir das zweite

Supremum aus (die Numerierung laufe dabei immer von links nach rechts). Wir wéhlen

die Parameter 5) )
12 . 12
15 und k—0.77+TO.

In Lemma [3.9] benutzen wir die folgenden Werte. Dabei hat man fiir k; bei den beiden Suprema
S1 und Sy verschiedene Werte, fiir s; und s;; jedoch die gleichen:

y=121-—

3
ki s, = 2k, kas, =0, k3.5, = 2(k* + 1)’
1
k‘.1752 = 53 kQ,SQ = 07 k3,SQ = 2k7
51 = A1, s11 = A1, s12 = A2,
Al = 0004, AQ = 0, At = 0004, T = 15.

Bevor wir die Ergebnisse in zwei Tabellen aufschreiben, méchten wir noch folgende Erklérun-
gen diesbeziiglich notieren, welche auch in spiteren Tabellen Anwendung finden:

e Die folgenden Tabellen liefern Aussagen der Form A\; < A3 = X > c¢o. Jedoch haben
wir eigentlich nur Aussagen der Form A\; € [A11, A\12] = N > ¢y bewiesen. Da aber die
Abschitzungen fiir kleinere A; besser sind und da weiterhin der Fall A\; < 0.34 nach [23]
Theorem 1 (S.268)] nicht eintritt, ist alles korrekt.

e Wir haben die Abschiitzungen der Suprema S < C' (Fall 1) bzw. S; < C; und Sy < Cy
(Fall 2) der jeweiligen Tabelle beigefiigt. Man beachte dabei, dass wir in der Tabelle die
aufgerundeten Werte der Abschitzungen C bzw. C7 und Cy notieren. Die zweite Zeile in
Tabelle 2 besagt z.B., dass unter den bekannten Voraussetzungen die Aussage

A1 <0.38= )\ >1.96

gilt. Zum Beweis dessen haben wir A* = 0.887 benutzt. Aulerdem haben wir mittels
Lemma [3.9) bewiesen, dass

sup  REF(=N* +it) — (K2 + %)F()\l — M+ it)} < (C<0.0134.
)\16[(;5.%50.38]
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Tabelle 2. M'-Abschitzungen Tabelle 3. \'-Abschitzungen
(x1 oder p; komplex) (x1 oder p; komplex, ord x1 € {2,3,4})

A < N> A* < A < o> O < Oy <

0.36 2.06 0.903 0.0172 0.38 2.53 0.0060 0.0027
0.38 1.96 0.887 0.0134 0.42 2.35 0.0051 0.0024
0.40 1.86 0.871 0.0102 0.46 2.20 0.0043  0.0020
0.42 1.77 | 0.856 0.0074 0.50  2.06 0.0035 0.0017
0.44 1.69 0.842 0.0049 0.54 1.94 0.0028 0.0015
0.46 1.61 0.829 0.0032 0.58 1.84 0.0021  0.0012
0.48 1.53 0.816  0.0028 0.62 1.75 0.0015 0.0010
0.50 1.47 | 0.803 0.0025 0.66 1.67 | 0.0010 0.0008
0.52 1.40 0.791 0.0021 0.70 1.59 0.0006 0.0006
0.54 1.34 0.780 0.0018 0.74 1.52 0.0006  0.0004
0.56 1.28 0.769 0.0015 0.78 1.46 0.0006  0.0003
0.58 1.23 0.759 0.0012 0.82 1.40 0.0006  0.0002
0.60 1.18 0.749 0.0009 0.86 1.35 0.0006  0.0002
0.62 1.13 0.739 0.0008 0.90 1.30 0.0006  0.0002
0.64 1.09 0.730  0.0008 0.94 1.25 0.0006 0.0002
0.66 1.04 0.714 0.0007 0.98 1.21 0.0006  0.0002
0.68 1.00 0.712 0.0007 1.02 1.17 0.0006  0.0002

0.70  0.96 0.0012 1.06 1.13 | 0.0006 0.0002
0.72  0.93 0.0011 1.099 1.099 | 0.0006 0.0002
0.74 091 0.0010
0.76  0.89 0.0009
0.78  0.86 0.0008
0.80  0.84 0.0007
0.82  0.83 0.0006
0.827 0.827 0.0005

Tabelle 3 liefert bessere Werte als Tabelle 2. Damit gilt Tabelle 2 fiir beide Félle und ersetzt
[23, Table 8 (§9)]. Wir werden einen Teil der Werte aus Tabelle 2 spiter in Tabelle 2’ noch ein
wenig verbessern. Weiterhin liefert Tabelle 2 eine geringfiigige Verbesserung von [23] Theorem
2a]. Konkret wird die dortige Konstante ¢ = 0.696 auf ¢ = 0.702 verbessert. Dies folgt aus den
folgenden beiden Punkten:

e Ist x1 oder p; komplex so liefert Tabelle 2, dass X' > 0.827. Weiterhin liefert [23, Lemma
9.4], dass? Ay > 0.702. Also kann wegen [(g) > 1 die Funktion

II ZG.x)
X (mod q)
hochstens die beiden einfachen Nullstellen p; und p71 in

0.702

>1—— t| <1 4.20
o2 1-=05 < (1.20)

2Zwar steht in [23] Lemma 9.4] die Aussage A2 > 0.702. Es wurde aber Ay > 0.702 bewiesen. In der Regel
gilt fiir jegliche Abschitzungen aus [23], in denen als bewiesene Abschitzung A > ¢ présentiert wird, dass in
Wirklichkeit A > ¢ gezeigt wurde. Im Ubrigen folgt aus Stetigkeitsgriinden sowieso, dass wenn mit der obigen
Methode gezeigt wurde, dass A > ¢, dann gilt auch A > ¢ + ¢ fiir ein hinreichend kleines £ > 0.
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haben.

e Sind x; und p; beide reell, so liefern [23] Lemma 8.4, Lemma 8.8] die hinreichenden
Abschétzungen X > 1.294 und Ay > 0.745.

4.2 )o-Abschitzungen

Wie im letzten Abschnitt so gelte auch in diesem, dass mindestens eines der beiden Elemente
X1, p1 komplex sei. Wir benutzen in diesem Abschnitt Verbesserungspotential 5 [23, S.334] in
Verbindung mit Verbesserungspotential 2 [23] S.332].

4.2.1 Ein Lemma fiir \>- und \3-Abschitzungen

Wir beweisen die folgende verfeinerte Version von [23] Lemma 9.2].

Lemma 4.3. Sei x1 oder p1 komplex und f eine Funktion, die Bedingung 1 und 2 erfillt. Ferner
seien j € {2,3} und N\* eine reelle Zahl mit 0 < \* < min{\, Ao}. Wenn p’ nicht existiert, so
setzen wir nur \* < Ay voraus. Schlieflich seien € und k positive Konstanten. Fir ¢ > qo(e, f, k)
gilt dann

1
0< (k*+ 5) (F(=X*) = F(\j = \*)) = 2kF'(A\ — A*) + D +¢, (4.21)

wobei

@(k2+4k+%) falls X%’X? #XOanaij

S+ @(W +4k + 2) falls x3 € {x;j,X;} und ord x1 > 6,

257 + @(W +4k+1) falls x3 € {x;j,X;} und ord x1 =4,

S1+ Sy + %O)(kQ + 4k + g) falls x% € {x;j,X;} und ord x; =5,

D =

Sa + @(l@ +4k +2) falls x3 € {x;j, X5} und ord x1 > 7,

255 + @(k2 +4k +3) falls x3 € {x;j,X;} und ord x1 =6,

251 + L (k2 + Tk + 1) falls ord x; = 2,

25, + L0 (k2 4 Tf 4 11y falls ordx1 =3

6 2 8

und

1
S1 :supﬂ?{F(—)\* +it) — k‘F(/\l — A" +it)} s
ter (4

1
SQ :sup?R{—4F(/\1 - )\* +Zt)} .

teR

Andere als die in der Gleichung fiir D genannten acht Fille gibt es nicht.

Beweis. Fiir den Beweis numerieren wir die Fille nacheinander von eins bis acht durch. Fall 3
ist beispielsweise der Fall

xf e{x;.x;+ und ordyx; =4.
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Die Aussage im Lemma ist wohldefiniert, denn die acht Fille iiberlappen sich nicht. Dazu
erwahnen wir, dass Fall 2 sich nicht mit Fall 5 oder 6 iiberlappt. Waren wir ndmlich gleich-
zeitig in Fall 2 und 5 oder in Fall 2 und 6 so folgte x3 € {x?,%12}, also x1 = X0 oder ord x; < 5,
was beides ausgeschlossen ist. Die , paarweise Disjunktheit“ der restlichen Fille ist noch offen-
sichtlicher.

Weiterhin wurden alle Fille genannt, denn: Angenommen, wir wiirden uns in keinem der acht
obigen Fille befinden. Wegen Fall 1, 7 und 8 bedeutet dies, dass ord x1 > 4 und x? € {x;,%;}
oder x3 € {x;,X;}. Da wir uns aber auch nicht in Fall 2-6 befinden folgt x3 € {x;,X;} und
ord x1 € {4,5}. Wire ord x; = 4, dann folgt

was wegen j # 1 ein Widerspruch zur Definition der x; ist. Wére ord x; = 5, so folgt

X% = Kg € {7]7 Xj}7

dann sind wir aber im Fall 4, Widerspruch und fertig mit der Begriindung.

Wir brauchen noch eine weitere wichtige Bemerkung. Man betrachte dazu beispielsweise den
Fall 2, also sei x? € {Xj,X;}. Dann kénnen wir oBdA annehmen, dass X3 = X;j, da x; und Xj,
als sie definiert wurden, austauschbar waren. Der Grund fiir diese ,,Austauschbarkeit® liegt in
den einfachen Fakten

p € R Nullstelle von L(s, x;) <= p € R Nullstelle von L(s,X7),

R{p} = R{p}
und fiir 7,5 € N gilt
Xi 7 Xis Xi == Xj 7 Xi» Xi-
Die gleiche Uberlegung gilt fiir die Fille 3, 4, 5 und 6. Also betrachten wir jeweils nur den Fall
X3 = x; bzw. x§ = x; anstelle von x? € {x;,X;} bzw. x3 € {x;,X;}-
Wir betrachten nun die Ungleichung in [23] S.306 2.Zeile], welche nach der Standardmethode
aus [23], S.305 letzte Zeile] gefolgert wird. Beachte dabei die Beziehung

R}R{y} = 3 (R{ry) +R{ag)).

Also gilt diese Ungleichung auch, wenn darin 8; durch eine andere komplexe Zahl 8 € C ersetzt
wird. Wie in Verbesserungspotential 5 vorgeschlagen wird, ersetzen wir 3; durch f* = 1 —
Z71)\*, wobei \* wie im Lemma definiert sei. Es folgt die Ungleichung

1 1 . )
0 <(k*+ BB xo0) + (K + BB + 175, x5) + 2k K (6" + i1, xa)
+EK(B" +i(n +75), xaxg) + EBE (8™ +i(=7 + ;) Xax;)
1 . 1 . .
+ ZK(ﬁ +i(271 +75), xixG) + ZK(B (=271 + %), X17x;)
1
+ §K(5* + 2iy1, X7)- (4.22)
Mit identischem Vorgehen wie beim Beweis von Lemma und Lemma folgern wir nun
aus (4.22)) die Ungleichungen des Lemmas fiir die acht verschiedenen Fiille. Dabei muss bei der
Abschétzung eines Terms K (8* + it, x) jeweils kontrolliert werden, ob der Charakter x gleich

X0, X1 oder X7 ist. Dann geht man folgendermaflen vor:

e Ist x = xo, dann benutze Lemma [3.1
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e Ist x = x1, dann benutze Lemma [3.4 Dort muss die Nullstelle p; beriicksichtigt werden.
Ist p1 nicht bereits in der Menge A;, so fiige man sie in die Menge As ein. Beim Fall
ord x1 = 2 muss zusitzlich die Nullstelle p; # p; beriicksichtigt werden. Wegen 8/ < g*
miissen keine weitere Nullstellen beriicksichtigt werden. Insgesamt wird also die Menge As
so gewahlt, dass

| {p1,p1} falls ordx; =2,
ArU Az = { {p1} sonst.

e Ist x = X1, so beriicksichtigt man die Nullstelle p7 (und ggf. auch p;) und geht vollig
analog zum Fall x = x; vor. Es folgt

_ {p1,p1} falls ord x; = 2,
A= { {p1} sonst.

e Sei x # X0, X1, X1- Wieder wird Lemma benutzt. Diesmal gilt fiir alle Nullstellen
p € R von L(s,x) die Ungleichung R{p} < R{p2} < p*. Also ist A; = 0. Ist zusétzlich
X = Xj» so withlen wir Ay = {p,} oder Ay = (). Fiir x # x; wihlen wir immer A = (.

e Fiir die Fille in denen bekannt ist, dass ordxy; < 6, benutzen wir in Lemma den
Wert ¢(x1) = ¢(x3) = . Gilt zusétzlich x; € {x}, xi} so benutzen wir fiir alle in (4.22)
auftauchenden Charaktere x # xo den Wert ¢(x) = i. In den {iibrigen Fillen verwenden

wir 6(x) < 3.

Wir schétzen nun die einzelnen ,, K-Terme“ ab. Mit der Bezeichnung

KO(S7X) = jilK(saX) —€

gilt
Ko(B*, x0) < F(—\*) fiir Fall 1-8,
. —FO; =2+ L9 fir Fall 1,2, 5,7, 8
K, * 4 X)) < J s 4y Iy 14 O,
o8 +73,x) < { CF(N - )+ @ fiir Fall 3, 4, 6
und
—F(M — ) + L@ fiir Fall 1, 2, 5,
Ko(B* +im,x1) £ —F(A =A%) + L2 fiir Fall 3, 4, 6, 8,
—F(A = X)) = R{FO = X+ 2ip)} + L9 fiir Fall 7.

Bei den restlichen Termen aus (4.22)) gilt es zu untersuchen, wann der Charakter x gleich xq,
x1 oder X7 ist. Unter Beriicksichtigung der obigen Zusatzbemerkung, also fiir I € {2,3} oBdA
X' = x; im Falle von x! € {x;,X;}, folgt

X3xj # X0, x1, X1 fiir Fall 1,

X} # Xo: X1, X1 fiir Fall 2,

X1 = Xo fiir Fall 3,

o0 _ ) Xi=xw fiir Fall 4,
XXG=0 8 # xooxs X fiir Fall 5,
Xi=x1 fiir Fall 6,

Xj # X0s X1, X1 fir Fall 7,

HXJ 7é XOaXlaK fiir Fall 87
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und

E2Xj 7é X05 X15 X1 fiir Fall 15
X0 fiir Fall 2,
X0 fiir Fall 3,
-2 _ ) Xo fiir Fall 4,
XUXT= fiir Fall 5,
X1 fur Fall 6,
Xj # X0, X1, X1 fiir Fall 7,
X1X; # X0, X1, x1  fiir Fall 8.
Also folgt
10 fiir Fall 1, 2, 5, 7, 8,
Ko(B*+i(2v1+75), Xix5) < 8 R{F(—=X +i(2u1 + 15))} fiir Fall 3,
“R{IFOG = M +iBun + )} + L2 fir Fall 4, 6
und
0 fir Fall 1, 7, 8,
R{F (=2 +i(—2p1 + p5))} fiir Fall 2, 3, 4,

Ka(B* +i(—2 N w2y ) <
o(B +i(=271 +75), X1 x;) < —R{F (A — N +i(=3p1 + py))

+ 49 iy Fall 5,
—§R{F(/\1 — X +i(—3p1 + /.tj)) +

IO fiir Fall 6.
Analog schlie3t man

fiir Fall 1, 2, 5, 7, 8,

6
Ko(B* +i(n1 + %) x1x3) £ 4 —R{IFOG = M +i2p1 + 1))} + L2 fiir Fall 3,
10 fiir Fall 4, 6,
10 fiir Fall 1, 5, 7, 8,

6
—R{F(\ — A +i(=2u1 + ;) + L9 fiir Fall 2,

Ko(B* +i(—y1 +7), X1x5) <
o7 M H U)X R e - A i(—2un 4 )} + L2 e Fall 3, 4,

0 fir Fall 6
und

1) fiir Fall 1, 2, 5,

@ fir Fall 3, 4, 6,

K * 2 2 < 8
o(B* + 2iv1,x7) < R{F(=A* + 2ipy)} fiir Fall 7,

“R{FOG = M +3ip)} + L2 fiir Fall 8.

Trégt man fiir einen der acht Félle die obigen acht Ungleichungen zusammen, passt das € an
und beachtet ggf. noch (3.37)), so folgt die entsprechende Ungleichung des Lemmas. Es folgt das
Lemma. O

4.2.2 Abschitzungen fiir die Fille 1, 2, 3, 4, 6 und 8

Mit Hilfe von Lemma beweisen wir zuerst Abschitzungen fiir Ap. Setze dazu j = 2 und
A* = Xy. Wir nehmen dabei an, dass Ay < X. Wire Ay > ), so hiitten wir vermoge der N-
Abschitzungen aus Tabelle 2 und 3 bereits sehr gute Abschidtzungen. Man konnte jetzt die
acht verschiedenen Ungleichungen aus dem Lemma hernehmen und fiir jeden Fall eine Tabelle
aufstellen, analog zu Tabelle 2 und 3. Das Minimum iiber die jeweiligen Eintrdge der acht
Tabellen wire dann unsere allgemein giiltige Abschéiitzung fiir Ao. Wir sparen uns jedoch etwas
Arbeit, indem wir die Fille 1, 2, 3, 4, 6 und 8 zusammen behandeln auf Kosten von geringfiigig
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schlechteren Werten. Die Félle 5 und 7 behandeln wir separat. Wir beginnen mit

Fall 1

Fiir diesen Fall gilt gem# Lemma [4.3] die Ungleichung
0 < (k2 1 f0) o 3
< (b + 5) (F(=X2) — F(0)) — 2kF (A — X2) + T(k + 4k + 5) +e. (4.23)
Die rechte Seite von (4.23]) ist monoton wachsend in A;. Eine Monotonie in Ay lisst sich aber
nicht so leicht ablesen. Aus diesem Grund muss das Vorgehen im Vergleich zum Abschnitt mit

den X-Abschitzungen ein wenig veriindert werden (vergleiche [23] S.307 oben]). Sei ein § > 0
gegeben. Wir nehmen mal an, dass

1
M < A2, A2 € Moy, Aoae + 6], 2k — (K + 5) >0

fiir gewisse konkrete Werte A2, Az q1¢ und k. Die Voraussetzung an das k ist erfiillt, wenn
ke [1- Vi 1+ Vi, (4.24)

Es folgt aus (4.23)), dass
1

—e <(K + ) (F(=X2) = F(\2 = A2) = F(0))
—(2k — (K* + %))F(/\m —X2) + @(l-{" + 4k + g)
<8 + 3) (F(-Daan = 8) = F(\iz = da.ae — ) = F(0))
—(2k — (K* + %))F(A12 — Agait) + @(1@2 + 4k + ;).

Den Term F'(A;2 — A2) haben wir dabei abgespalten, da dies fiir die Rechnungen vorteilhafter
ist. Jetzt machen wir weiter wie immer: Bekommen wir fiir konkrete Werte von v, k, A12, A2 qit
und J auf der rechten Seite der letzten Ungleichung etwas Negatives, so ist dies fiir hinreichend
kleines € > 0 ein Widerspruch. Wissen wir zusitzlich, z.B. mittels [23] Table 10 (§9)], dass
A2 > A2 q1t, so haben wir bewiesen, dass

A< A2 = Ao > Ag i + 0.
Das gleiche machen wir fiir alle Intervalle
A2 € [A2,a1t + 50, Agare + (J + 1)0] (G e{l,2,...,[(A2neu — A2,a1)/0]})-
Erhalten wir jedes Mal etwas Negatives, so haben wir insgesamt bewiesen, dass
A < A2 = Ao > Ao pew-
Die soeben beschriebene Prozedur fithren wir fiir die Intervalle
A1 € [A11, A12]) = [0.34,0.36],[0.36,0.38], . .., [0.68,0.70]
durch. Wir wihlen

2
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Dieses k erfiillt immer . Die Werte fiir v und k£ wurden mit Blick auf die zu involvierenden
Félle 2, 3, 4, 6 und 8 gewihlt. Als A2 ;¢ nehmen wir die Abschiitzungen aus [23, Table 10/Lemma
9.4]. Der zweite Eintrag in ,, Table 10“ besagt beispielsweise, dass fiir Ay < 0.36 gilt, dass Ay >
0.903. Also benutzen wir fiir den Fall A; € [0.34,0.36] den Wert Az 4; = 0.903.

Damit beweist man fiir Fall 1 die entsprechenden Abschétzungen fiir Ao, die in der nach-
folgenden Tabelle 4 notiert sind. Diese gelten zuerst nur fiir den Fall, dass Ay < )/, was eine
Voraussetzung weiter oben war. Wenn jedoch letzteres nicht der Fall ist, so hat man vermoge
Tabelle 2 mindestens genauso gute Abschétzungen. Damit gelten die Werte der Tabelle 4 immer
im Fall 1. Bevor wir nun die Tabelle notieren, besprechen wir noch ein paar andere Fille.

Involvierung der Fille 2, 3, 4, 6 und 8 in die Tabelle fiir Fall 1

Fiir Fall 2 gehen wir vollig analog zu Fall 1 vor und wéhlen auch die gleichen Werte fiir ~, k
und § (siehe ([£.25)). Diesmal brauchen wir aber zusétzlich eine Abschéitzung fiir das Supremum
S1. Wir setzen dafiir voraus, dass A1 € [A11, A12]. AuBerdem nehmen wir mal an, dass [23] Table
10] die Abschitzung Ao > A3 4 liefert und dass wir fiir Fall 1 die Abschitzung Ao > A2 ey
bewiesen haben. Wir méchten nun die gleiche Abschitzung auch fiir Fall 2 beweisen.

Fiir die Abschéitzung des Supremums S; mittels Lemma [3.9) wihlen wir die folgenden Para-
meter (beachte, dass v und & bereits gewéhlt wurden):

1

k1,5, = vk kas, =k, ks.s, =0, (4.26)
51 = Ag, S11 = )\Z,alta S12 = )\2,neua

S2 = A1, S21 = A1, S22 = A12,

A =0.015, Ay = 0.007, A; = 0.015, 1 =1.

Wir erhalten eine Abschétzung S; < C7 und koénnen damit (hoffentlich bzw. wenn wir alle
Werte vorher richtig gew#hlt haben) im gleichen Stil wie fiir Fall 1 beweisen, dass im Fall 2 gilt:
A2 > A2,neu-

Wir kénnen die Fille 3, 4, 6 und 8 gleichzeitig mit diesem Fall 2 behandeln. Dafiir brauchen
wir eine Abschétzung des Supremums S>. Wir benutzen fiir v, k, s;5, A;, Ay und 21 die gleichen
Werte wie bei der Abschétzung fiir S; und ersetzen lediglich die Zeile durch

1
kl,SQ = 03 kQ,SQ = 17 k3,Sg =0.
Damit erhalten wir eine Abschitzung Sy < Cs.
‘Wenn

D(Fall 3) := 2C, + @(kz +4k+1) <Oy + @(kz + 4k + Z) =: D(Fall 2),

dann folgt aus der Ungleichung, die gem#fi Lemma [4.3] fiir Fall 3 gilt, diejenige Ungleichung, die
wir verwendet haben, um As-Abschétzungen fiir Fall 2 zu beweisen. Alles, was auf Basis dieser
letzten Ungleichung bewiesen wurde, gilt dann also auch fiir Fall 3. Analog muss fiir die Félle
j =4, 6 und 8 lediglich kontrolliert werden, ob

D(Fall j) < D(Fall 2) (4.27)

ist. Letzteres wurde gemacht und trifft in der Tat zu (die zu beweisenden A2-Abschiitzungen
wurden extra so gewiihlt, damit dies alles durchgeht). Insgesamt folgt
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Tabelle 4. \3-Abschitzungen
(x1 oder p; komplex, Fall 1, 2, 3, 4, 6, 8)

A1 < )\2 > A2,neu — )\2,alt = Cl < 02 <

0.36 1.69 0.903  0.0223 0.0152
0.38 1.69 0.887 0.0263 0.0181
0.40 1.69 0.871 0.0310 0.0214
0.42 1.69 0.856  0.0362 0.0252
0.44 1.67 0.842  0.0408 0.0287
0.46 1.59 0.829  0.0414 0.0297
0.48 1.52 0.816 0.0420 0.0307
0.50 1.45 0.803 0.0420 0.0315
0.52 1.39 0.791 0.0423 0.0324
0.54 1.31 0.780  0.0401 0.0317
0.56 1.23 0.769  0.0373 0.0305
0.58 1.13 0.759 0.0320 0.0274
0.60 1.04 0.749 0.0271  0.0245
0.62 0.96 0.739  0.0226 0.0216
0.64 0.88 0.730  0.0176 0.0182
0.66 0.82 0.721 0.0144 0.0156
0.68 0.76 0.712  0.0139 0.0126

Beachte: Wir werden gleich zeigen, dass der Fall A\; < 0.44 nicht auftritt. Die Werte ,,1.69¢
wurden extra so gewéhlt - das ist kein Druckfehler.

4.2.3 Abschitzungen fiir die Fialle 5 und 7

Die Félle 5 und 7 werden vollig analog zu Fall 2 behandelt, wobei lediglich etwas andere Para-
meter und andere zu beweisende Ao-Abschétzungen gewéhlt werden. In Fall 5 wihlen wir

A
v =0.76 + % k= 0.84, § = 0.0001,
1
kl,SQ = 07 kQ,SQ = 17 kS,Sz = Oa
51 = Mg, 511 = A2,alt, 512 = A2 neus
S2 = A1, S21 = A1, S22 = A12,
A, = 0.010, Ay = 0.007, A, = 0.010, o =T

In Fall 7 ist x;1 reell und p; komplex. Wir gehen genauso vor wie in Fall 2, beginnen wegen
[23, Lemma 9.5] unsere Werte bei Ay > 0.50, und wihlen

A
v =0.61+ % k=081, § = 0.0001,
1
kl,S1 = Za k2751 = k) k3,Sl = 07
51 = Ag, 511 = A2 qlt, 512 = A2 neus
S = Ay, 521 = A11, S22 = A12,
Al = AQ = At = 00157 xr1 = 7.

Man beachte, dass wir im Fall A\; € [A11, A12] mit A1; > 0.70 aus [23] Table 10] keine Werte fiir
A2,q1¢ ablesen konnen. In diesem Fall nehmen wir Ag q1p = A11, was wegen A1 < Ay erlaubt ist.
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Es folgt

Tabelle 5. A2-Abschitzungen
(x1 oder p1 komplex, Fall 5)

Tabelle 6. A\2-Abschédtzungen
(x1 reell und p; komplex, Fall 7)

Insgesamt erhalten wir die folgenden Abschéitzungen fiir Ao. Wihle dazu das Minimum der
Eintrage von Tabelle 4, 5 und 6. Dies ist letztendlich immer der Eintrag aus Tabelle 5. Zum

Vergleich schreiben wir die alten Werte aus [23], Table 10] dazu.

Tabelle 7. A3-Abschitzungen
(x1 oder p; komplex, alle Fille)

(neue Werte) | (alte Werte)
A < Ay > Ay >
0.36 1.69 0.903
0.38 1.69 0.887
0.40 1.69 0.871
0.42 1.69 0.856
0.44 1.67 0.842
0.46 1.56 0.829
0.48 1.45 0.816
0.50 1.36 0.803
0.52 1.27 0.791
0.54 1.19 0.780
0.56 1.11 0.769
0.58 1.04 0.759
0.60 0.97 0.749
0.62 0.91 0.739
0.64 0.85 0.730
0.66 0.79 0.721
0.68 0.74 0.712
0.70 - 0.704
0.702 - 0.702

53

AM< X >Xnew= | Aoar= (C2< AM< Xe>Xnew=| Aoar= 1<
0.36 1.69 0.903 0.0664 0.54 1.43 0.780 0.0301
0.38 1.69 0.887 0.0702 0.58 1.36 0.759 0.0276
0.40 1.69 0.871 0.0742 0.62 1.28 0.739 0.0242
0.42 1.69 0.856 0.0783 0.66 1.20 0.721 0.0206
0.44 1.67 0.842 0.0799 0.70 1.11 0.704 0.0167
0.46 1.56 0.829 0.0700 0.74 1.02 0.70 0.0128
0.48 1.45 0.816 0.0606 0.78 0.93 0.74 0.0090
0.50 1.36 0.803 0.0535 0.82 0.82 0.78 0.0070
0.52 1.27 0.791 0.0465

0.54 1.19 0.780 0.0406

0.56 1.11 0.769 0.0348

0.58 1.04 0.759 0.0299

0.60 0.97 0.749 0.0249

0.62 0.91 0.739 0.0208

0.64 0.85 0.730 0.0167

0.66 0.79 0.721 0.0126

0.68 0.74 0.712 0.0092




Man bemerkt, dass die Giite der Verbesserung abnimmt, je mehr sich A\; dem Wert 0.70
néhert. Dies stimmt mit der Beobachtung iiberein, dass dann die verwendete Ungleichung
praktisch in diejenige aus [23, Lemma 9.2] iibergeht. Und aus letzterer wurden die alten Werte
aus [23, Table 9] gefolgert.

4.3 A3-Abschitzungen

4.3.1 Fiir \; <0.62 und x; oder p; komplex

Sei x1 oder p; komplex. Dieser Abschnitt verbessert Teile von [23] Table 9]. Mit Hilfe von
Lemma [£.3]und j = 3 leiten wir untere Abschétzungen fiir A3 her. Wir behandeln die acht Fille
in diesem Lemma separat und setzen dafiir erstmal exemplarisch voraus, dass

A1 € [0.54,0.56).

Sind wir in Fall 1 dann ist X%, x3 # X0, X3, X3 und wir withlen fiir \* das Minimum der \’- und
Ag-Abschétzungen aus Tabelle 2 und 7, also A* = min{1.28,1.11} = 1.11. Mittels erhélt
man nun Abschéitzungen fiir A\3. Dieses Mal brauchen wir nicht mit einem § > 0 zu arbeiten,
da die rechte Seite von (4.21)) ohne das D bereits monoton in A; und Ag ist. Wir wéhlen die
Parameter v und k aus und erhalten

Az > 1.160.

Fiir Fall 2 wihlen wir die gleichen Parameter. Weiterhin benutzen wir die Abschétzungen von
S1 und Sy, welche fiir Tabelle 4 berechnet wurden. Diese Abschitzungen wurden dort sogar fiir
einen grofleren \*-Bereich bewiesen, als wir es jetzt nétig haben (jetzt ist A* eine feste Konstante
¢, wihrend bei den genannten Berechnungen \* = A5 in einem speziellen Intervall liegen durfte,
welches die Konstante ¢ enthélt). Wir erhalten

Az > 1.167.

Letztere Abschéitzung ist auch in den Fillen 3 und 4 giiltig geméfl den Argumenten und Rech-
nungen, die wir im Rahmen von Tabelle 4 durchgefiihrt haben.

Sind wir in Fall 5 oder 6, dann ist X3 € {x3, X3} und es folgt x3 ¢ {x2,Xz}. Also sind wir in
der Situation von Tabelle 4 oder 6 und erhalten

A3 > Ay > min{1.36,1.23} = 1.23.

Offensichtlich gilt diese letzte Abschiatzung auch in Fall 7 oder 8 geméf Tabelle 4 und 6.

Insgesamt haben wir
A3 > min{1.160,1.167,1.23} = 1.160.

Das gleiche fithren wir fiir die restlichen A;-Intervalle durch. Fiir Ay < 0.52 nehmen wir dabei
an, dass A; € [0.50,0.52], denn im Fall \; < 0.50 liefert Tabelle 7, dass A3 > Ay > 1.36 > 1.320.
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Tabelle 8. \3-Abschitzungen
(x1 oder p; komplex)

(alle Fille) | (Fall 1) (Fall 2-4) (Fall 5-8)

A < Az > Az > Ag > Az > A*

0.52 1.320 1.352 1.320 1.39 1.27
0.54 1.243 1.253 1.243 1.31 1.19
0.56 1.160 1.160 1.167 1.23 1.11
0.58 1.079 1.079 1.103 1.13 1.04
0.60 1.001 1.001 1.038 1.04 0.97
0.62 0.933 0.933 0.979 0.96 0.91

4.3.2 Fiir \; > 0.62 oder x; und p; beide reell

In [23] Lemma 10.3] wird die Abschitzung Az > g — ¢ fiir ¢ > qo(g) bewiesen. Durch analoges
Vorgehen beweisen wir

Lemma 4.4. FEs gibt eine Konstante qy, so dass fir g > qo in den Fdllen x1 komplex bzw. x1
und p1 beide reell die folgenden zwei Tabellen gelten.

Tabelle 9. \3-Abschitzungen Tabelle 10. A\3-Abschitzungen
(x1 komplex) (x1 und pq reell)
AL € Zusatzbedingung A3 > A E Az >
[0.62,0.64] - 0.902 [0.44,0.60] 1.176
[0.64,0.66] - 0.898 [0.60,0.70] 1.055
[0.66,0.68] - 0.893 [0.70,0.80] 0.952
[0.68,0.70] - 0.888
[0.68,0.70] A2 < 0.745 1.054
[0.70,0.71] - 0.886
[0.70,0.71] Ag < 0.745 1.048
[0.71,0.72] - 0.883
[0.71,0.72) A2 <0.75 1.036
[0.72,0.74] - 0.878
[0.72,0.74] X2 <0.76 1.012
[0.74,0.78] - 0.868
[0.74,0.78] Ap < 0.78 0.996

Die vierte Zeile in Tabelle 9 besagt
A1 € ]0.68,0.70] = A3 > 0.888,
wéihrend die fiinfte Zeile besagt, dass
A1 € [0.68,0.70] und A2 < 0.745 = A3 > 1.054.

Analog fiir den Rest. Den Fall x; reell und p; komplex haben wir nicht behandelt, wenngleich
dies entlang der nachfolgenden Ausfiithrungen moglich gewesen wiire.

Beweis. Der Beweis des Lemmas lduft im Wesentlichen genauso ab wie der Beweis der allgemei-
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nen Abschétzung A\ > g — ¢. Wir setzen

Yp = Z (K(ﬁl + 5 + v, X Xk) + K (B + iy — inXjﬁ))
1<i<k<3

und

Y3 = K(B1 + 171 +iy2 + i3, xax2X3) + K(B1 + 971 + iy2 — 993, X1 X2X3)
+ K (B +iy1 — iv2 + i3, xaXax3) + K(B1 + iy — iv2 — 973, X1X2X3)-

Beuweis fiir x1 komplex:

Fall 1: Es sei keiner der Charaktere in X3 gleich xg. Dies gilt genau dann wenn

X3, X3 7 X1X25 X1X2-

Mit den beiden Lemmata [3.1| und [3.4] folgen die Ungleichungen [23| (10.4)], [23, (10.5)] und aus
[23} (10.2)] dann [23] (10.6)]. Wir notieren letztere Ungleichung hier:

0< F(=M) = F(As — A1) — F(Ay — A1) — F(0) + gf(o) fe. (4.28)

Fall 2: Angenommen, wir sind nicht in Fall 1. Wir méchten beweisen, dass (4.28)) auch dann
gilt, vorausgesetzt A\ € [0.44,0.85]. Also miissen wir untersuchen, wie sich die Ungleichung
verdndert, wenn einer (oder mehrere) der Charaktere in 33 doch gleich xq ist.

Der Fall x5 € {x1x2,x1Xz} folgt nach Umbenennung aus dem Fall X3 € {x1x2, x1X2} -
vergleiche dafiir die Bemerkung im Beweis von Lemma Der Fall Y3 = x1X2 folgt wiederum
nach Umbenennung aus dem Fall 3 = x1 X2, womit wir nur noch diesen letzten Fall betrachten
miissen. Sei also x1x2x3 = Xo. Wir unterscheiden die drei Fille (x2 und x3 komplex), (x2
komplex und x3 reell), (x2 reell und x3 komplex). Da x; komplex ist, tritt der Fall, dass y2 und
X3 beide reell sind, nicht auf, da sonst xo(n) = x1x2x3(n) komplexe Werte annehmen wiirde.

Fall 2.1: Seien xo und xs komplex. Es ist

X1X2X3 = X1X2X3X3~ = X3 -

Nach Voraussetzung ist X3°> # Xo. Analog sind x1X2x3 = X2> und X1X2X3 = X7 ungleich .
Also muss man nur den Term K (531 +i(v1 +72 +73), X1x2X3) mit Lemma 3.1 behandeln anstelle
von Lemma [3.4] Dann bekommt man anstatt von [23, (10.5)] die Ungleichung

S5 < LRIF(-D+im)} + S (006 +22,

wobei p = pu1 + po + ps-

Wegen yaxs = X1 konnen wir beim Term K (81 + i(v2 + 73), x2Xx3) in 2o die Nullstelle py
verwenden. Anstelle von [23] (10.4)] haben wir dann

By < ~LR(Fp) + 57002 +<2.

Insgesamt erhalten wir fiir diesen Fall aus [23] (10.2)] wieder (4.28), aber mit dem zusétzlichen
Term

R {iF(—Al in) - §F<w>} - i f©)
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auf der rechten Seite. Damit gilt (4.28)), vorausgesetzt wir haben

SupRUE (= Ay + i) = 2F (it)} < % £(0). (4.29)

Fall 2.2 und 2.3: Sei x; reell (j € {2,3}) und der entsprechend andere Charakter komplex.
Dann erhalten wir mit p; = p — 2p;

By < 2 (RUF(-X -+ i)} 4 RIFCM )} ) + 21000 +22.
Wenn j = 3 so gilt x2X3 = X2Xx3 = X1, also
S < —f(@?{F(i,u)} + %{F(@)}) + g F(0)0Z + 2. (4.30)

Fiir 7 = 2 haben wir x2X3 = X2X3 = X1, also folgt mit (3.37) wieder (4.30). Fiir die Fille 2.2
und 2.3 bekommen wir damit wieder die Ungleichung (4.28)), diesmal aber mit dem zusétzlichen
Term

R{IFCA 4 i) = 3P b+ R TFCA i) - 3P -

; L 10)

auf der rechten Seite. Es reicht also wieder die Bestdtigung von , damit in diesen
beiden Fillen gilt.

Also beweisen wir und zwar fiir die Funktion f(¢) mit v = 1.25. Wir benutzen Lemma
mit den Parametern

by =1, ky = 0, ks = 2,
51 = )\1, S11 — 0.44, S12 = 085,
A = 0.03, Ay =0, Ay = 0.03, 21 =6
und bekommen 0
sup R{F (=, +it) — 2F(it)} < 0.18 < 0.54... = %.
teR

Wir folgern aus (4.28)) die in Tabelle 9 behaupteten Werte. Fiir f wurde bereits die Funktion
mit v = 1.25 gewiihlt. Die rechte Seite von (4.28]) ist monoton wachsend in A2 und Az. Eine
Monotonie in A; ist jedoch nicht so leicht festzustellen. Wir benutzen, dass

F(=M\)—F(\s— A1)
monoton wachsend in A; ist. Wenn also A; € [A11, A12], A2 < Ago und A3 < Age, so folgt
7
—e < F(—>\12) — F(/\gg — )\12) — F(/\QQ — )\11) — F(O) + Ef(())
Ist A1 € [0.62,0.64], so berechnen wir die rechte Seite der letzten Ungleichung fiir die Paare

()\11, /\12) = (062 —|—j5,062 + (j + 1)5),

wobei § = 0.0001 und j = 0,...,[(0.64 — 0.62)/6]. Dabei nehmen wir Ags = A3 = 0.902. Man
beachte, dass wenn Ao > 0.902 wire wir wegen A3 > Ay sofort fertig wéren. Eine Rechnung
zeigt nun, dass fiir jegliche genannten j wir etwas Negatives bekommen, womit die Aussage des
Lemmas fiir A; € [0.62,0.64] bewiesen wire. Analog und mit gleichem v, § beweisen wir alle
Werte im Fall x; komplex. Die Zusatzbedingung Ay < ¢ baut man dabei auf die offensichtliche
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Weise Aoy = ¢ ein.

Beweis fiir x1 und p1 beide reell:

Ausgangspunkt ist wieder die Ungleichung [23] (10.2)], wobei wir diesmal 81 durch fs ersetzen.
Ziel ist es durch das iibliche Vorgehen eine Ungleichung vom Typ zu folgern. Dazu miissen
alle Terme K (B2 + it, x) in o und X3 mit x € {xo0, x1} gesondert behandelt werden.

Zuerst bemerkt man, dass alle Charaktere, die in Y3 auftauchen, ungleich y; sind. Auch
sieht man schnell, dass alle Charaktere in X5 ungleich yg und alle in Y5 aufler yoxs und x2Xx3
ungleich 7 sind.

Wir kénnen auBlerdem annehmen, dass Ay < 1.294. Dann gilt nach [23] Lemma 8.4], dass
A > Xy. Damit kann man bei der Behandlung eines Terms K (8 + it, x1) mittels Lemma
jeweils A; U Ay = {p1} setzen (da p; reell fillt p; weg). Wir unterscheiden die folgenden Félle:

Fall 1: Seien alle Charaktere in 33 ungleich yg.

Dann sind aber auch x2xs und x2Xx3 ungleich x;. Also sind in 35 und X3 alle Charaktere
# X0, x1- Mit ¢(x1) = § und ¢(x) < % sonst folgt

0< F(=X2) — F(A3 — Aa) — F(0) — F(A1 — Xo) + gf(()) te (4.31)

Fall 2: Nehme an, dass mindestens ein Charakter in X3 gleich yg ist. Nach Umbenennung
konnen wir x1x2x3 = xo annehmen. Es folgt

X1X2X3 = X0, X2X3 = X1, X1X3=X2, X1X3 = X2-

Wir miissen zwei Félle unterscheiden.

Fall 2.1: Seien x» und 3 beide komplex. Dann ist x1Xz2x3 = X2> # Xo und analog x1x2X3 #
Xo- Aulerdem ist x2X3 # x1, da sonst aus x1x2Xx3 = Xxo ein Widerspruch zu xs komplex folgen
wiirde. Weiter benutzt man die Nullstelle po bzw. pz von L(s, x2) bzw. L(s,\z). Zusammen mit
den allgemeinen Bemerkungen fiir Fall 2, sowie der Voraussetzung p; = 0, erhalten wir dann
mit dem folgenden zusétzlichen Term auf der rechten Seite:

up %%{F(—AQ Fit) — F(\ — Ag 4 it) — 2F(it)} - (% - %)f(()) (4.32)

Fall 2.2: Seien x2 und x3 beide reell. Dann sind alle vier Charaktere in X3 gleich yo und
X2X3 = X1- Diesmal verwenden wir fiir die beiden Charaktere x1x3, x1X3, die gleich x» sind, die
Nullstelle po. Auflerdem ist ¢(x) = 1 fiir alle Charaktere x # xo, die in [23, (10.2)] auftauchen.
Man bekommt mit dem folgenden zusétzlichen Term auf der rechten Seite:

sup %{F(f)\g Fit) — F(A — Ao +it) — F(z’t)} (2= 2y f(0). (4.33)

Nun folgt mit (3.38) und der Bedingung 2, die die Funktion f erfiillt, dass (4.32)) und (4.33))
jeweils kleiner oder gleich

‘ ‘ . 5
sup §R{F(—)\2 i) — F(A — Ag +it) — F(zt)} - /0 (4.34)

sind. Wenn wir also zeigen, dass der Term aus (4.34)) fir Ay € [0.44,0.80] und A2 € [0.44,1.176]
kleiner oder gleich 0 ist, dann gilt die Ungleichung (4.31) auch fiir Fall 2. Mit v = 1.04 und den
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Werten

by =1, ko =1, ks =1,

§1 = Aog, s11 = 0.44, s12 = 1.176,

So = A1, So1 = 0.44, S92 = 0.80,

A = 0.03, Ay = 0.03, A, = 0.03, 21 =6
folgt

ig}g%{F(—Ag Fit) — F(A — Ao+ it) — F(it)} <010<0.13... = %f(o).

Damit gilt (4.31) immer im Fall x; und p; beide reell (fiir v = 1.04 wohlgemerkt). Den Rest
beweisen wir jetzt véllig analog wie im Fall x; komplex. Zuerst erhalten wir aus (4.31))

—e < F(_)\QQ) — F()\gg — )\22) — F(O) — F()\lg — )\21) + gf(())

Diesmal miissen wir Ao anstelle von \; staffeln. Fiir den ersten Eintrag in Tabelle 10 nimmt
man die Werte A\1; = 0.44, A2 = 0.60, A\35 = 1.176 und

gz — A
SESH) 6= 0.0001).

[A21, Aog] = [0.44 + 56,0.44 4 (j + 1)4] (j€{0,1,...,[
Fiir alle j erhdlt man dann etwas Negatives auf der rechten Seite der letzten Ungleichung, damit
einen Widerspruch, und damit die Behauptung A3 > A3y = 1.176. Analog fiir die restlichen
Eintrage aus Tabelle 10. O

4.4 \-Abschitzungen, Beweis von Theorem

Generalvoraussetzung dieses Abschnitts ist wieder, dass x; oder p; komplex ist. Unter dieser
Voraussetzung beweist Heath-Brown [23] Lemma 9.5] fiir hinreichend grofes ¢

0.364 falls ord x; > 6,
0.397 falls ord x; = 5,
0.348 falls ord x; =4,
0.389 falls ord x; = 3,
0.518 falls ord x; = 2.

A1

Y

Wir verbessern diese Werte, indem wir einerseits die neuen \'- und As-Abschétzungen benutzen
und andererseits Verbesserungspotential 2 fiir die Falle ord x; < 5.

Beginne mit der Ungleichung [23, (9.16)]

0 <14379K (B, xo) + 24480K (B + iy1, x1) + 14900K (8 + 2ivy1, X3)
+ 6000K (B + 3iv1, x3) + 1250K (B + 4ivy1, x7)- (4.35)
Wir wihlen 8 = 8% = 1 — Z71\* mit einem A\* < min{\z, A’} und benutzen die iibliche
Vorgehensweise mit den beiden Lemmata und Im Fall ord xy; = 2 muss man dabei die
beiden Nullstellen p; und py beriicksichtigen, ansonsten nur die Nullstelle p;. Es folgt
0 < 14379F(—\*) — 24480F (A — \*) + D + ¢, (4.36)

wobei
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46230 £(0) falls ord x; > 6,

46630 £(0) + sup R{ — 1250F (Ay — A\* +it) } falls ord x1 = 5,
teR

45380 £(0) 4 sup R{1250F (—A* + it) — 6000F (A; — A\* + it) } falls ord x; = 4,
teR

40830 £(0) + sup R{6000F (—A* +it) — 16150F (A — A\* +it)}  falls ordx; = 3,
teR

0 (0) + sup R{LI0OF (X" + it) — 30480F (A, — X" + if))
te

+ sup R{1250F (=\* + it) — 6000F (A; — A\* +it) } falls ord y; = 2.
teR

Die verschiedenen Suprema werden wie immer mit Lemma abgeschétzt. Wéhle dazu
ks = 0 und kq, ko passend zum jeweiligen Supremum, sowie

s1= X" =511 = S19, S = Ap, S21 = Ai,ait, 522 = A1, Ann,
A, =0, Ay = 0.005, A, = 0.005, 2 =12,

Dabei ist A1 4 die jeweils alte A\j-Abschitzung aus [23, Lemma 9.5]. Der Wert Ay ap, ist ir-
gendein konkreter Wert, der am Ende leicht oberhalb der bewiesenen A;-Abschétzung liegen
wird.

Wir nehmen nun an, dass A1 < Aq ann und wihlen ein dazugehoriges A*, das wir aus den
Abschiitzungen fiir A’ und A5 in den Tabellen 2 und 7 ablesen. Fiir den Fall ord x; = 2 benutzen
wir dabei die besseren Abschitzungen aus den Tabellen 3 und 6. Wegen der Monotonie von
(4.36) (ohne die Suprema) in A; erhalten wir dann Abschétzungen A\; > Ay e, auf die iibliche
Art und Weise. Auflerdem miissen wir noch den Parameter v festlegen, den wir fiir den jewei-
ligen Fall benutzen mochten. In der folgenden Tabelle fassen wir fiir jeden der fiinf Fille alle
relevanten Daten zusammen. Das wéren einerseits v, A*, A1 41, A1, 4nn und die Abschitzung C
des Supremums (bzw. der beiden Suprema zusammen im Fall ord y; = 2) und andererseits der
bewiesene Wert Aq ey, der nach Annahme < A;_4n, sein muss.

Tabelle 11. A\;-Abschitzungen
(x1 oder p; komplex)

OI'Xm A1 > )\1,neu = )\l,alt >\1,Ann A* vy C<
>6 0.440 0.364 0.44 1.67 1.00 -

= 0.493 0.397 0.50 1.36 0.90 120
=4 0.478 0.348 0.48 1.45 0.82 235
= 0.498 0.389 0.50 1.36 0.82 290
=2 0.628 0.518 0.66 1.20 0.70 58
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Die bewiesenen Werte halten wir im folgenden Lemma fest, welches nun [23, Lemma 9.5]
ersetzt.

Lemma 4.5. Sei x1 oder p; komplex. Dann gibt es eine Konstante qo, so dass fir g > qo gilt

0.440  falls ord x1 > 6,
0.493  falls ord x1 = 5,
A1 > < 0478  falls ord x1 = 4,
0.498  falls ord x1 = 3,
0.628  falls ord x1 = 2.

Bemerkung. Liu und Wang (1998, [31], S.345-346]) benutzen die Ungleichung
0 < (1+cosh)(1+2cosh)?
anstelle von derjenigen Ungleichung, aus der man schlieft, ndmlich
0 < (34 10cos8)%(9 + 10 cos ). (4.37)

Damit beweisen sie fiir den Fall ord x; = 4 den Wert 0.3711 anstelle von 0.348 (Heath-Brown)
bzw. 0.478 (Lemma [4.5)).

Bemerkung. Da ((s) keine Nullstellen auf der Geraden R{s} = 1 besitzt, gibt es ein ¢g, so dass
fiir ¢ > go die Funktion ((s) auch nullstellenfrei in

o>1-0440/2, |t <1

ist. Diese Nullstellenfreiheit iibertrégt sich dann auf L(s, xo). Lemma liefert also Theorem
im Fall x; oder p; komplex. Fiir den Fall x; und p; beide reell folgt das Theorem aus [23]
Lemma 8.4] und [23] Lemma 8.8]. Damit ist Theorem [2.3| bewiesen.

4.5 Noch einmal \-Abschitzungen

Mit Hilfe der Werte in Tabelle 7 kann man in den Berechnungen in ein besseres (grofieres)
A* wéihlen. Wir benutzen diese neuen A\*, welche aus Tabelle 2 und Tabelle 7 resultieren, und
erhalten bei sonst identischem Vorgehen und gleichen Parametern die folgende Verbesserung von
Tabelle 2 und [23] Table 8 (§9)]. Aulerdem benutzen wir auch, dass A; > 0.44 gemifl Lemma
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Tabelle 2’. Verbesserte \-Abschitzungen.
(x1 oder p; komplex)

A< N> | N C<

0.46  1.85 1.56 0.0797
048 1.76 | 1.45 0.0598
0.50  1.67 | 1.36 0.0455
0.52 1.59 | 1.27 0.0332
0.54 151 1.19 0.0235
0.56 144 | 1.11 0.0150
0.58 1.36 | 1.04 0.0084
0.60 1.29 | 0.97 0.0026
0.62 1.22 | 0.91 0.0016
0.64 1.15 | 0.85 0.0010
0.66 1.08 | 0.79 0.0008
0.68 1.02 | 0.74 0.0007

0.70  0.96 -
0.72  0.93 -
0.74 091 -
0.76  0.89 -
0.78  0.86 -
0.80  0.84 -
0.82 0.83 -
0.827 0.827 -
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Kapitel 5

Nullstellendichte

5.1 Abschitzungen von N(\) fiir grofle A

5.1.1 Neue Koeffizienten v,

Wie in §3.2.2| angesprochen benétigen wir fiir die Abschétzung von N () Koeflizienten ¢4 (d €
N), welche die Bedingungen

g = p(d) (1<d<U) (5.1)
Ya=0 (d>V)
g < 1 (deN)

erfiillen und fiir die

> () (54)

U<n<X d|n

moglichst klein ausfiillt. Wir betrachten in diesem Abschnitt die Parameter U, V und X (setze
¢“=U,¢"=V,¢* =X)mit 1 <U <V < X als fest. Die Wahl von Heath-Brown, nimlich
Vg = wg’v (siehe )7 ist bereits recht optimal geméf [2], aber ldsst sich trotzdem noch etwas
verbessern, da die Summation in nicht erst ab n > V beginnt, sondern bereits ab n > U.
Diese kleine Verbesserung ist der Gegenstand dieses Abschnitts. Wir benutzen den Ansatz

M
Yo=Y agitf (deN) (5.5)
=1

mit M €N, ; >0, XM a;=1und Rjj € R, U < Riy < Rp <V (1<i<M,je{l1,2}).
Dabei gilt

w(d) falls 1 <d < Rj1,
R Agr.. (d) — Ag,, (d .
Q/J(?II’RQ — e (1(3 @RLI( ) = (d)ilolg%gz;gf)l) falls R;1 < d < Rjo, (56)
&) Ri1 0 falls R;o < d,

wobel wir fiir R>1und d e N

Ag(d) = p(d) - max{0,log g}
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setzen. Die Wahl (|5.5)) erfiillt offensichtlich die drei Bedingungen (5.1), (5.2) und (5.3). Jetzt
geht es darum zu entscheiden, wie R;;, o; und M gewéhlt werden soll.

Setze
v—u

M i

und
Ry = Uv()7 Ris = R(i+1)1 =U; (l = 1, .. .,M — 1), Ry =Uypys. (58)

Also ist Uy = U und Ups = V. Diese Wahl der R;; ist natiirlich recht speziell. Jedoch erleichtert
sie die nachfolgenden Berechnungen signifikant und ist auflerdem ziemlich optimal fiir unsere
Situation. Es gilt nun die optimalen Werte fiir M und «; (1 < ¢ < M) herzuleiten. Dazu
betrachten wir die folgende Summe fiir N > 1

5= % (S

n<N d|n
Es gilt
(Swa) =S a?(ef ) +2 3 aay (e w ). (59)
d|n i<M d|n 1<i<j<M d|n d|n

Also haben wir
2

S=2 el D (2w 42 D ey | D w IO v )

i<M  n<N \d|n 1<i<j<M n<N din din

=:89 =:5ij

Fiir 1 <i < j < M gilt

Sy =1+ <1og Uij_il>1 <log qul)l 3 (ZAUi(d)ZAUj(d)
J dn

1<n<N d|n

3 A (@)Y Ay () = 3 A (@) Y v, (@) = Y v (@)D Auy (@) (5.10)
d| dn d| dn dn

d|n

Zur weiteren Berechnung verwenden wir das folgende Resultat von Graham [I6, S.84]. Fiir
1 <Ry <Ry <N gilt

> (ZARl (d)) (ZARz (d)) = Nlog Ry + O(N). (5.11)
dn

n<N d|n

Dieses Resultat kann verglichen werden mit der Behandlung analoger Summen fiir allgemeinere
Koeffizienten Ag(d) durch Goldston und Yildirim [I3] Theorem 1.1, Theorem 8.1].

Als Korollar folgt fiir 1 < Ry < Ry [106], S.84]

2 1 falls 1 < N < Ry,

, Nlog(N/R1) N
SoADowit™ | =4 wEtmiry T O<log2g]Rz/R1)) falls ty <V < Rs, (5.12)
n<N \ dn N falls Ry < N.

log(Rz/Rl) + O(logz(Rg/Rl))
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Wegen de u(d) =0 fir n > 1gilt firalle R>1, N>1und 1 <n <N, dass
ZAR(d) - ZAmin{R,N}(d)'
dn d|n

Also diirfen wir in (5.10) die Ay, durch Ayingu,, Ny ersetzen und (5.11) anwenden. Die jeweiligen
Hauptterme heben sich gliicklicherweise gegenseitig auf und es folgt fiir hinreichend grofles ¢

1 falls 1 < N < U,
Sig { O(Z2N) falls U < N, (5.13)
also
S=8+0(Z*N) (U<N), (5.14)

wobei die impliziten Konstanten von M und («;); abhéngen. Geméf (5.12) dominiert dabei Sp
den Restterm O(Z~2N). Also geniigt es letztendlich die folgende Summe S’ zu minimieren,
welche wir mit partieller Summation und (5.12)) behandeln.

2

S = Z 0%2 Z Zq}[}gi—lyUl n!

<M U<n<X \ dn

- -1 o ([T _sowic S N
=1+0(Z7) Y o (/u ERNE ds—l—/ui —— ds> (5.15)

i<M i-1 (us
1 T — U;
= -1 P
=(1+0(% ))%;az <2+ui_ui_1)
_ 1 T — U .
=(1+0(Z! §<+M—>.
(1+0(L™) 3 o 5+ M=o -

Fiir festes M und mit der Nebenbedingung >, a; = 1 wird dies minimiert durch

-1

C(M)—i
ai=> —F— ] (5.16)
o CM) =
wobei 1
T — Ug
M)==-+M—-""
C( ) 2 + Upr — Up

Mit dieser Wahl der «; muss S” beziiglich M minimiert werden. Nun ist es so, dass man spéter
auch beziiglich des Parameters v optimieren kann. Beriicksichtigt man dies, so wird ersichtlich,
dass man letztendlich fiir ein festes M = M, im Wesentlichen iiber eine Menge von Parametern
optimiert, welche die Parametermenge eines M < M enthilt. Insofern sollte man ein moglichst
grofles M wihlen. Computerberechnungen zeigen, dass der Gewinn fiir wachsendes M sehr
schnell fallt. Wir werden spéter M = 10 wahlen.
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5.1.2 Ein Lemma zur Nullstellendichte fiir grofle A\ und Beweis von
Theorem [2.4]

Wir benutzen die in §3.2.2] eingefithrten Bezeichnungen. Heath-Brown beweist fiir 0 < A <
zloglog £, e > 0 und q > qo(¢), dass [23, (11.5)]

67
6A

737 16
(e30 — et

>

oy

N < (1+¢) ). (5.17)

Im Grunde genommen zeigt er noch mehr, namlich fiir A\g = %log logZ,e>0,c1 >0, co >0,
¢ = Max, (mod q) ?(X) und ¢ > qo(e, c1, c2), dass [23, Lemma 11.1]

M) 20 + 2
Z LWt | (5.18)

(4p+6c1+2c2) AR _ (2¢p+4cr)A () — deqe
1<k<N(A) © ¢ 12

Die Ungleichung folgt aus mit ¢ < %, c = 1—10, und ¢y = %. Dafiir muss man
beachten, dass A\/(e®™ — eB*) monoton fallend ist! fiir A > B > 0.

Wir benutzen nun Verbesserungspotential 7 [23] S.336-337], sowie die optimierten Koeffi-
zienten 14 aus dem letzten Abschnitt und erhalten die folgende leichte Verbesserung von [23|
Lemma 11.1].

Lemma 5.1. Seien ¢, c1, ¢z > 0, Ao = gloglog.Z, M € N und a; > 0 (i € {1,..., M}) mit
dicn @i = 1. Wir setzen

2
a::§+301—|—02

und

1 ).
Ui:§+201+% (i €{0,...,M}).

Sei ferner wg : [ug, x] — R eine stetige Funktion, die mit Ausnahme von endlich vielen Punkten
in [ug, x] stetig differenzierbar ist. Auflerdem gelte

1< w(t) <1l und wy(t) <1

mit gewissen absoluten impliziten Konstanten. Dann gibt es ein qo, abhdngig von allen gewdhlten
Parametern, so dass fir q > qq

3 (/I wo(t)2er™t dt)

I<ESN(XAo) U0
M? 4 & 5 [F 5
. ) “min{t —u;_1,u; —u;_1+dt. (5.19
ad E; i UHWO() min{t — w;—1,u; — ui—1}dt. (5.19)

Speziell erhdlt man fir wo(t) =1, ¢1 = %, cy = i, M =10 und die o; aus , dass fiir alle
q>qo und A < Ag

(e30 —e'1s). (5.20)

Setzt man wy(t) =1 und M = 1 so bekommt man [23, Lemma 11.1] zuriick. Zur optimalen
Wahl der Funktion wq gibt es einige Bemerkungen in §7.4]

Die Abschétzung verbessert die Konstante ¢ = %7 = 11.166... aus [23, Theorem 5,
S.268] auf ¢ = 10.98. Man konnte die Konstante ¢ weiterhin verbessern, wenn man - beispielswei-
se - A\ ¢ [0.8,2] voraussetzt. Wihlt man dann wy(t) = % sowie passende Parameter 0, c¢; und

1Das zeigt man wohl am schnellsten mittels (eA* — eB?)/x = f; el® dt.
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co (jeweils andere fiir A < 0.8 und A > 2), dann erhilt man eine Konstante ¢ < 10.3 (auflerdem
miisste man noch ein paar zusétzliche Bemerkungen anfiigen, da urspriinglich das gy auch vom
wo abhéngt, welches in diesem Fall mit A variiert).

Der Beweis des Lemmas lduft praktisch identisch zum Beweis von ab. Einziger Un-
terschied ist, dass an einer Stelle der frei wihlbare Parameter wq(t) eingefiigt wird und andere
Koeflizienten g4 benutzt werden. Die Argumente sind dann entsprechend anzupassen. Im Fol-
genden sei dazu immer g > qg fiir eine hinreichend grofle Konstante qg. Setze w = ¢; — ¢,
W=¢",U=¢q*% (i=0,...,M) und X = ¢*. Wir withlen die Koeflizienten 14 wie sie durch
, , und definiert wurden und die Koeffizienten 6; aus . Ausgangspunkt

ist Lemma wobei das u dort unserem ug hier entspricht und das v dem wps. Wir wihlen

T —1
w, = <w1 / wo(t)262’\(><)tdt) (5.21)
uo

und setzen R{p(x)} = 1 — M(x)-L L. AuBerdem setzen wir w(t) stetig fort auf eine Funktion
in [0,00) durch wo(t) = wo(uo) fiir t < ug und wo(t) = wo(z) fiir ¢t > 2. Lemma [5.1] folgt dann
aus dem Beweis der folgenden drei Ungleichungen.

00
1 1
Z nx iy < wiw2 L (x #X'), (5.22)
n=1
0o
D lanyl? <1+, (5.23)
0o M2
Z ‘bn|2 uM _+ui 5 Z / mm{t — Uj—1,U; — Uifl} dt. (524)
n=1

Heath-Brown erwihnt die Richtigkeit der ersten beiden Ungleichungen sowie der dritten Un-
gleichung fir M = 1 in [23, S.335], gibt jedoch keine Beweise an. Die Ungleichungen folgen
letztendlich auf vollig analoge Weise wie im Fall wg(¢) = 1 und ¢g = 1/13"/, der in [23], §11] be-
handelt wird. Die Ungleichungen und folgen dabei ,,straight-forward“ (wenngleich
ein wenig miihselig) durch partielle Summation und wird mit Hilfe des Cauchyschen
Integralsatzes bewiesen.

Beweis von ([5.22))

Um einen rigorosen Beweis durchzufiihren, gehen wir zuriick zu [23] §2]. Dort benutzt Heath-
Brown Abschéitzungen der Charaktersummen von Burgess, um eine obere Abschétzung fiir

=> x(m)n*

zu beweisen. Wir brauchen hier eine analoge Abschiitzung von

fiir beliebiges T > 1.
Lemma 5.2 (vergleiche Lemma 2.5 aus [23]). Sei x # xo ein Charakter (mod q). Ferner sei
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T >1 oder T = oo und k > 3. Auferdem sei s = o +it € C mit R{s} =1 — 1. Dann gilt

Z AN <<5 1 + |t|)q(1+k’1)/(3k)+s
1<n<T
Beweis. Sofort aus dem Beweis von [23] Lemma 2.5]. O

Wir fithren nun den Beweis der Ungleichung . Dieser lauft analog zum Fall wy(t) = 1,
welcher in [23] S.319, vierte Zeile von unten] ,gefiihrt“ wird. Gefiihrt in Anfiihrungsstrichen,
da fiir den Beweis gesagt wird, dass dieser analog zur Behandlung der Gleichung (11.8) in [23]
geschieht, was auch absolut zutreffend ist. Seien also y # x’ zwei Charaktere aus der betrachteten
Menge mit zugehoériger Nullstelle p bzw. p’. Also sind

p,p €{seCla>1— L, |t| <1}

Betrachte die folgende offensichtlich konvergente Summe:

=3 6d>2x7<n>nl—p-?<e-”/x e (£ logn)

Wir benutzen (3.23]) und vertauschen Summe und Integral, was mit dem Satz der majorisierten
Konvergenz erlaubt ist. Als Majorante kann wegen fa, x(n), wo(t) < 1 und 3 ,,1 < n° die
Funktion C - X - |I'(s)| genommen werden fiir ein C' > 0. Es folgt

S = i e I'(s) (XS - (;ﬁ;)) G(s+p+p —1)ds, (5.25)

2mi 1—ioco
wobei G(s) wie folgt definiert ist:

> (Zd| 0a)*x X' (n)wo(L~*logn)?

Gls) =) — s
= Y Gub i wo(£ " logn)*xx’ (n)

ns
di <W,da<W n=1
dy|n,da|n
_ Oa, 0, x X' ([d1, d2]) i wo (L~ log(j [di, da]))* X' ()

d d s E]
&y Wy <W [y, da] =1 J

(5.26)

Die Umordnung der Summe ist wegen absoluter Konvergenz fiir jedes einzelne s erlaubt. Au-
Berdem wurde ;3 = 0 fiir d > W und die Aquivalenz

di|n und da|n <> [d1, ds]|n

benutzt. Da wq(t) fiir ¢ > z konstant und Y -, xx’(n)n~* holomorph in R{s} > 0 ist folgt,
dass auch G(s) in R{s} > 0 holomorph ist.
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Sei k > 3 fest gew#hlt. Wir verschieben die Integrationslinie in (5.25) auf

Rish =2 1 — Rip} — R{7}.

Die horizontalen Integrale verschwinden, da I'(s) fiir grofien Imaginérteil gleichméBig exponen-
tiell gegen 0 geht, wihrend L(s, x) nur polynomiell gegen oo geht [3, Lemma 2.6.2]. Da

— (Uo/2?)"

die Nullstelle s = 0 hat und I'(s) bei s = 0 einen einfachen Pol, ist der Integrand im betrachteten
Bereich holomorph und wir bekommen mit dem Cauchyschen Integralsatz, dass (5.25) gilt mit
der Integrationslinie (2 — + — R{p} — R{p’}) anstelle von (1). Da weiterhin I'(c +it) < e~ und

Uo +
XSQ%)<%k€
folgt
1
S < UO_’“—FE sup  |G(s)]. (5.27)
R{s}=1-1/k

Die innere Summe in ((5.26]) schétzen wir mit partieller Summation ab zu

iwo “Llog(j [d1,d2]>) xx'(5) <L(5,xY) / o1 —1‘ Z )i

s
J 1<j<y

dy

j=1

< sup Z xx'(5)7 7%
y21ll ey

Mit Lemmaund £ = 7 folgt fir R{s} =1-1/k
Gls) <(L+|thg™+i 3" [di,do] ' FE

d1 <W,d2<W
<(1+ |t|)q3ik+k%W% Z d(n)*n=t,

n<W?2
wobei wir die Bezeichnung d(n) = _,,, 1 verwenden. Benutzt man jetzt [36, S.62]
Z d(n)? < xlog®x
n<z

dann folgt mit partieller Summation

S dn)Pnt < g

n<W?2

Aus (5.27)) folgt also

S« (q2w+%_“°)%qk%

und da ug > 2w + & erhalten wir fiir hinreichend grofies k, dass
S< 27

was zu zeigen war.
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Beweis von ([5.23))

Wir beweisen fiir ¢ > go(¢)

n=1

o0 2 .
3 (300a) Xolmm=2RA0 (/X _ e U0y og)?
]

x
< 1+€/ wo(s)?e?00 ds. (5.28)

w 0

Wenn man das xo(n) in der Summe weglassen wiirde, dann kénnte man entlang den nachfol-
genden Zeilen auch eine Gleichheit bis auf einen vernachléssigbaren Restterm beweisen.

Wir teilen die Summe auf der linken Seite von (5.28]) in die Teilsummen Si, So, Ss, S, S5,
S¢ auf, entsprechend den Intervallen

ne[l,W], W, U.L3], UL3 U, Uy, X], (X,XZ], (XZ,0).
Wir erinnern daran, dass
R{p(x)} >1 - (3Z) 'loglog .

Also gilt fiir y > 0 und n < ¢¥
n2— 2%} log? &.

Ferner werden wir 1 < wo(t) < 1 und w)(t) < 1 verwenden sowie vermoge 6, = 1y die

Abschitzung (5.12)).

Es ist Y, 0a < n°. Zusammen mit
e =1+z+0@% (2] <1)

und wug > 2w folgt

2
S < W1+35% <yt
0

fiir hinreichend kleines e > 0. Fiir n € (W, Up-Z 3] gilt
eVX _ gL Vo o p-1
Also folgt mit partieller Summation

Sy < L Hog™ L Z (Z 04)°n"! < L og" Z.
W<n<Uy dln
Weiterhin gilt
Sy<log®.? > (D ba)nt < L gt 2
Ug L —3<n<Uy d\n

und
Sy < log” & Z (Z 00)°n"t < L og" M 2.

X<n<X<Z dn

Fiir Sg benutzen wir
n1—2%{p00} Z 0, < n-tte
d|n
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und erhalten fiir hinreichend kleines € > 0

Se < (X2)7e Y e X < gl
n>X%

Damit verbleibt die Behandlung der Teilsumme Sy, welche auch den Hauptbeitrag liefert.
Wir kénnen durch partielle Summation alle differenzierbaren Terme aus der Summe rausnehmen
und den Rest mit (5.12]) behandeln. Setze A = A(x):

Z (Z ed)Qwo( 110gn) —1422271

Up<n<X d|n
X

=0 (£ og” Z) - (t = Up) (wo(£ M log )2 (~1 + 2027124227
Uo

1
we
+ 2wo (L og t)wy (£ log t)fflflflﬂxz_l) dt
1+0(Z tloglog.¥)

<O(Z tog"t 2) + %
w.

b'e
/ wo(L ' log t)zt_1+2>\g*1 dt.
Uo

Nach Substitution s = .~ !logt folgt fiir ¢ > qo(c)

1 xT
Sy < “/ wo(s)2e2 ds
w uo

und wir sind fertig.

Beweis von (|5.24))

Wir beweisen fiir ¢ > qo(¢)

i (de) nHe X — e VoY (L ogn)

n=1

M? +¢
uM_uOQZ / “2min{t — wi1,u; —ui1}dt. (5.29)

Fir n < Uy gilt

Cwar =2 ={§ fensy

d|n d|n

Also liefern die Terme fiir n < U einen Beitrag von O(Z?U; ') zur Summe auf der linken Seite
von 1} Weiterhin kénnen wir aufgrund von 1) und l) in der Summe das (3, hg)?

durch )
Z 0%‘2 Z ,(/}CTIJH 1,U;

i<M dln

ersetzen auf Kosten eines Restterms O(Z~!). Es geniigt also die Summe

S=5" a2 S (3wl Uiyn i (/X omnt U0y (# log )~

i<M n>Up d|n
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nach oben abzuschétzen. Wir teilen diese auf in die Untersummen Sy, Sa, S5 entsprechend den
Intervallen
ne€ (Up,X], (X, X2, (XZ, ).

Analog zur Vorgehensweise im letzten Unterabschnitt bekommen wir mit partieller Summation

und (5.12))
Sy < L 1og 2,

sowie durch grobe Abschéitzung
S3 < K7t

Schliefilich benutzt man, dass
e—n/X _e—n.ffz/Uo < 1

und folgert analog zur Herleitung von ([5.15))

a?

Sl S (1 + 8) Z 2)2/ wo(t)72 mln{t — Uj—1,U; — ui_l}dt

Sy (Wi =i

und damit wegen der Definition der u;, siehe , die Behauptung.

5.2 Abschitzungen von N()\) fiir kleine A

Heath-Brown beweist in [23] §12] Abschétzungen fiir N()), die fiir kleine A (ungeféhr A < 1.30)
besser sind als das, was [23 §11] bzw. liefert. In Verbesserungspotential 9 [23], S.336-337]
wird gezeigt, dass im Argument von [23, §12] noch mehr Potential steckt. Wir fiihren die dort
gemachten Bemerkungen etwas weiter und verwenden zusétzlich zwei kleine Variationen im
Beweis von [23], Lemma 12.1]. Dadurch erhalten wir das folgende auf unsere spéteren Bediirfnisse
zugeschnittene Lemma. Fiir By = D; = 0, A;2 = 00, A* = A1 und C = 0 bekommt man [23]
Lemma 12.1] zuriick.

Lemma 5.3 (vergleiche S.336 in [23]). Seien By, D; nicht-negative ganze Zahlen, b, d, A und
A* positive Zahlen, C > 0, A2 € (0,00] und f eine Funktion, die Bedingung 1 und 2 erfillt.
Setze

falls /\12 Z b,

falls Mo < b und x1 reell, (5.30)
falls A2 < b und x1 komplez,

S
>0

=
~—

|
N = O

| 1 falls x1 reell und p; komplez,
E(x1) = { 0 sonst
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und

ag = — D1F(/\ — /\*) + (D1 — Bl)F(d — /\*)
+ (B1 —m(x1))F(b — A*) + m(x1)F(A2 — A*) — E(x1) - C,

o =) I (P - £

6
ag =F(—=\*%) (F(—)\*) — %0) + 2C> — 2ag (F()\ -\ — fg))) ,
az = — a3 — 20 - F(=\*).
Angenommen, die gewdhlten Parameter erfiillen die Voraussetzungen
. o < 0
A<bh<d<A<2, F(A=\")> 5 +E(x1)-C, a3 <0. (5.31)
Gilt zusdtzlich
A <min{\, Ao}, A < A2, O >sup{-R{F(\1 — N\ +it)}} (5.32)
teR

und

dann folgt fiir ¢ > qo

—2&1

N()\) < max {o, {“2 + Va5 — 4“1“?"} } . (5.33)

Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlichen demjenigen von [23] Lemma 12.1]. Sei
N=N\)=#{x|x (mod q), L(s,x) hat eine Nullstelle in 0 > 1—.2"'X, || <I(q)}.

Das l(q) € [1,-%] ist dabei in Lemma definiert worden. Seien nun die Voraussetzungen
des Lemmas erfiillt und X(l)N, ..., x") die verschiedenen in der Definition von N auftauchenden
Charaktere. Wir benutzen N () anstelle von N (), um zu garantieren, dass x; und 7 innerhalb
dieser N Charaktere auftreten. Wihle zu jedem Charakter x/) eine entsprechende Nullstelle
o) aus

o>1-ZL71)\, It| < i(q),

wobei wir fiir x¥) = y; die Nullstelle p; wihlen und, falls x; komplex, fir xU) = ¥7 die
Nullstelle py.

Wegen A1 < Ajo gibt es unter den N Charakteren (mindestens) m(x;) Stiick, fiir die AU <
A1z gilt. Zusitzlich gibt es nach Voraussetzung (max{By,m(x1)} —m(x1)) weitere Charaktere,
fiir die A) < b gilt und (max{Dy, By, m(x1)} — max{B;,m(x1)}) weitere fiir die AU) < d gilt.
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Fiir alle restlichen j benutzen wir /) < X. Sei e > 0. Da b < d < ), folgt aus Monotoniegriinden

z((N — D)F(A =N+ (D1 — B1)E(d— \¥)

f0)

+ (Br = m)F(b = A") +m(x1)F(hz = A7) = N(=

+)- B(q)-C)

< f((N*maX{Dl, Bi,m(x1) ) F(A=A")+(max{ Dy, By, m(x1)} —max{ By, m(x1)}) F(d—X")

+ (max{B1,m(x1)} — m(x1))F(b— \*) + m(x1)F'(A12 = \*) — N(@ +e)— E(x1) - C)
<Y (Z FOAW) —\*) — N(@ +¢e)—E(x1) - C) (5.34)
J<N

Fiir N > 1 und hinreichend kleines € > 0 ist nach Voraussetzung
0
0<N- <F(/\/\*) — (%) +5)) — E(x1)-C.

Also ist auch das erste Glied der Ungleichungskette (5.34)) nicht-negativ.

Dap) € R (j=1,...,N), folgt aus Lemmamit Br=1-2L"1x

‘ , —ZFA\9) XY+ Z - E(x1)-C+2 (19 1 ¢ falls ) = x1,
K(ﬁ*+m(”,x(”)<{ ( ) b ( ¢ ) '

~ZLFA\Y) - )+ 2 (f(o + 5) sonst.
Also gilt
<z (Z FOAW —\*) — N(@ +¢)—E(x1) - 0) (5.35)
J<N

<= KB +iy?,x9)

JSN

(4)
*fZA n P f(L Mogn)R X ST;)
o

Z X (n)
i@ |

JSN

<ZA P f(L Vogn)

Kombiniert man (5.34]) und (5.35) und wendet man die Cauchy Schwarz Ungleichung an so folgt

L2((N = D)F(A = X*) + (D1 = BI)F(d = X*) + (By = m(x1))F(b — ")

0

+m(x1)F (M2 — A°) = N( 5

+e) - Bla)-C) <ETa (5.30
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wobei
1= Alm)xo(n)n ™" f(£ logn) = K (8", x0)
n=1

und

2

M

. D(n
P} A(n)n=" f(£L 'logn) Z X(n)
N

i~y (3)
Y
i< n

3
I
—

XY (n) x®) (n)
nw(j) nfm(k)

An)n="" f(£ " logn)

1 G k<N

M

n

= Y KB +i(y"? = ™), xDx®).
§E<N

IA

Fiir 31 und die N Terme aus ¥ mit j = k gilt nach Lemma (3.1
K(B", x0) < Z(F(=X") +¢). (5.37)

Es verbleibt die Abschitzung der restlichen N2 — N Terme in 3y mit j # k. Wir untersuchen,
wann der Charakter y = xW)x(*) gleich x; oder X7 ist. Wihle dazu ein festes j und betrachte
die N — 1 Charaktere x) x(®) mit k # j. Ist x\9) % x1,%7, dann kann héchstens einer von den
N — 1 Charakteren gleich x; sein und hochstens einer gleich X7, da x*) # ) fiir k #+ k.
Ist ) = x1, dann kann keiner von den N — 1 Charakteren gleich y; sein und héchstens einer
gleich X7. Analog gilt fiir yU) = X7, dass keiner der betrachteten Charaktere gleich X7 ist und

hochstens einer gleich x;. Es folgt, dass es hochstens

N -1 falls x1 reell,
2N —2 falls x; komplex

verschiedene Paare (j, k) mit j # k gibt, so dass x\/) x*) € {x1,¥7}. Fiir die zum Charakter x
gehorige Menge A; aus Lemma [3.4] gilt

(Z) falls X 7é Xlaﬂa
{p1} falls ¥ = x1 und x1 reell, p; reell,
Ay €< {p1,p1+ falls x = x1 und xq reell, p; komplex,
{p1} falls x = x1 und x; komplex,
{p1} falls x = ¥1 und x; komplex.

Insgesamt folgt also unter Beriicksichtigung von (3.38]), dass

> K (B +i(y9) =4, x Wy )

J,k<N
Jj#k
<Z-G-sup{—R{F(\M — X" +it)}} —i—.i”(]\f2 — N)(@ +e), (5.38)
teR
wobei

G = N -1 falls x1 reell und p; reell,
"1 2N -2  sonst.
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Wegen der Beschrankungen an die Parameter sind auch N, f und F beschrinkt. Dabei ist

NN <> Na-227".2,y)

X

beschrankt geméf (6.56)). Ersetzen wir also € durch einen hinreichend kleinen positiven Wert,
dann folgt aus (5:36), (5-37) und (5:33)

0< F(=\) <NF(—/\*) + (N? - N)@ + (2N — 2)0)

— (N = Dy)FO = X*) + (D1 = B)F(d = X*) + (By = m(x1)) F(b = X*)

+m(x1)F (A2 =A%) — N%O) —E(x1) - 0)2 +e. (5.39)

Die rechte Seite von ([5.39) ist gleich
a1 N? + asN + a5 + &.

Wegen a; < 0 folgt unter der Anfangsvoraussetzung N > 1, dass

Va2 =1
N < N < 2t Ve —daas] (5.40)

- —2a

Die Betragsstriche kénnte man weglassen, aber man verliert durch sie auch nichts, da der ent-
sprechende Term in der Anwendung immer positiv ist. Ist auBlerdem die rechte Seite von (|5.40))
echt kleiner als 1, dann ist dies ein Widerspruch, also N = 0. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 folgt
(15.33)). O
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Kapitel 6

Beweis von Theorem 2.1 und 2.2

6.1 Wahl von A und f;

Wir benutzen in diesem Abschnitt vermehrt die Schreibweise cos ab = cos(ab), cosh ab = cosh(ab)
und sinh ab = sinh(ab).

Wir werden Theorem ausgehend von der Ungleichung beweisen. Zur Abschétzung
der Summe in dieser Ungleichung verwenden wir Lemma [3.10] Dazu miissen wir Funktionen
h(t) und Hs(z) wihlen und eine passende Funktion fi(¢) finden. Dieser Abschnitt widmet sich
dieser Aufgabe.

Heath-Brown verwendet h(t) = hy, x(t) (siehe (3.51)), Ha(2) = ((1 — e %#)/2)? und

At = sinh(K —t)A  falls 0 <t < K,
1o falls t > K.

Wir benutzen stattdessen eine endliche Linearkombination h(t) = >, hr, k,(t). Um unsere
Vorgehensweise zu vereinfachen, bzw. teils um sie erst zu ermdglichen, arbeiten wir nicht mit
beliebigen Linearkombinationen sondern betrachten nur solche, deren Laplace-Transformierte
H die Gleichung

2
e 1202 (114 D Befes)(1— e %)) falls 2 £ 0
H(z) = (6.1)

K21+, Bi)? falls 2 = 0,

erfillt fiir gewisse Parameter M € N, 8; > 0und 0 < K; < K;41 (i = 1,...,M — 1). Solch
passende Linearkombinationen existieren auf Grund von (3.54). Im Fall M = 2, und nur diesen
betrachten wir!, erfiillt die Laplace-Transformierte von

h(t) = hp i (t) + Bihp—ak, k() + Biho 2k, K (t)
+261hr -k, k(t) +2B2hr 1, 1 (1) + 281 82hr i, K, k(1) (6.2)

die Gleichung (6.1). Wir setzen voraus, dass
L—2K —2Ks —3>0, (6.3)

um spéter fiir dieses h die Ungleichung (3.57)) anwenden zu kénnen. Zu der Funktion A aus (6.2)
- sei H dessen Laplace-Transformierte - gilt es jetzt passende Funktionen f{ herzuleiten, die die

I1Der Gewinn, der aus einem groferen M resultieren wiirde, ist unserer Analyse zu Folge sehr klein.
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Bedingungen aus Lemma [3.10] erfiillen. Wir setzen dabei
Hy(z) = el b72K—2K2)2 (), (6.4)

Wegen Ky > K geht Hy(z) fiir R{z} > 0 und |z] = oo gleichmiBig gegen 0. Fiir A > 0 und

t e R gilt
—2K>\

|Ha(A+it)] =

N2 “Ho (A, t)

mit

Ho(\t) =9 + 71 cos Kt + Z (’}/Qi cos Kt + 73 (cos(K + K;)t + cos(K — K,)t))
i=1,2

+ y4cos(K; — Ko)t + ’}/5(COS(K + Ky — Ky)t+cos(K — K1 + Kg)t)

und
Yo =70\ = (L+e K1+ Y pre?d), (6.5)
i=1,2
m=n() =204 Y preCrTER), (6.6)
i=1,2
Yoi =y2i(N) = 4B e T E N cosh KA (i € {1,2}), (6.7)
vai =3 () = —2B;e KT FOA (1 € {1,2}), (6.8)
Y4 =74(A) = 41 foeF1HE2=FIX cosh K\, (6.9)
Vs =75(A) = —28) B FrTH2=FON, (6.10)
Sei ein festes A > 0 gegeben. Wir benétigen ein f; = f7, so dass
o—2Ka2A
o B ) =R{F()}  VieR (6.11)

Finden wir ,,Elementarfunktionen® fi, fiir die gilt R{F (it)} = (A2 +?)~! cos Ct, und solche mit
R{F1(it)} = (A2 +t2)~1, so lisst sich durch passende Kombination das Gewiinschte erreichen.
Nun ist beides mit einem vernachlissigbaren Fehler moglich. Erfreulicherweise erweist es sich
jedoch bereits als hinreichend lediglich die folgenden Bausteine zu verwenden (C € R):

—1 ..
crp ) osinh(J]C] =X falls 0 <t < |C],
fr= { 0 falls ¢ > |C]. (6.12)
Diese Funktionen erfiillen Bedingung 1 und es gilt fiir deren Laplace-Transformierte
c (z = NelC — (24 N)e €A £ 2\~ [C12
Fy () = A2~ 9) (6.13)
und Cct hCA
R{FC(it)} = 22 (6.14)

A2 +¢2
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Wihlt man

fit) = e o (0 + S (e + () + )

1=1,2

O @) s (IR @) 4 T )} (6.15)

dann ist aufgrund von (6.14) und der Beziehung

— 70 =71 cosh K\ + Z ('ygi cosh K; )\ + 'ygi(cosh(K + K;)A + cosh(K — KZ-))\>>
i=1,2

+ ya cosh(K1 — Ka)A + 75<cosh(K + Ky — Ko)A + cosh(K — K1 + KQ)A)

die Gleichung ([6.11) erfiillt. Aus (6.13) folgt, dass Fi(z) fiir R{z} > 0 und |z| — oo gleichmifig
gegen 0 geht. SchlieBlich gilt

0 < e 2Ky 1K) = f1.1(0) (6.16)

und wegen der fiir alle z,y € R giiltigen Beziehung

sinh 2 coshyy — %(sinh(x +y) +sinh(z — y)), (6.17)
dass fiir i € {1,2}
0 < e 25N (g fIS(0) i (I (0) + FETR40)) = faaat) (6.18)
und
0< e 2N (g K1) s (FIHFO R 1) 4 IO 0)) ) =1 fra(0). (6.19)

Insgesamt gilt also f1(t) > 0 fiir alle t > 0.

Wir fassen zusammen: Seien beliebige positive Konstanten L, K und nicht-negative Kon-
stanten K7, K5, #1; und fo mit K7 < Ky gegeben. Die Voraussetzung sei erfiillt. Dann
koénnen wir in Lemma die Funktion Hs aus anwenden zusammen mit der Funktion f;

aus ((6.15]).

6.2 FEin vorbereitendes Lemma

Fiir den Beweis von Theorem benutzen wir [23] Lemma 15.1]. Wir verdndern dabei die
Herleitung dieses Lemmas dahingehend, dass wir anstelle von [23], Lemma 11.1] und [23] Lemma
13.3] die Lemmata 5.1 und [3.10]zusammen mit den Ausfithrungen aus §6.1|benutzen. Wir werden
im Folgenden die entsprechenden Anpassungen an den Argumenten erliutern.

Zuerst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Seien L, K > 0 und K;,K>,51,52 > 0 Konstanten
mit K1 < Ky und L — 2K — 2K5 > 3. Wir verwenden h(t), welches mittels (6.2) und -
definiert ist. Die entsprechende Laplace-Transformierte H(z) ist gegeben durch 1-) mit M = 2.
Wir verwenden auch die Funktion Hs(z), welche durch gegeben ist. Weiterhin sei f{\() ge-
geben durch , - und F}\(2) sei die entsprechende Laplace-Transformierte.
Ferner sei 6 eine reelle Konstante und €, A, ¢1, c2 und ¢ positive Konstanten. Sei Cy = Cy(¢)
die fiir die Formulierung der Ungleichung benutzte Konstante, u; (i € {1,...,10}) und x
wie in Lemma (wihle dort M = 10) und g9 = 10~". Schliefllich seien «; (i € {1,...,10}) die
zu M = 10 gehorigen Konstanten aus . Setze
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1
S Pzt ogp),
p=a (mod q)

M=

Ry={o+itcC|1-ZL"'Co <o <1, |t| <L 'Cu},

9¢

wo(t) =e 2 min{t — Ug + €0, U0 — Ug + Eo}%,

w(s) = </uj wo(t)?e! dt> - ;

A
o (Ren+ 22,

=
=
I

falls x1 komplex,
falls 1 reell,

-]
v-|
o]

— N

B

C()\) _ w(}\) (e—(L—2K—2K2)/\w(>\) _ e—(L—2K—2K2)AB(A)) ,

w(A)
/\§1 = Hlil’l(A7 )\31)
A; = min{)\g, /\gl}v

falls p1 € Ry,

Vo min{ A1, A5, }
sonst,

L7l min{\, A5}

A=A 9r
und
s =67 (A — A3

a(x1)Ha (A1) )}

max{O —(L—2K—2K2)\1 _ 67(L72K72K2)>\’)(B(>\1) _
0

2 falls x; reell und p; komplex,

1 sonst,

(fﬁI‘ ein Ag; > 0, welches 31 < A3 erfiillt),

(6.20)

(6.21)

(6.22)

falls p1 € Ry,
sonst,

H(0)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Wenn p’ nicht existiert, so vereinbaren wir X’ = oo und definieren in diesem Zusammenhang
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e~ =0 und C(oc0) = 0. Schliefllich werden wir auch gewisse Abschitzungen
N(A;) < No(A;) (6.29)

benétigen mit konkreten Werten Ny(A;) fiir j =0,...,s.
Wir verwenden die in eingefithrten Charaktere x(*) fiir k € {1,..., N(X\o)} und \g =
%log log.Z. Zu jedem Charakter wihlen wir eine Nullstelle p(*) mit

R{p"M} = max{R{p} | L(p.x") =0, R{p} 21Xz, [3{p}| < 1}.

In Kapitel 4| haben wir Abschétzungen fiir die Nullstellen pj, und p’ in R = R(l(¢q)) bewiesen.
Nun gilt fiir hinreichend grofle ¢

RO{o+iteC|1-2L""N<0o<1,|t| <1} DRy (6.30)

Also haben wir insbesondere auch Abschitzungen fiir die p*) sowie fiir Nullstellen p € Ry.
Die Ausgangslage fiir den Beweis von Theorem ist die Ungleichung (3.57)), also

w;; >1—H(0)! Z Z |H((1 - p)ZL)| —e. (6.31)

X#X0 p EpRo
Ziel ist es die letzte rechte Seite so in Abhingigkeit der A(*) nach unten abzuschitzen, dass
man die in Kapitel ] und [5] bewiesenen Resultate einspeisen und schlieBlich ¥ > 0 folgern
kann. In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, dass im Folgenden die Existenz gewisser
Nullstellen benutzt wird. Wenn diese nicht existieren wiirden, so wird ersichtlich sein, dass noch
bessere Abschéitzungen folgen wiirden. Wenn beispielsweise p; nicht existiert, so liefert ((6.31))
sofort die zuldssige Linniksche Konstante L = 3 + ¢ (wéhle dazu K = ¢/3 und K; = Ky = 0)
bzw. L = 2.4 + ¢, wenn man in der Herleitung von etwas genauer vorgegangen wére.
Zuerst wird in die Summation iiber ,viele“ Nullstellen fiir jeden Charakter reduziert
auf eine Summe iiber jeweils eine Nullstelle, némlich p(®), fiir jeden Charakter. Wir verwenden
dazu das anfangs erwihnte Hs(z), die Beziehung

|H(z)| = e”F2E 2R By (2)),

und Lemma Dies fiihrt zu (vergleiche Herleitung von [23, (15.1)]):

HO)TL Y ST H(1-p)2) < e E2E2ENT B0 _p(x)A(x1) +e, (6.32)

P k
X#Xo0 pERo

wobei die Summation in der rechten Summe iiber alle weiter oben erwiihnten Nullstellen p(*)
lauft. In [23] §15] wird der Fall p; ¢ Ro nicht explizit erwdhnt. Zwar liefert dieser Fall letztend-
lich bessere Ergebnisse. Jedoch erscheint es uns notwendig ihn zu beriicksichtigen, indem wir
dann, wie getan, A(x1) = 0 setzen. Ansonsten koénnte nicht gelten, wenn z.B. keine p(*)
existieren, aber p; schon.

Die Summe auf der rechten Seite von kann in drei Bereiche aufgeteilt werden geméf
A< XE A8 < AR < A und A®) > AL Der erste Bereich wird mit Hilfe der bewiesenen
A2-Abschitzungen behandelt. Der zweite Bereich mit Hilfe der A3-Abschétzungen und Lemma
und der dritte Bereich mittels Lemma Die \-Abschiitzungen werden in den bereits
erwithnten Term A(x1) mit einfliefen.

Wir beginnen mit der Behandlung des dritten Bereichs. Anstelle der in [23] S.329] benutzten

Funktion
(s) -
wis) = —73 16
e30°% — e15°
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verwenden wir w(s) aus (6.21). Die dazu benutzte Funktion wo(t) wird in Verbesserungspotential
7 vorgeschlagen [23, S.337] und ist in einem verwandten Zusammenhang optimal. Durch eine
kleine Zusatziiberlegung kénnte man das gy in der Definition von wq(t) streichen doch dies
sparen wir uns. Fiir ein minimal besseres wy(¢) siehe

Wir benotigen, dass e~ (L=2K=2K2)A B()) /w(\) monoton fallend in X ist. Dies gilt offensicht-
lich, falls
L—2K — 2K, > 2 (6.33)

und B(A) monoton fallend ist. Die Funktion B()) ist wiederum monoton fallend, falls fiir alle
festen t > 0 der Ausdruck e f*(¢) monoton fallend in ) ist. Dafiir geniigt es zu Zeigen, dass
(Bezeichnungen aus (6.16)), (6.18]), (6.19))

6/\tf1A,1(t)a e/\tff\,Qi(t) (i€{1,2}) und ektflkﬁ(t)

fiir festes t > 0 jeweils monoton fallend in A ist. Die dafiir notwendigen Rechnungen werden
leichter, wenn man
K, =K, K;=2K (6.34)

setzt, was wir hiermit tun. Diese Wahl erweist sich spéter ohnehin als ndherungsweise optimal.
Es gilt

PV £ = (€—4K>\ +5%€_2K)\+B%) (1 _6—2(K—t)k>)\—1 falls 0 S t S K,
e f1,1( )=

0 falls K <'t,
0 falls 0 <t < K; — K
eAtf)\ (t) _ ﬁie_Q(QK_t))\(l - 6_2(t_Ki+K)/\)>\_1 falls K,—K<t< Ki,
1,28 Bie—Z(ZK—K,-)/\(l _ e—2(Ki+K—t)>\))\—1 falls K; <t < K; + K,
0 falls K; + K < t,
und
B1fre 2E=ON1 — e~ 2N\~ falls 0 <t < K,
erl)\,3(t) =< B1fa(l — e 2K=A) N1 falls K <t < 2K,
0 falls 2K < t.

Da (1 — e=*)A~! monoton fallend ist, folgt die gewiinschte Monotonie. Mit Lemma (setze
dort M = 10) bekommt man aus (6.32]) wortwértlich analog zur Herleitung von [23, (15.3)]

HO)™' Y Y [H(1-p).2)

X?'éXopef}%O
10
100 5 [© P e~ (L=6EK)AB(A)
< —3 ; t b= U1, U — Ui fdt - ————
S 0d ;al /uil wo(t) ™" min{t — w;_1,u; —ui—1} o)
+ > COW) —n(x1)A(x1) +e (6.35)

A <A

Die Funktion w(A) ist offensichtlich monoton fallend und nicht-negativ. Also gilt in [0, A]
das gleiche auch fiir C'(A) als Produkt zweier nicht-negativer monoton fallender Funktionen.
Weiterhin beachte man, dass das s in (6.28) so gew#hlt ist, dass Asy1 < A5; < Ag. Man erhélt
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gemifl den Ausfithrungen in [23] S.330)

|
-

S

S ) <3 (No(A) = No(Ars1))C(Ari1)

AR <A r

Il
=)

+n(x1)(C(AD) = C(A31)) +2(C(A3) — C(A31)) + No(A)C(Az).-
Am besten zeigt man dies wohl zunéchst fiir den ,,Normalfall“
Ay Ao < A3t <A und  pr,po,ps € {p), ., pVP0Y,

Fiir die verbliebenen Sonderfille iiberlegt man sich dann, dass die Abschétzung weiterhin giiltig
bleibt. Es folgt

Lemma 6.1 (vergleiche Lemma 15.1 in [23]). Wir benutzen die Bezeichnungen, welche von
Beginn dieses Paragraphen bis einschlief$lich eingefihrt wurden.

Seien L, K, ¢1, ca, A, § und € positive Konstanten mit L — 6K > max{3,2z}. Seien ferner
B1, B2 zwei nicht-negative Konstanten und 0 eine reelle Konstante. Dann gibt es ein effektiv
berechenbares qo, welches von den benutzten Konstanten abhdngt, so dass fir ¢ > qo

Y Y HA-p2)

XF#X0 pEF}?
o—(L—6K)A
< clloc(: Z / mm{t — Uj_1,U; — Uj—q } dl - w(A)B(A)
+ Z No(Ar) = No(Ar41))C(Art1) +n(xa)(C(A]) — C(A5) — A(x1))

2(C(A3) = C(A31)) + No(As)C(Az1) + & (6.36)

Um aus der Ungleichung (6.31) das Theorem zu beweisen, miissen wir zeigen, dass fiir
L =5 die rechte Seite von (6.36]) echt kleiner als 1 ist. Betrachte den Fall

A1 € [A11, Ao (6.37)

fiir zwei Konstanten A1, Ajo mit 0 < A\j; < A1 < 0o. Angenommen, wir haben vermoge Kapitel
und/oder [23] explizite Abschitzungen

N >N, A2 >Aar, Az > Asi. (6.38)

Dann setzen wir
)\* = min{)\ln, )\21} (639)

und benutzen die folgenden Parameter, welche sich als ndherungsweise optimal herausstellen:

L=5, K =0.13, 6 =1.15, ¢ = 0.11, co = 0.27, (6.40)
B1 = 0.65, Bo = 0.33, A =1.1140.35)\%, e=10"". (6.41)

Den verbliebenen Parameter § legen wir spéter fest. Definiere

Al = min{A;1, A5, b, Alo = min{A;2, A, }, (6.42)
AT = min{\|, A5 ), A5 = min{Aay, A5, ) (6.43)
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Es gilt C(A\5) < C(A3;). Es verbleibt noch die Abschétzung von n(x1)(C(A}) — A(x1)). Wenn
p1 € Ry und AT = A\q, dann ist

CN) — A(x) < e—(L—GK)A’B()\ll) _ e—(L—GK)AB(A)w( i2)
w(A)
+a(x1) H(0) " Hy(Ayy)(e” (B0 — o= (L=6FOX
Ist A7 = A3;, dann benutzen wir
CAD) — Alxa) < C(A3)-
Ist schliellich At = ), dann folgt
C(A) = Alx1) < C(M\y)-

In allen drei Fillen gilt also

C(A}) — A(x) < max{C( 517), e EOON max [0, B(M1) — a(x1)H (0) " Ha(A1) }

0K p(4) ) ) H(O) Ha e BN | =D,

Man erhilt die folgende konkrete obere Abschétzung der rechten Seite von (6.36)):

100 B , e ETOOAB(A)

— 6162 ; / mln{t i1, Ui — Uj—q } dE w(A)

£ 3 (No(A) = No(Ar1))C(A41) + (No(A) = nxs) — 2C(N5)
r=0

+2C(A\31) +n(x1) - D+107". (6.44)

Wir fassen zusammen wie wir nun vorgehen miissen. Beginne mit einem Fall, gegeben
durch und ggf. ein paar zusitzlichen Voraussetzungen (z.B. x; und p; beide reell). Leite
Abschétzungen vom Typ her mittels Lemma (siehe dazu den nichsten Abschnitt)
und benutze die Abschétzungen vom Typ (6 , welche durch die Tabellen in dieser Arbeit und
[23] gegeben sind. Wihle schlieBlich ein § > 0 sowie die Parameter aus (6.40)), (6.41) und die
Bezeichnungen aus ((6.20])-(6.28]) und (6.42)- (|6.43|). Ist dann das W aus -i klelner alb 1, dann
ist Theorem [2.1] fiir den speziellen Fall, der anfangs angenommen wurde, bewiesen. Im néichsten
Abschnitt erkldren wir wie die Abschitzungen Ny(A,) gewihlt werden. Dabei werden wir eine
weitere Aufteilung in verschiedene Unterfiille einfiihren.

6.3 Abschitzungen von N(A,)

Angenommen, wir befinden uns im Fall (6.37). Zur Berechnung des W aus bendtigen
wir obere Abschétzungen No(A,) > N(A,) fir r =0,...,s. In diesem Abschnitt erldutern wir,
wie fiir diese Aufgabe Lemma verwendet werden soll. Dabei geht es darum den Fall ,
in dem wir uns befinden, in verschiedene Unterfille aufzuteilen und separat fiir jeden dieser
Unterfiille Abschitzungen (No(A;)), herzuleiten.
Zur Anwendung von Lemmal5.3| wihlen wir das A* aus (6.39), das A12 aus (6.37)), die Funktion
f mit
v =1.62—0.55\* (6.45)
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sowie

A— A
b=MX31 + T?)l —0.01,
A=Az

d=MA31+2- —0.01.

Ist A* = Aq1, dann wéhlen wir C' = 0, was wegen der Bedingung 2, die f erfiillt, moglich ist.
Ansonsten berechnen wir eine obere Abschéitzung C' mittels Lemma und den Werten

k1 =0, ko =1, ks =0,
S11 = max{O, AT — )\12}7 S12 = A — A1, 821 = S22 = 0,
Al = 0027 AQ = 07 At = 0027 Tr1 = 5.

Wir erldutern jetzt die weiter oben angekiindigte Aufteilung in verschiedene Unterfélle. Fiir
zwel nicht-negative ganze Zahlen By, Dy und ein A > 0 sei dazu No(A; By, D7) die resultierende
obere Abschéitzung aus . Ist D1 = 0 so ersetzen wir dabei im Lemma das d durch A. Ist
By = 0 und D; # 0, so ersetzen wir das b durch d und ist schlieflich By = D; = 0 dann
ersetzen wir b und d jeweils durch A. Dies tun wir einerseits, damit gleich bei der Anwendung
von Lemma die Bedingung b < d < X immer erfiillt ist. Andererseits liefert dies in manchen
Spezialkonstellationen bessere Abschéiitzungen. Alternativ hétte man das Lemma auch ein wenig
komplizierter formulieren kénnen.

Mit den Abkiirzungen A fiir ,und®, V fiir ,oder® und N, = Ny(b; 0,0) ist die folgende Aussage
wahr:
(N(b) €[04 A (N(d)e[0,4 V N(d)=5V ... vV N(d) = No(d;0, 0))) (6.46)

v (N(b) =5 A (N(d)=5V Nd)=6V ... V N(d) :No(d;5,0)))

v (N(b) =N, A (Nd)=N, V N(d)=Ny+1V ...V N(d) = No(d; Nb,O))).
Damit haben wir unsere Anfangssituation in
(No(d;0,0) = 3) + (No(d; 5,0) —4) + ... + (No(d; Ny, 0) = Ny, + 1)

verschiedene Félle aufgeteilt. Jeder Fall ist charakterisiert durch das Tupel (By, B2, D1, D) €
Ng, fiir welches
B1§N(b)§32 und D1SN(d)SD2

gilt (meist ist By = By und D7 = D»). Fiir jedes Tupel berechnen wir obere Abschitzungen
(No(Ay)), mittels

min{ By, No(A;0,0)} falls A < b,
N()\) < N()()\) = min{Dg,No()\; By, 0)} falls b < X < d, (647)
No(A, Bl,Dl) falls d < A.

Gilt dann fiir jeden Fall aus (6.46), dass W < 1, dann ist Theorem fiir Ay € [A11, A1g)
bewiesen.
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6.4 Beweis von Theorem [2.1]

Fall 1: x; und p; beide reell

Wir gehen so vor, wie es zum Schluss von §6.2] angesprochen wurde. Fiir die Herleitung der
Abschétzungen vom Typ benutzen wir dabei die Vorgehensweise aus

Ist A\; < 0.348 dann folgt aus [22] und [23] Lemma 14.2] die Zul&ssigkeit von L = 4.9 im
Theorem von Linnik. Also beginnen wir mit dem Fall

A € [0348,060] = [)\11,)\12].

Als N-Abschitzung bzw. Aa-Abschétzung wihlen wir den entsprechenden Wert aus [23, Table
4] bzw. [23, Table 7] (vergleiche Erklarungen in §3.1.4). Als A3-Abschiitzung wihlen wir das
Maximum von letzterer Ay-Abschitzung, dem Wert aus unserer Tabelle 10 und 0.857 (siehe [23]
Lemma 10.3]). Aulerdem benutzen wir, dass A’, Ay und A3 jeweils mindestens gleich Ay; sind.
Dieses Vorgehen resultiert in A’ > 1.832, Ay > 0.92 und A3 > 1.176. Was noch verbleibt ist
die Wahl eines § > 0. Je kleiner dies ist, desto kleiner auch das resultierende W, aber desto
linger dauern die Computerrechnungen. Wir wihlen § = 0.06 und erhalten fiir alle in §6.3
angesprochenen Fille, dass W < 0.973 < 1, was zu Zeigen war.

Sei nun A € [0.60,0.80]. Mit identischem Vorgehen bekommen wir X' > 1.630, A > 0.745
und A3 > 0.952. Diesmal wahlen wir § = 0.01 und erhalten immer W < 0.996 < 1.

SchlieBlich gilt fiir A; € [0.80,00), dass A" > 1.294, A\ > 0.80 und A3 > 0.857. Wir wiihlen
0 = 0.03 und bekommen immer W < 0.987 < 1, womit Theorem fiir den Fall x; und
p1 beide reell bewiesen wire. Wir weisen darauf hin, dass wenn wir kleinere Intervalle fiir Ay
gewihlt hitten, wir jeweils stédrkere Abschitzungen héitten benutzen kénnen. Dies hitte zu
einem besseren Wert fiir die zuléssige Linniksche Konstante L gefiihrt. Das gilt auch fiir den
nachfolgenden Fall 2.

Fall 2: x; reell und p; komplex

Diesmal haben wir A; > 0.628 gemifl Lemma [4.5] Es geniigt also die Intervalle
A1 €]0.628,0.78] und A € [0.78,00)

zu betrachten. Wir gehen genauso vor wie in Fall 1. Dabei verwenden wir anstelle von [23] Table
4] und [23, Table 7] die Tabellen 3 und 6 und wihlen beide Male § = 0.03. Wir erhalten immer
W < 0.984, womit Theorem [2.7] fiir diesen Fall folgt.

Fall 3: x; komplex

Diesmal haben wir geméf Lemma [£.5] die Abschétzung A\; > 0.44. Wir unterscheiden die Inter-
valle

A € [0.44,0.58], [0.58,0.64], [0.64,0.66], [0.66,0.68], [0.68,0.70], [0.70,0.71],
0.71,0.72), [0.72,0.74], [0.74,0.78], [0.78,0.82], [0.82,00)

und wahlen
0.06 falls A;; € {0.44,0.58,0.64},

0.01  falls Ay € {0.66,0.68,0.70},
0.02  falls Ay € {0.71,0.72},
0.03  falls Ay € {0.74,0.78,0.82}.

(5:

Fiir die \'- und Ay-Abschéiitzungen verwenden wir Tabelle 2’ und 7 und fiir die A3-Abschétzungen
Tabelle 8 und 9. Angesichts der Abschéiitzungen aus Tabelle 9 unterscheiden wir dabei zusétzlich
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im Fall A\; € [0.68,0.70] zwischen den beiden Fillen Ao < 0.745 und Ay > 0.745. Bei ersterem
gilt Ao > 0.704 und A3 > 1.054, wahrend wir bei letzterem Ay > 0.745 und A3 > 0.893 benutzen
konnen. Analoges gilt fiir die Intervalle [0.70,0.71], [0.71,0.72], [0.72,0.74] und [0.74,0.78].

Fiir alle Fille folgt W < 0.998. Damit ist der Beweis von Theorem erbracht. O

Bemerkungen

Wir haben ein paar grobe numerische Untersuchungen durchgefiihrt beziiglich der Frage, um
wieviel sich ca. die Linniksche Konstante unter gewissen Voraussetzungen verbessern wiirde.

e Wenn man die benutzte Rechenzeit gegen unendlich laufen liee, indem man ein kleineres
d > 0 nimmt, sowie die Intervallweite fiir A\; und Ay verkleinert und entsprechend )\, A,
und A3z - Abschétzungen beweist, dann erhielte man vermutlich ca. L = 4.96.

e Hitte man fiir die Nullstellendichte fiir grofle A eine Ungleichung mit doppelt so guter

2 2 . . .
Nch anstelle von 25 in (5.19 , dann erhielte man vermutlich ca.
2 2

Konstante, namlich
L=4.6.

2c cic

e Hitte man dhnlich fiir die Nullstellendichte fiir kleine A eine Ungleichung (5.33|) mit doppelt
so guter Konstante, dann erhielte man vermutlich ca. L = 4.93.

e Hitte man fiir A; € [0.68,0.70] die Abschitzungen A, A2, A3 > 1.1, dann erhielte man fiir
dieses Intervall vermutlich ca. L = 4.7.

Damit fithren selbst deutliche numerische Verbesserungen der benutzten Abschétzungen zu ver-
gleichsweise iiberschaubaren Verbesserungen fiir die Linniksche Konstante L. Eine verbesserte
Abschétzung der Nullstellendichte fiir groie A liefert dabei im Vergleich noch den grofiten Ge-
winn.

6.5 Beweis von Theorem 2.2l

Betrachtet man die Herleitung von Theorem so ist ersichtlich, dass fiir hinreichend grofles
¢ nicht nur die Existenz einer sondern gleich mehrerer Primzahlen p < ¢° nachgewiesen wurde.
Dies soll im folgenden Lemma, welches Theorem [2.2] enthélt, priizisiert werden.

Ahnliche Theoreme folgen auch aus den Behandlungen anderer Autoren zur Linnikschen
Konstante (vergleiche beispielsweise [26, Theorem 18.6, Theorem 18.7, Korollar 18.8]). In der
analytischen Zahlentheorie ist es schliellich oft der Fall, dass eine Primzahl alleine noch keine
groflen Auswirkungen verursacht, die man aufspiiren konnte. Erst wenn viele zusammen kommen
machen sie sich ,,bemerkbar®.

Lemma 6.2. a) (Ausnahmenullstelle existiert nicht)

Sei A > 0 beliebig und nehme an, dass A1 > X oder dass p1 nicht existiert. Dann gibt es zwei
positive effektiv berechenbare Konstanten gy = qo(A) und C = C(X), so dass fir ¢ > qo und
a € N mit (a,q) =1 es ein tg = to(a,q) € [¢*?2, ¢°] gibt mit

t
n(to;q,a) > C 0
®

7@) logto” (6.48)

b) (Ausnahmenullstelle existiert)
Es gibt ein X\ > 0, so dass es fiir alle € > 0 eine positive Konstante qo = qo(e) gibt, fir die gilt:
Ist \y < X\ und q¢ > qo dann gibt es fiir alle a € N mit (a,q) = 1 ein ty = to(a, q) € [¢**°, ¢°] mit

tlfe
7(to; ¢, a) > o 0 (6.49)

q)logty’
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Die Konstante X ist effektiv berechenbar, qq jedoch nicht.

¢) (Quantitative Version des Linnikschen Theorems)
Es gibt eine nicht effektiv berechenbare Konstante qo, so dass fiir ¢ > qo und a € N mit (a,q) = 1
die arithmetische Progression a + qZ mindestens

3.21
q

Primzahlen p < ¢° enthilt.

d) (Linniksche Konstante fiir den Fall, dass die Ausnahmenullstelle existiert)
Sei e > 0. Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante A = A(g) > 0, so dass im Falle Ay < A

P(g) < ¢*°** (6.50)
gilt mit einer nicht effektiv berechenbaren impliziten Konstanten.

Bevor wir zum Beweis kommen, mochten wir ein paar Punkte ansprechen. Einerseits besagt
Teil a), dass es fiir ein to € [¢*?2, ¢°] und bis auf einen beschriinkten und von ¢ unabhiingigen
Faktor C genau so viele Primzahlen in der Menge

1, qto] N a+qZ

gibt, wie man auch erwartet (vergleiche und [26l Theorem 6.6]). Die Tatsache, dass also
nicht nur eine Primzahl nachgewiesen wurde, sondern bereits die korrekte Groflenordnung, ist
durchaus bemerkenswert. Weiterhin kann durch kleinere Modifikationen eine dhnliche Aussage
formuliert werden fiir alle ¢ in einem echten Intervall anstelle von ¢ = tg.

Falls eine hinreichend grofle Ausnahmenullstelle existiert, konnen wir nur die Existenz einer
Anzahl von Primzahlen garantieren, deren Gréflenordnung um ¢° kleiner ist. Dies ist nicht
iiberraschend. Gibt es nidmlich eine Ausnahmenullstelle p; =1 — ¢g™ (¢ > 0 fest) und gilt fiir
den entsprechenden reellen Charakter, dass x1(a) = 1, so passt unsere bewiesene Grofienordnung
genau mit jener zusammen, welche beispielsweise aus [3 Satz 3.3.2] unter Vernachlédssigung des
Restterms folgen wiirde (vergleiche auch [I0, Theorem 3.1]). In diesem Zusammenhang sei daran
erinnert, dass diese Ausnahmenullstellen nur recht selten vorkommen kénnen (vergleiche [32]
Korollar 11.9] und [3, S.114-115]). Fiir weitere Aussagen in diesem Zusammenhang verweisen
wir auf [26, Theorem 18.7] und [I0, Korollar 3.2].

Um in den Aussagen b) bis d) das go durch eine effektiv berechenbare Konstante zu ersetzen,
muss im verwendeten Theorem von Graham zum Deuring-Heilbronn Phénomen (siehe den fol-
genden Beweis) das Gleiche gemacht werden, was moglich ist. Aulerdem muss dieses Theorem
von Graham erweitert werden auf Nullstellen mit groflerem maximal zuldssigen Imaginérteil als
lediglich q(lofw), was auch moglich ist. Man kann dann analoge Resultate beweisen, aber ggf.
nur mit einer jeweils schlechteren Konstanten.

Schlieflich sei erwéhnt, dass die Konstante L = 3.5 + ¢ aus d) deutlich schlechter ist als das
L = 2+ ¢, welches Heath-Brown mit Hilfe von Siebargumenten fiir den gleichen Fall erhilt [22].

Beweis.

Beweis von a):

Geht man zuriick in die Herleitung von Theorem speziell den Ausgangspunkt sowie
Lemma [6.1} dann wird ersichtlich, dass wir fiir ¢ > go und Ay > 0.348

Z
¥> — (6.51)
v(q)
bewiesen haben. Fiir beliebiges A > 0 und A < A\ < 0.348 wurde die Ungleichung (6.51)) in [23]
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Lemma 14.2] gezeigt, wobei in diesem Fall die implizite Konstante und das ¢ vom A abhéngen.
Gemif (6.2)) ist
h(t)=0 fir t¢[L—2Ky—2K,L]=1[4.22,5].

Mit partieller Summation folgt also fiir hinreichend grofles ¢

A
o < DRI
[ q" TP <p<qt
p=a (mod q)

L—-5K

lo ZLr(q";q,a a" logt
e8P (¢7;q )+/ g
q

Die impliziten Konstanten sind dabei effektiv berechenbar und unabhéingig von a und ¢q. Gébe

es nun ein C' > 0 mit ;

©(q)logt

int € [¢*?2, ¢°], dann folgt aus (6.52)) ein Widerspruch, falls C' hinreichend klein ist. Dies beweist
Teil a).

7(t;q,a) < C

Vorbereitungen fir die Beweise von b) und d):

Fiir den Fall der Existenz einer Ausnahmenullstelle gehen wir zuriick in die Herleitung der
Ungleichung (6.31). Ist A; hinreichend klein so ist die rechte Seite von wegen des ¢ bereits
negativ und man kann nichts mehr folgern. Wir miissen das € durch einen Restterm ersetzen,
der fiir ¢ — oo hinreichend schnell gegen 0 geht. Dies kénnten wir recht schnell abhandeln,
indem wir uns auf [23] §5, §13] und ,,Standardargumente“ berufen wiirden. Jedoch mchten wir
die Argumente an dieser Stelle genauer ausfiihren.

Sei dazu h(t) = hrp k(t) die Funktion aus (3.51) und H(z) die entsprechende Laplace-
Transformierte aus (3.54). Dabei seien L und K zwei positive Konstanten mit L > 2K. Fir
peR, R{s} >2+ L1 f(t) = h(t)e" und die Laplace-Transformierte F' von f gilt

S

f(Z togn) = jn‘ /(2) n~YF((s — w)%Z) dw. (6.53)

YN

Da f in t = L — K nicht differenzierbar ist, wenden wir zur Begriindung nicht direkt die
Argumentation aus [23], S.281] an, sondern schreiben

f)=f®)lp<r-ky + FOlpsr—ry = f1(t) + f2(t)
und setzen (f/(t) ist fast iiberall definiert)

o) =1 [ et a

< Jo
Jetzt tibernehmen wir die Ausfithrungen aus [23] S.281] eins zu eins und erhalten

f(&Z tlogn) falls L —2K < % llogn <L - K,

éjn. / n~ Y Fo1((s —w)ZL)dw =< f(L—-K) falls L — K < £ !logn,
T J(2) 0 sonst
und
s f(L togn) - f(L—K) fallsL - K < % tlogn <L,
, / n~ Y Foa((s—w)L)dw =< —f(L - K) falls L < £~ !logn,
2mi J2) 0 sonst.
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Weiterhin folgt mit partieller Integration sofort F(z) = Fp1(z) + Fpz(z) und insgesamt damit
(6.53).

Wihlt man s =2+ .2 und = .2 + 1 so folgt

Z—Ain)h( “logn) / Z _“371n2+$71n_’“’F((2+$_1 —w).%L) dw
n=1 2)
_Z C'

Wir verschieben das Integral auf #{s} = —1 mit Hilfe des Residuensatzes:

L [ S (1 - w) L) dw = Tim (H(O)— Y H(1-p)2)
190} I<Thm

—1+iT, 2+iTm 2—iTm,
/ (..) / (..) / ()‘))
—1—iT), —1+iT,, —1—iT,

Dabei geht die Summe iiber die nicht-trivialen Nullstellen p von {(s) und die T},, € R>( sind so
gewihlt, dass lim,, o, T, = oo und fiir alle Nullstellen p und alle m € N die Ungleichung

+o( + +

T, -3
T = S0} > oo

erfiillt ist mit einer festen impliziten Konstanten. Dass die T}, so gewihlt werden konnen, folgt
aus der Tatsache, dass ((s) hochstens O(log T') Nullstellen hat mit 7' < |S{p}| < T+1. Aus einer

Standardabschétzung fiir Cf/(s) (siehe z.B. [3| Satz 2.6.1]) und (3.54) folgt, dass die O-Terme
gleich

O(q 2725 4 ¢"(10g® T:,)T,,,%)
sind. Insgesamt gilt also

i #h(ﬁfl logn) = H(0) = Y " H((1 - p)L) + O(q > 725)). (6.54)

n=1 P

Benutzt man (6.54]) anstelle der Gleichung in [23, S.324, letzte Zeile], dann erhilt man anstelle
von [23] Lemma 13.1] die Abschitzung

5 » HOZ ( ZZH “HH((1 - p).L)| + O(q ("’)> (6.55)

v(q)

Sei p1 = 1 — %'\ die Ausnahmenullstelle mit A\; < 0.44. Dann folgt aus 1 —e™* < x
(0 <z <1),dass

H(O) " H((1 = p1)Z)| <1—(L—2K)A\ +0(\}) <1—c\

fiir Ay < X\ und zwei hinreichend kleine effektiv berechenbare Konstanten ¢, A > 0. Wir wenden
uns nun dem Beitrag der restlichen Nullstellen p # p; zu. Fiir ¢ € N, m € Ny und n € {0} U 2™
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setzen wir

M = Mpn(q) = {p | L(p, x) = 0 fiir ein x (mod q),
I—(m+1D)ZP<R{p}<1-mZL, %n‘f*l <|IS{p} < max{%,n}‘f*l}.

Ist p € M, , dann gilt
o~ (L—2K)m
H((1- —_—
H(( - p2) < )
Um #M,, , abzuschitzen, benutzen wir das folgende Resultat, welches auf Huxley [24] und
Jutila [28] zuriickgeht. Fir § > 0 und 7' > 1 gilt

(qT)(F+00-0)  falls L <o < 4,

> N(e. T, x) <s (6.56)
X (qT)2H+0) (=) fa]ls 0.

ol
(S

SIS
IA

Fir o < % konnte man teilweise eine bessere Konstante als 12 benutzen (siehe [26, Grand

Density Theorem 10.4] und [2I]). Darauf kénnen wir verzichten. Da die Nullstellen symmetrisch
um o = % verteilt sind, folgt

ot

#M,, < ™1+ n%)
Fir L — 2K — 3 > 0 und 6 > 0 schlieffit man

—(L—2K—3)

SN H(( - 02| < g (6.57)
* %{pﬁﬁé
und )
Y H(-p2) <q 2 (6.58)
* I%{p?IZq‘s

Ein Satz von Siegel [3| Satz 3.2.2] besagt, dass fiir beliebiges ¢ > 0
>\1 >e qiea

wobei die implizite Konstante fiir ¢ < % nicht effektiv berechenbar ist, ansonsten schon. Also
liefern die Summen in und fiir ¢ > qo einen Beitrag von jeweils < c¢A;/4. Dabei ist
qo nicht effektiv berechenbar.

Fiir die restlichen Nullstellen benutzen wir Prinzip 2 aus in der Form des folgenden Theo-
rems von Graham [I5] Theorem 10.1]: Sei € > 0. Dann gibt es eine nicht effektiv berechenbare
Konstante ¢g, so dass im Falle ¢ > ¢o und \; < 0.05 die Funktion

II LG

x (mod q)
in der Region
2 log(2A; " -
021—(5—6)7%(;1 )7 [t < g0

mit Ausnahme von p; keine weiteren Nullstellen hat. Wir benutzen auch, dass fiir o > %

#{P S Mmm | %{p} > 0-}, <5 e(2+5)M(1 + n%)

Auflerdem kennzeichnen wir mit Z'n die Einschrinkung der Summation auf jene n mit n €
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{0} U 2Ne und setzen L — 2K — 2 > 0 voraus. Mit der Abkiirzung dp = 1071 und hinreichend
kleinen ¢, > 0 folgt dann

—(L—2K)m
Yo > HO-p2) <)) 3 e end)  (659)
25
IS{p}|<q%

< Ai%(L—QK—Q—m;)'

Beweis von d):

Sei € > 0 beliebig. Ist L = 3.5 + 6 und K = ¢ dann folgt mit § = ¢, dass der Beitrag der
Nullstellen aus gleich O(A{1) ist und damit kleiner als cA;/4, falls \; < A(e) fiir eine
effektiv berechenbare positive Konstante A(e). Aus folgt die Aussage d).

Beweis von b):
Fir L =5 und K = 0.005 erhélt man analog

&
Y>> —A,
v(q)

falls ¢ > gop und A1 < A. Sei € > 0 beliebig. Nach dem Satz von Siegel gilt
AL >q ¢
fiir ¢ > ¢1 und ein nicht effektiv berechenbares ¢;. Also gilt fiir ¢ > max{qo, q1}

Lq©
¢(q)

mit einer effektiv berechenbaren impliziten Konstanten. Mit analoger Schlussweise wie bei a)
folgt dann die Giiltigkeit von b).

2>

Beweis von c¢):
Unmittelbar aus a) und b). O
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Kapitel 7

Anmerkungen beziiglich
geringfiigiger
Verbesserungspotentiale

In diskutieren wir kurz ein paar Variationen in den Argumenten dieser Arbeit und in
47.5147.9] jene der neun Verbesserungspotentiale aus [23, S.332-337] (kurz: VB1 - VBY), die wir
letztendlich nicht verwendet haben. Das liegt daran, dass die resultierenden Verbesserungen® fiir
Theorem zu gering sind (darunter verstehen wir im Allgemeinen Verbesserungen von < 0.005
fiir die zuléssige Linniksche Konstante L). Bei einigen Potentialen ist es dabei so, dass man zwar
hilfreiche Verbesserungen bekommt, dies aber nur fiir einen Teil der spéater auftauchenden Félle
(z.B. nur fiir ca. Ay < 0.60 bei VB8). Bei anderen mag die Verbesserung leicht oberhalb der
,Grenze“ 0.005 liegen, aber dies nur auf Kosten von deutlich komplizierteren Rechnungen und
lingerer Rechenzeit.

Betonen mochten wir an dieser Stelle den allgemeinen Hinweis in der Mitte von bzgl.
eines alternativen Nullstellendetektors und den speziellen Hinweis am Ende von bzgl. der
grober werdenden Abschétzung. Diesen beiden Punkten sind wir nicht ndher nachgegangen.

7.1 Andere trigonometrische Ungleichungen

Beim Beweis der X'-Abschétzungen kann anstelle von ([4.2) die verwandte trigonometrische Un-
gleichung (I, k > 0 seien zwei Parameter)

0 < xo(n) (zm{%@})? <k+m{";ff)}>2:...

benutzt werden. Diese, sowie einige andere Ungleichungen, die wir getestet haben, lieferten im
Allgemeinen keine oder nur minimal bessere Werte.

Fiir den Beweis von Lemma starteten wir mit der Ungleichung [23, S.305, letzte Zeile],

also - (1 w { xégn) }) (k; + R { X;i(ﬁ) })2 .

IDamit meinen wir stillschweigend die aus unserem Vorgehen resultierenden Verbesserungen. Es mag andere
Vorgehensweisen geben, die zu gréfleren Verbesserungen fiihren.
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Benutzte man

0 < vo(n) <1+§R{W}> <k+%{)2(f)})2 (1+%{X;£f)}>

dann hétte man am Ende fiir die Fille 5, 6 und 8 bessere Abschétzungen fiir A; im Bereich A; <
0.60. Man muss dabei beachten, dass durch die zusétzliche Klammer in der obigen Ungleichung
die Anzahl der zu analysierenden Terme K (s, x) stark zunimmt.

7.2 Variationen fiir den Beweis der Nullstellendichte fiir
grofle A

In der Herleitung von (3.32)) gibt es einige ,natiirliche“ Ansétze zur Variation. Einerseits kann
man statt der Cauchy Schwarz Ungleichung die allgemeinere Holder Ungleichung verwenden
(dies gilt auch fiir den Beweis von Lemma [5.3)). Dann braucht man Abschétzungen von

>t (r1)

n<N dn

und

3 )Zad‘q (7.2)

n<N d|n

fiir p,q # 2. Fiir p = ¢ = 2 konnten wir die prézise Abschétzung von Graham benutzen,
aber fiir p,q # 2 scheinen im Allgemeinen keine analogen Resultate zu existieren, noch wéren
solche leicht herzuleiten. Fiir ¢ € 2N existieren zwar Abschétzungen von gemif einer
Arbeit von Goldston und Yildirim [I3] Theorem 1.1]. Ist ¢ > 2 so fehlen uns jedoch dann
entsprechende Abschitzungen fiir , um ein brauchbares Resultat herzuleiten (beachte in
diesem Zusammenhang [13, Theorem 8.1]).

Wir mochten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass Goldston und Yildirim im erwdhnten
Artikel eine Menge von verwandten Summen analysiert haben, die und enthélt. Diese
Abhandlungen kulminierten schliefilich in den Beweis des beachtlichen Resultats, dass es un-
endlich viele benachbarte Primzahlen (p,, pn+1) gibt, deren Abstand zueinander kleiner ist als
ein beliebig vorgegebener Bruchteil des ,Durchschnittsabstands“ (siehe [14]). Diese Analysen
konnten vielleicht Ansétze oder Ergebnisse liefern fiir die Entwicklung eines besseren Nullstel-
lendetektors als jenem aus , den wir verwendet haben.

Weiterhin kann man anstelle des Ansatzes

M0 =3 (X buba)xlon

[v,w]=n
allgemeiner
M(s,x) = Z ( Z wvewgz))((n)nis
n=1 v,W, 2

[v,w,z]=n

wihlen. Setzt man dann beispielsweise £, = 6, dann folgt vermoge der eben erwéhnten Abschétzung
von fir ¢ = 4, dass die einzelnen Terme im resultierenden Nullstellendetektor tatsichlich
im Durchschnitt kleiner werden. Jedoch muss man dann das x gréfler wéahlen, um zu garantieren,
dass der Beitrag fiir grofie n (n > ¢*) gleich o(1) ist fiir ¢ — oco. Insgesamt bekamen wir keine
Verbesserung.

Der Nullstellendetektor wird hoch k = 2 genommen bevor mit dem Gewicht w,
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multipliziert und {iber die y summiert wird. Man kénnte hoch &k = 1 oder k£ > 3 nehmen, doch
auch dies liefert keine besseren Resultate.

7.3 Weitere Variationen in den Beweisen

Fiir den Beweis der \-Abschiitzungen in Fall 1 (Tabelle 2) hétten wir an manchen Stellen
zusiitzlich die Nullstelle p’ benutzen kénnen. Dies hitte minimale Verbesserugen geliefert, aber
die Rechnungen zusétzlich strapaziert.

Die Werte aus Tabelle 11 kann man durch folgende Verfeinerungen leicht verbessern:

e Fiir alle Félle: Eine Variation der Konstanten 3 und 9 in der Ungleichung (4.37) bringt
einen Gewinn von ca. 0.000 — 0.001 fiir die neuen A;-Abschitzungen.

e Fiir den Fall ord y; > 6: Hitte man bessere \'- und Ao-Abschéitzungen im Bereich A\; <
0.46 bewiesen (indem man z.B. fiir Ay acht verschiedene optimale Tabellen aufgestellt
hiitte), so hiitte man eine Verbesserung von mindestens ca. 0.01.

e Fiir die Fille ord x; < 5: Einerseits héitte man spezielle, bessere A'- und \s-Abschétzungen
beweisen konnen (wegen ¢(x1) = 7). Andererseits héitte man die bewiesenen Abschétzun-
gen, z.B. A\ > 0.493 bei ord y; = 5, dazu benutzen kénnen das Supremum nochmal
abzuschétzen, diesmal unter der Voraussetzung A; > A; 4¢ = 0.493. Dies kann einen klei-
neren Wert fiir die Abschétzung des Supremums liefern. Beide erwéhnten Verfeinerungen
liefern Verbesserungen von zusammen wenigen Hundertsteln.

Man beachte, dass in unserer Arbeit keine der eben genannten Verfeinerungen einen Gewinn fiir
die letztendlich zuldssige Linniksche Konstante L liefern wiirde.

In VB9 wird darauf hingewiesen, dass es wiinschenswert wiire eine gewichtete Version von [23]
Lemma 12.1] zu haben. In diese Richtung liefert die Argumentation im Beweis dieses Lemmas
die Ungleichung

Z F()\(j) - A1) < \/F(—)\n) (NF(—)\H) + (N2 _N)f(())> +N® e

J<N 6 6

Nun kann man fiir N die obere Abschétzung, welche aus dem Lemma folgt, nehmen und damit
die rechte Seite der letzten Ungleichung explizit (in Abhéngigkeit von A;; und f) abschétzen.
Jedoch bekamen wir aus der dadurch gewonnenen gewichteten Version keine Verbesserung fiir
die Linniksche Konstante L im Vergleich zur direkten Anwendung des Lemmas.

In Lemma kann man die Lage von po in den Beweis mit einbauen und entsprechende
Erweiterungen in der Formulierung von Lemma vornehmen (Unterscheidung, ob y2 reell
oder komplex). Wire Ao < b, so erhielte man bessere Abschiitzungen fiir No(A,) und koénnte
aufferdem bessere Abschitzungen fiir A3 beweisen (vergleiche Tabelle 9). Wire Ay > b, dann
lieferte dies bessere Abschitzungen fiir den Term aus Lemma Ahnliches gilt dafiir, ob
reell oder komplex ist.

Man kénnte die Methode aus in Verbindung mit Lemma sofort verallgemeinern auf
M > 2 Stiitzpunkte by < by < ... < by anstelle von zwei Punkten b < d. Es ist zu beachten,
dass die Rechenzeit dann sehr stark ansteigt.

Fiir den Beweis von Lemma haben wir fir \(*) > A die Abschitzung

w(}\(k))e—(L—ZK—ﬂ(g)AB(A)
w(A)

e—(L—gK—zkz)MMB(A(k)) <

verwendet. Ist A(*) deutlich grofer als A, so ist diese Abschiitzung recht grob. Dies lisst etwas
Raum fiir Verbesserungen.
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7.4 Optimierung der Parameter und mehr Rechenzeit

An verschiedenen Stellen dieser Arbeit werden Computerberechnungen benutzt und dafiir Pa-
rameter gewiihlt. Sehr leichte Verbesserungen lieflen sich durch eine noch bessere Wahl der
Parameter erzielen. Einerseits héitte man direkt (teilweise verschwindend geringfiigig) bessere
Werte auf Kosten von liangerer Rechenzeit bei

e kleinerer Wahl von Ay, Ay, A; und groBerer Wahl von x; bei der Verwendung von Lemma

B9

e kleinerer Wahl von ¢ beim Beweis von Theorem [2.1

e groferer Wahl des M bei Verwendung von Lemma [5.1] mit den Koeffizienten aus §5.1.1]
(wurde benutzt in Lemma [6.1]),

e Reduzierung der Intervalllinge fiir das A; im Beweis von Theorem [2.1} sowie entsprechende
Erweiterung der Tabellen.

Eine weitere Verbesserung konnte man durch eine Erweiterung von Tabelle 9 erzielen. Be-
trachte den Fall A\; € [0.68,0.70] im Beweis von Theorem fiir x; komplex. Vermége Tabelle
9 wird dieser aufgeteilt in die Félle Ao € [0.704, 0.745] und Ag € [0.745, 00). Dies kann verfeinert
werden, z.B. auf die Fille Ap € [0.704,0.71], [0.71,0.72], [0.72,0.73] etc.

Weiterhin kénnte man die Wahl der Parameter nicht so , gleichméBig“ gestalten (vergleiche
z.B. (4.15))), sondern fiir jeden Einzelfall separat optimale Parameter angeben. Bei der Aufstel-
lung der Tabellen hiefle das fiir jede Zeile separat ein v und ggf. & anzugeben. Fiir den Beweis
von Theorem hiefle das fiir jede Berechnung eines W separat Parameter K, Ky, Ko, 31, B2,
c1, €2, 0, v anzugeben.

Bei der Verwendung von kann man ein grofleres M wéhlen, als das von uns benutzte
M = 2. Die dazu notwendigen Rechnungen (Wahl der Parameter K; und f§;, Nachweis der
Nichtnegativitdt und Monotonie) erhéhen sich stark.

Die Wahl der Funktion wg(¢) in Lemma [6.1]kann etwas optimiert werden. Konkret resultiert
die benutzte Funktion wg(t) (siehe (6.20)) aus der Minimierungsaufgabe (vergleiche [23 S.336])

([ s~ ([ )}

Der Ausdruck wird dabei minimiert, wenn die beiden Integranden identisch sind (vergleiche
Cauchy Schwarz Ungleichung fiir Integrale). Wir kénnten stattdessen

i { (i o /jl wo(t) ™ min{t — w;—1,u; — i1} dt) </uj wo(t)2e29t> }

i=1

16sen. Ein dazu optimales wq lédsst sich recht leicht finden, indem man die Summe {iiber die
Integrale als ein Integral schreibt und dann das Aussehen von wy(t) fiir jedes Intervall [u;—1,u;)
separat bestimmt. Fiir M = 2 hitte man

0.25

2
wo(t) = ez (min{t — Ug, Uy — Ug} + <a2> max{0, min{t — uy, uz — ul}}> ,
aq

was zu minimal besseren Werten fiihrt.
In dem Zusammenhang sei erwihnt, dass die «; aus (5.16)) optimal sind, wenn wg(¢) = 1. Da
ein anderes wy(t) verwendet wird, kann man diese «; noch geringfiigig optimieren.
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7.5 Andere Gewichtsfunktionen f - VB1

Fiir diesen Abschnitt verweisen wir auf die Bezeichnungen und Kommentare in Den
Funktionen f, die wir in Lemma und einsetzen, fillt eine groffe Bedeutung zu. Die Kon-
stanten, die wir fiir unsere Abschéitzungen bekommen, hdngen Eins zu Eins mit der benutzten
Funktion f zusammen. Insofern kann es sinnvoll sein auch nach Funktionen f zu schauen, die
Bedingung 1 und 2 erfiillen, aber nicht aus dem speziellen Ansatz in [23] §7] kommen.

In VBI1 schligt Heath-Brown vor beim Aufstellen der ,,Variationsbedingung® etwas allge-
meiner vorzugehen, als es in [23] §7] gemacht wurde. Dies fiihrt zu einer Differentialgleichung
4. Ordnung, die die optimale Funktion g¢; erfiillen muss. Dieser Ansatz erfordert recht lange
Rechnungen und verschiedene Fallbesprechungen. Letztendlich bekommt man im Wesentlichen
folgende Funktionen fiir g (c1, ¢, ¢3, 21, 22 € R Konstanten):

g(t) = crco1(x1t) + cacoa(xat) — cs,

g(t) = c1 cosh(z1t) cos(zat) + co sinh(z1t) sin(xat) — c3,

wobei co;(t) = cos(t) oder co;(t) = cosh(t). Was die optimale Wahl der Konstanten angeht, so
ergeben sich verschiedene Bedingungen, aus denen in den meisten Fillen optimale Werte fiir die
Konstanten bestimmt werden konnen. Alternativ kann man aber auch fiir eine obige Funktion
g per Hand (bzw. Computer) durch ,numerisches Experimentieren* annéhernd optimale Werte
fiir die Konstanten finden. Letzteres ist einfacher.

Mit diesen neuen Funktionen g erhalten wir keine nennenswerte Verbesserungen. Beispiels-
weise kénnen wir in [23], Table 9-10] nur ein paar der Abschéitzungen A > C' verbessern und dies
nur um 0.001 — 0.002 fiir die Konstante C. In [23, Table 2-5] bekommen wir fiir kleine \; etwas
groflere Verbesserungen im ,,Hundertstel-Bereich“. Doch auch diese lohnen sich nicht, einerseits
weil wir fiir den in [23] §8] diskutierten Fall keine Verbesserungen nétig haben, andererseits weil
diese Verbesserungen nur einen minimalen Effekt auf die zulissige Endkonstante L haben.

Letztendlich sollte man beachten, dass die oben erwdhnten neuen Funktionen g qualitativ
»,genauso aussehen“ wie die alten: Zum Beispiel kann man fiir die Verbesserung des ersten
Eintrags in [23, Table 9] um 0.001 auf A\; > 1.284 die Funktion

91(t) = ¢y cosh(x1t) + cg cos(zat) — c3
mit den Konstanten
c1 =03, x1=05 =25 x9=10, c3=cjcosh(x17)+ cycos(zey), =148

benutzen. Andererseits liefert go(t) = 7* — ¢* mit dem gleichen v den Wert \; > 1.281 (und
durch v = 1.44 bekdme man A; > 1.282). SchlieBlich sehen die Graphen der beiden Funktionen
sehr dhnlich aus:
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Neues und altes g

0,5 1

Auch einige andere Ansétze lieferten keinen Erfolg. Beispielsweise haben wir mit Funktionen
f gearbeitet, die nicht vollstdndig die Bedingung 2 erfiillen. Fiir gewisse f, die teilweise negativ
sind, bekommt man einerseits bessere Werte. Andererseits verursachen sie in den entsprechenden
Herleitungen einen Fehler, der den Gewinn wieder (mehr als) aufzehrt.

Falls wir in der Ungleichung (1 anstelle von 8* wihlen und voraussetzen, dass

mil’l()\g, )\/) — )\1 Z c> O,
dann konnen wir Funktionen f nehmen, dessen Laplace-Transformierte nur
R{F(z)} > 0 fiir R{z} >¢

erfiillt (Beispiel: f(t) = y* —t%). Diese Funktionen f liefern dann im Allgemeinen bessere Werte.
Jedoch wihlten wir dort - sowie auch an den anderen entsprechenden Stellen - vermége VB2

immer 8* = max{/’, f2}.

7.6 Verwendung eines Brun-Titchmarsh Theorems zur Schéirfung
der Anfangsungleichung - VB3

Heath-Brown beschreibt in [23] S.332-333] eine simple Vorgehensweise fiir dieses sehr inter-
essante Potential, welche minimale Verbesserungen fiir alle Abschitzungen liefert, die mit der
»zweiten Methode* (vergleiche bewiesen werden. Die Frage ist, ob man durch eine verfei-
nerte Vorgehensweise hilfreiche Verbesserungen bekime? Als Antwort auf diese Frage skizzieren
wir in diesem Abschnitt ein , worst case“-Szenario, welches sich nicht einfach ausschlieflen ldsst
und bei welchem dieses Potential keine ausreichenden Verbesserungen liefert - zumindest solange
man keine stark verbesserten Brun-Titchmarsh Ungleichungen zur Verfiigung hat, was aber im
Moment nicht zu erwarten ist. Da wir dieses Potential ja schlussendlich nicht benutzen, werden
wir die Argumentation nur skizzieren.
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Wir setzen voraus, dass p1, p2 € R. Dies Voraussetzung ist nicht zwingend notwendig, ver-
einfacht jedoch die Rechnungen. Auflierdem soll ord x1, ord xo2 > %, was durchaus notwendig
ist. Waren die Ordnungen aber kleiner, dann kénnte man an anderen Stellen bessere Resulta-
te erzielen. Aufgrund der Voraussetzung an die Ordnungen sind xi(n) und x2(n) fiir n € N,
((n,q) = 1) ,einigermafien gleichverteilt“ auf dem Einheitskreis?.

Wir zeigen repréasentativ anhand der folgenden Ungleichung, dass dieses Potential zu geringe
Verbesserungen liefert. Wir verweisen an dieser Stelle auf die Kommentare und Notationen aus

33.1.2| Es gilt
0 <xo(n)(1+ R{x1(n)})(1 + R{x2(n)}) (7.3)
1 1 _
=xo0(n) + R{x1(n)} + R{xz(n)} + SR{axz(n)} + SR {xaxe ()} (7.4)
Der nichste Schritt wire mit A(n)n=% f(.Z~'logn) zu multiplizieren und iiber n zu sum-
mieren. Nun kann man hier noch genauer arbeiten, denn: Fiir unbekanntes n ist (7.3) zwar
optimal, da es durchaus sein kann, dass die rechte Seite beliebig nah bei Null ist. Wenn man je-

doch iiber alle n € N aufsummiert, so kann man benutzen, dass x;(n) (j € {1,2}) einigermafen
gleichverteilt ist auf dem Einheitskreis, also ist auch fiir verschiedene n ((n,q) = 1) der Wert

r(n) = xo(n)(1+ R{x1(n) (1 + R{xa(n)})

einigermaflen kontinuierlich verteilt auf [0,4] - jedoch verstéirkt bei 0 und 4. Das heifit, dass
wir fiir einen grofen Anteil der n auf der linken Seite von ([7.3)) einen positiven Wert ¢ nehmen
konnen anstelle von 0. Wir benutzen also statt (7.3|) die Gleichheit (7.4)) und bekommen

S=> Amn " f(£ logn)r(n)

<K(B1,x0) + K(B1,x1) + K(B1,x2) + %K(517X1X2) + %K(ﬂlamﬁ)-

Wir schétzen jeden der fiinf Terme auf der rechten Seite der letzten Ungleichung mit Hilfe der
Lemmata und auf die iibliche Art und Weise ab und bekommen

LIS < F(=A1) — F(0) — F(As — A1) + @ +e. (7.5)

Benutze zuerst die triviale Abschéitzung S > 0. Setzen wir dann z.B. A\; < 0.54 voraus, so
ist ¥ = 1.07 recht optimal und wir bekommen

A1 <0.54 = Ay > 0.656.

Wir mochten sehen welche Verbesserung wir von 0.656 ungefihr erhalten wiirden, wenn wir S
mit dem Verfahren aus VB3 nach unten abschéitzten. Vorneweg weisen wir darauf hin, dass man
analog zum Beweis von Lemma hat, dass fiir 0 < a; < as

S oA (L ogn) < 2 / YNt dt 42 (7.6)

q¥1<n<q*2

2Beweisskizze: Definiere zuerst, was bewiesen werden soll, d.h. konkretisiere den Begriff , gleichverteilt“. Sei
i € {1,2}. Wegen
ord x; < kgv{n (mod q),(n,q):l}(ord‘c* Xl(n))
gibt es zu jedem M € N fiir ¢ > qo(M) ein ng € N und ein N > M mit x;(no) ist primitive N-te Einheitswurzel.
Benutze dann, dass (Z/qZ)* endliches Produkt endlicher zyklischer Gruppen ist.
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Mit vernachléssigbarem Restterm lassen wir die Summation in S nur iiber die Primzahlen p
laufen. Wir wissen, dass der Wert von r(n) fiir die ¢(gq) verschiedenen n ((n,q) = 1,n < q)
recht kontinuierlich verteilt ist in [0,4]. Die zentrale Problematik bei der Abschitzung von S
liegt nun in der Frage, ob diejenigen Restklassen n (mod g¢), fiir die 7(n) groB ist (z.B. > 3),
nur verhiiltnismiifiig wenig Primzahlen enthalten. Dann wire A(n) dort verstirkt gleich 0 und
wiirde die groflen r(n) wieder zunichte machen.

Man mag sich zwar jetzt vielleicht daran erinnern, dass die Primzahlen doch gleichverteilt
sind in den primen Restklassen. Dies gilt aber nur wenn n sehr grof8 gegeniiber g ist, z.B. n > e9.
Fiir n < ¢*° jedoch (nur dann ist f(£~!logn) # 0) ist dies nicht bekannt. SchlieBlich geht es in
dieser Arbeit ja gerade darum, dass fiir gewisse Restklassen a (mod ¢) nicht einmal garantiert
werden kann, dass diese eine Primzahl p < ¢*, sagen wir, enthalten.

Wir betrachten in S zuerst den Beitrag der n mit 1 < n < g, ((n,q) = 1). Fiir passende ¢ ist

1
¢(q) = ﬁq und E 1=o0(q). (7.7)
n<
A(n_)géO

Weiterhin kann man fiir solch kleine n nix iiber die Verteilung der Primzahlen in den Restklassen
(mod ¢) sagen - die Restklassen haben ja nur ein Element im Bereich [1, ¢]. Wegen und der
kontinuierlichen Verteilung von r(n) in [0, 4] kann man also nicht ausschlieflen, dass fiir jegliche
n, fiir die A(n) # 0 gilt, wir r(n) < € haben. Der Beitrag dieser betrachteten n zur Summe S

wire vermoge (7.6
1
< siﬂ/ f(t)e”\lt dt € e,
0

bei Betrachtung von (7.5) also vernachliissigbar. Der Beitrag der n € (g,¢'*¢] ist auch ver-
nachlédssigbar nach (7.6]).

Sei jetzt n € (¢**¢, ¢%]. Dann kann man das Problem der Gleichverteilung der Primzahlen
in den Restklassen teilweise 16sen mit Hilfe einer Brun-Titchmarsh Ungleichung?:

Theorem 7.1 (Motohashi, 1974, [33]). Seien a,q € N mit (a,q) = 1 und a liege nicht in einer
gewissen Ausnahmemenge mit O(q'=°2¢) Restklassen (mod q). Dann gilt fiir x > q'*¢

m(x;q,a) < 2(1+2€)x1 — O
©(q)log(zq™7) p(q)logz

Dabei ist C = C(t) = 2(1 4+ QE)t_%, wenn man x = q' setzt.
2

Wir nehmen im Folgenden an, dass wir letzteres Theorem fiir alle a ohne Ausnahmen ver-
wenden diirfen (was auch gehen wiirde). Um den Beitrag der betrachteten n méglichst ge-
nau abzuschitzen, teilen wir die Summation auf in endlich viele Teile n € (¢*, ¢®+1], wobei
l+e=ag < a; <...<ay = xg. Also bekommen wir M Teilsummen, die wir jeweils mit S;
(1 €{1,...,M}) bezeichnen. Halte fiir die nachfolgenden Uberlegungen ein S; fest.

Wir kénnen nicht ausschlielen, dass die ,,schlechtesten® Restklassen (d.h. diejenigen, fiir die
r(n) am kleinsten ist) alle extrem viele Primzahlen im Intervall (¢®, ¢®+'] enthalten. Nach der
Brun-Titchmarsh Ungleichung wiren das maximal ca. Cz(¢(q) logx)~1 Stiick (x = ¢+, C =
C(ay41)). Alle anderen (besseren) Restklassen kénnten keine Primzahl beinhalten. Geméf die-
sen Annahmen haben wir dann nach Primzahlsatz ca. C~1¢(q) Restklassen a (mod ¢q) (sei A die
Menge dieser a), welche alle im Intervall (¢*!, ¢*+1] ca. Cz(¢(q)logz)~! Primzahlen enthalten.
Die anderen Restklassen besitzen in diesem Intervall keine Primzahlen. Weiterhin ist r(a) fiir

3Es gibt verschiedene Versionen der Brun-Titchmarsh Ungleichung. Diese ist fiir unsere Zwecke die beste, die
uns bekannt ist.
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a € A so klein wie moglich, mit anderen Worten besteht also {r(a) | a € A} genau aus den
C~1p(q) kleinsten Werten der Menge {r(a) |1 <a <gq, (a,q) = 1}.

Nun ist (14+R{x;(a)}) = 14+cos(d;(a)), wobei §;(a) auf [0, 27] ndherungsweise gleichverteilt
ist fiir verschiedene a mit (a,q) = 1. Wegen dieser Gleichverteilung und der Konstruktion der
Menge A gilt dann fiir a € A ungeféhr

c-t. c!

Nimmt man zusétzlich an, dass die Verteilung von 6;(a) unabhéngig von 62(a) ist, so erhilt
man im , Mittel“*
C -1
r(n) ~ (1 + cos(m + %2@)? (7.8)
Setze nun in S; fiir 7(n) den Wert aus (7.8]) ein und streiche das xo(n). Teile die verbleibende
Summe in C~'¢(g) Summen S, iiber die verschiedenen Restklassen a € A ein; die anderen

Restklassen liefern nach Annahme keinen Beitrag. Benutzt man die obige Annahme zu der
Anzahl der Primzahlen in diesen Restklassen, so erhélt man insgesamt

M
27 Y YT D (logp)n M f(2 7 ogp)r(a)
=1 a€A ¢l <p<Lg™it?
p=a (mod q)
M —1 Qp41
~ > (1+ cos(m + C(O‘l%l)zw))?/ f(t)eMtdt
1=1 o

%/xo F)eMt(1 + cos(m + %)_12@)2 dt.
1

Dabei wurde angenommen, dass (11 — ;) klein genug ist in Abhéingigkeit von € und f. Ersetzt
man nun .Z 1S in (7.5 durch den soeben erhaltenen Wert, dann folgt

0< F(=A1) — F(0) — F(As — A1) + @ _ / FN (1 4 cos(r + ZC(0) ™)) de <. (7.9)

Optimiert man letzte Ungleichung nach f, so bekommt man fiir v = 1.09

A1 <£0.54 = Ao > 0.664.

Im Vergleich zu der trivialen Abschétzung von S ist dies eine Verbesserung um 0.008. Ver-
besserungen in dieser Gréflenordnung helfen uns nicht weiter (ab ca. 0.02 schon). Auflerdem
bemerken wir, dass wir an einer Stelle zu gut rechneten (némlich bei (7.8))). Weiterhin benutzen
wir spéter anstelle von etwas ungiinstigere Ungleichungen (mit drei anstatt zwei Faktoren),
so dass die Verbesserung dann nochmals kleiner wird. Letztendlich erwarten wir bei rigorosem
Vorgehen Verbesserungen von ca. 0.001 fiir die entsprechenden Abschétzungen der A; bzw. \'.

4Nehme hier an, dass (1 + R{x;(a)}) im Mittel gleich (1 + cos(m + CTAQW)) ist. Gehe dann grob vor und
multipliziere die beiden Mittel einfach miteinander, um das Mittel fiir r(n) zu schitzen. Man beachte, dass
aufgrund der Struktur der Funktion (1 + cos(w +t)) eine genauere Analyse einen noch schlechteren Wert fiir das
sogenannte Mittel liefern wiirde.
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7.7 Verbesserte Abschitzungen fiir ¢(y) - VB4

In den Ungleichungen vom Typ tauchen immer verschiedene Charaktere x auf. In der Regel
mussten wir fiir alle y die Abschitzung ¢(x) < % benutzen. Durch eine genauere Analyse der
Grofle der verschiedenen ¢(x) erhiilt Heath-Brown Verbesserungen fiir die A2-Abschitzungen im
Fall, dass x; und p; beide reell sind.

Konkret sieht die Verbesserung so aus, dass man in [23, Lemma 8.5] den Wert % = 0.4583...
durch 29176 = 0.4490... ersetzen kann. Dies fiihrt zu entsprechenden Verbesserungen an den Stel-
len, an denen letzteres Lemma angewendet wurde. Also in [23, Lemma 8.6] (ersetze 12 durch
19078) und damit auch in 23] Theorem 4 (S.268)]. Auflerdem bekommt man bessere Werte in [23]
Table 5, 6]. In ,,Table 5* beispielsweise bekommt man Verbesserungen der Ay-Abschétzungen

um ca. 0.05 — 0.15.

7.8 Eine weitere Variation in der Herleitung der Nullstel-
lendichte fiir grofle \ - VB6

Vergleiche fiir diesen Abschnitt die Kommentare und Notationen aus §3.2.2] und Die Kon-
stanten w, u, v, z wihlen wir so wie in [23] S.321 und Lemma 11.1]. Also w = ¢; —¢&, u = ¢+ 2¢;,
v=¢+2c1 + co, x =20+ 3c1 + co mit ¢; = 1—10 und cp = i.

Heath-Brown beschreibt in [23] S.335] eine grobe Vorgehensweise fiir dieses Potential, bei
der man eine Verbesserung der Konstante auf der rechten Seite der Ungleichung [23], (11.4)]
bekommt und zwar von F = 11.1666... auf % — 1 mit einem gewissen 7 < 0.0001. Es bleibt
die Frage, ob man das 1 durch eine Verfeinerung der Argumente merklich vergréoffern kann?
Wir fithrten eine gewisse Verfeinerung durch und bekamen nur n = 0.01, was sich iibersetzt in
einen Gewinn von < 0.001 fiir die zuléssige Linniksche Konstante L. Im Folgenden mo6chten wir
diese Verfeinerung skizzieren und dabei gleichzeitig zeigen, um was es sich bei diesem Potential
handelt.

Wir erinnern an die Ungleichung (3.29)), also

wa (1+0(Z Z Zanx : (7.10)
wobei wir 1 1 2 1
_ E Z@d n27p(X)(67n/X _ e*ng /U)§ (711)
d|n
und 1 2 1
= (O a2 (e X — e LUy (7.12)
d|n

setzen. Dabei ist g = z/Jg’V. In VB6 wird angemerkt, dass fiir einige n € N gilt
TL) = Z 9d =0.
d|n

Gleichung ([7.10) bleibt also wahr, wenn man fiir diese n dann b, = 0 anstelle von (|7.12) setzt.
Diese leichte Anderung in den b,, fithrt dann zu einer Verbesserung bei der Konstanten auf der

102



rechten Seite der Gleichung [23, (11.14)] um

oo

S = Z (Z Vq)?n e X — e‘"gz/U). (7.13)
hlr(L;)l:O e

Kann man S > 7' > 0 beweisen, so resultiert dies in eine Verbesserung von 1 = 5—n’ = 5 fiir
die Konstante auf der rechten Seite von [23, (11.4)].

Wir miissen einerseits bestimmen fiir welche n wir hy(n) = 0 haben und andererseits wie
ha(n) = Z Y
d|n

fiir diese n ausfillt, um schliefllich die Summe iiber diese n, also S, abschétzen zu kénnen. Zuerst
bemerken wir, dass hi(n) und ha(n) nur vom quadratfreien Teil von n (also [],,, p) abhéngen.

Hat n keinen oder genau einen Primfaktor, so ist hi(n) # 0. Wir betrachten im folgenden nur
diejenigen n, die genau drei Primfaktoren haben, also n = p{*p52p5®. Die Analyse fiir 4,5, ...
Primfaktoren geht analog und wird ,iiberproportional komplizierter“. Wir haben keinen Weg
gefunden alle n gleichzeitig zu betrachten und dies erscheint auch recht schwer, da hi(n) und
ha(n) sehr stark von der Anzahl der Primfaktoren von n und deren Lage zueinander abhiéingen.

Weiterhin liefert eine genauere Betrachtung der Summe ((7.13)) die Vermutung, dass die nicht
quadratfreien n nur einen vernachlissigbaren Beitrag verursachen®, also beschrinken wir uns auf
quadratfreie n. Wir betrachten ab jetzt also nur noch n = pypaps mit Primzahlen p; < py < ps.

Fiir diese n gilt
hi(n) =0 <= pipeps < W oder (p1p2 < W und ps > W).

Der Beitrag aller n mit 1 <n < W (< U) zu S ist wegen hao(n) = >, #(d) = 0 auch gleich
Null. Also bleibt jetzt die Aufgabe

Z ha(n)?n=t(e™/X — 67"32/[]) (7.14)
N=p1p2p3
p1p2<W, p3>W
zu berechnen. Es gilt 2w < u und w + v < v. Damit bekommt man fiir p1 < p2 < p3, p1pe < W
und p3 > W die Gleichung

log% p3e(€}01;2ap%]7
logpl P3 € (%7 p%]a
1% Ing% ng(E,UL
<log U> ho(p1p2ps) = { log p”‘gps ps € (@‘22‘,/1%], (7.15)
—logpy p3 € (%a pT]a
g2 pe (Y1),
0 sonst.

Wir zeigen beispielhaft, welchen Beitrag man zur Summe 1) bekommt fiir p3 € (p%, Ul:

5Diese Uberlegung basiert auf der folgenden Ungleichung, die fiir p1,p2, p3 > M(e) € N gilt:

1 1 1 1 1 1
DD D e a = <_°

S S P P ps® pipeps (=12 —1)(ps — 1) pip2ps T pip2ps
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Z hQ(n)Zn—l(e—n/X _ e—n$2/U)

n=p1p2p3, p1p2<W
Pse[%,U]

:M Z (u2ZL? — 2u.2 log ps + log® ps)

_ 2 ¢p2
(1) u) Z n=pip2ps

P1p2<W, p3 €[5, U]

ZI(Sl + Sy + 53)

P1P2pP3

Dabei entspricht 5; der Summe mit dem i-ten Term in der inneren Klammer. Mit

1
Zp_lzloglogx—i—C—i—O( >
log

p<z

bekommen wir fiir ¢ — oo, dass

(1+ o(1))u2.2? 1 1 1
S =t —_ -
! (v —u)2ZL? Zl 1 przUZ P
p1<W?2 p1<p2<4T o1 <P
(1 +o(1))u? 1 <l log(W/p1) > ( logU >

(v —u)? D1 log p1 log (U/p1)

1
p1<W?2

w

_(1+o(1))(vﬁ2u)2/02 % <logw85) (1oguﬁ8> ds.

Beim letzten Gleichheitszeichen benutzt man partielle Summation und den Primzahlsatz und
fithrt im anschlieBenden Integral die Substitution ¢ = ¢° durch (Empfehlung: wihle als zu

differenzierende Funktion h(t) = t~!log logh()‘g/t/ Y log log(gU[;t) aus).

Die gleiche Prozedur miissen wir auch fiir Sy und S3 durchfiihren und erhalten® S; 45, +S3 ~
0.0002. Dieselbe Prozedur muss fiir die anderen Félle in gemacht werden. Insgesamt
bekommen wir fiir den Beitrag der n = pipaps in ca. den Wert 0.002, bekommen also
ungefihr 7 > 0.002. Der entsprechende Beitrag fiir die angesprochene Konstante 11.16. .. ist
dann 7 ~ 0.01 (= 5--0.002).

Wir haben die Analyse auch mit 4 und 5 Primfaktoren vorangetrieben (man beachte, dass
die Kompliziertheit stark ansteigt, einerseits bei der Analyse von hj(t) und hs(t), andererseits
bei der Analyse der auftretenden Summen). Bei vier Primfaktoren haben wir beispielsweise fiir
eine zu S1 + S2 + 53 analoge Summe ca. den Wert 0.00004 erhalten. Dazu muss man sagen, dass
im Fall von vier Primfaktoren es mehr von diesen Summen geben wird, die zusammenzuaddie-
ren sind. Wir haben auch ein paar Berechnungen im Fall mit fiinf Primfaktoren durchgefiihrt.
Zusammenfassend ist aber festzuhalten, dass wir durch unsere Berechnungen kein fiir unsere
Zwecke hinreichend grofles 1’ beweisen konnten, noch bekamen wir einen Hinweis darauf, dass
durch eine viel langere Analyse ein solches zu erreichen gewesen wére.

Ahnliches gilt fiir die Verwendung von VB6 in Verbindung mit dem Verfahren aus [23] §4].
Dieses Verfahren haben wir in unserer Arbeit nicht verwendet, da das alternative Verfahren aus

6Die Rechnungen lassen sich vereinfachen, denn es gilt

1 1 w/2 w—s81 u _ 2
S1+ S+ S3 = +o(l) sTt s; ! Mds;gdsg dsq.
(’U - u)2 0 ! s1 2 u—s1 S3
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[23] §5] sich fiir unsere Zwecke als iiberlegen erwies.

7.9 Verbesserte Abschitzungen der Nullstellendichte fiir
kleine \ - VB8

Mit diesem Potential kann man die Abschéitzungen von N (A) fiir kleine A verbessern (verglichen
mit der Anwendung von [23, Lemma 12.1]), falls man gute Ay-Abschitzungen zur Verfiigung
hat. Konkret bekommt man gute Verbesserungen fiir den Fall A\; < 0.60 und fiir groferes A; nur
sehr geringe bis keine Verbesserungen. Unser Lemma [5.3| mit B; = D; = 0 erweist sich jedoch
fiir unsere Arbeit in allen A;-Bereichen als iiberlegen.

Wie bei VB4, so muss man auch hier keine weitere Arbeit mehr vornehmen. Aus [23 §12,
(16.7) und (16.8)] folgt sofort

Lemma 7.2 (S.336 in [23]). Seiene > 0, A € (0,2), A21 > 0 Konstanten mit Aa1 < . Weiterhin
sei [ eine Funktion, die Bedingung 1 und 2 erfillt und fir die gilt

F()\f)\21)>@ und (F()‘)\Ql)féo)>2>F()\2l)f(60).

Ferner gelte Ao > Aa1. Dann haben wir fiir ¢ > qo(e, f) die Abschitzung
N()) <38 42,

wobet o
F(=X21)(F(~Xa1) — £2)

Sy =
(P = do1) = £21)2 = F(=Dan) I

+e€.
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