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Zusammenfassung
Eine Lagrange Untermannigfaltigkeit L in einer symplektishen Mannigfal-tigkeit (M,ω) ist dadurh harakterisiert, dass ω|L = 0. Lagrange Mannig-faltigkeiten sind grundlegende Objekte der symplektishen Geometrie. EinVersuh der Klassi�zierung ist allerdings bereits im 4-dimensionalen äuÿerstshwierig.Die sih aufdrängende Frage, wann zwei Lagrange Untermannigfaltigkei-ten isotop sind, ist nur in wenigen Fällen zu beantworten. Dabei lassen sihniht nur Isotopien in der di�erenzierbaren Kategorie untersuhen. Besondersinteressant sind natürlih solhe, die auh mit der symplektishen Strukturverträglih sind, also Isotopien durh Lagrange Untermannigfaltigkeiten.Kotangentialbündel sind - nah den gerade-dimensionalen euklidishenRäumen - der am einfahsten zu konstruierende Typ symplektisher Man-nigfaltigkeiten. Wir untersuhen daher das Problem Lagranger Isotopien inKotangentialbündeln. Bisher wurde an vielen Stellen versuht, derartige Pro-bleme mit der Hilfe von pseudoholomorphen Kurven zu lösen. Wir zeigeneinen neuen Ansatz auf und wollen in diesem Zusammenhang Minimal�ä-hen verwenden, die ähnlihe Eigenshaften wie pseudoholomorphe Kurvenhaben, dabei allerdings �exibler und insbesondere leihter zu konstruierensind.Als Grundlage zeigen wir ein Theorem, nah dem wir eine spezielle Klassevon Lagrangen Zylindern im Kotangentialbündel mit einer Lagrangen Isoto-pie verbinden können, falls eine symplektishe Füllung existiert. Damit mei-nen wir eine eingebettete Familie von symplektishen Annuli, deren Ränderauf zwei gegebenen Lagrangen Untermannigfaltigkeiten liegen. iii



Diese Familie stellt eine Hyper�ähe im Kotangentialbündel dar. Wir ver-wenden dann den harakteristishen Fluss dieser Hyper�ähe, um eine geeig-nete Familie von Lagrangen Zylindern zu konstruieren.Es stellt sih die Frage, wie man solhe symplektishen Füllungen kon-struieren kann. Anstelle von pseudoholomorphen Kurven, wollen wir wie be-reits erwähnt Minimal�ähen nutzen. Deren Existenz ist einerseits leihter zukontrollieren, andererseits besitzen sie häu�g sehr gutartige Eigenshaften imZusammenhang mit symplektishen Strukturen.Wir untersuhen daher das Verhalten minimaler Annuli in symplektishenMannigfaltigkeiten und geben Kriterien dafür an, eingebettet und symplek-tish zu sein.Die vorliegende Arbeit möhte somit eine Grundlagen für eine Lösung desLagrangen Isotopie-Problems mithilfe von Minimal�ähen sha�en.Wir zeigen, dass Lagrange Punkte nur über den Rand einer Familie vonMinimal�ähen entstehen können, niemals spontan im Inneren. Kann manalso die Ränder hinreihend gut kontrollieren und siherstellen, dass eineUmgebung des Randes symplektish bleibt, so ist bereits die ganze Familiesymplektish.Zur Konstruktion von Familien von Minimal�ähen verwenden wir dieErgebnisse von Böhme und Tromba, um unter geeigneten Bedingungen an dieRandkrümmung zu zeigen, wie sih immersierte Familien von Minimal�ähenohne Verzweigungspunkte konstruieren lassen.Um die für uns notwendigen Eigenshaften der Familie von Minimal-�ähen siherzustellen, benötigen wir sehr starke Einshränkungen an dieLagrangen Zylinder. Das betri�t insbesondere den Versuh, siherzustellen,dass die Minimal�ähen der Familie paarweise disjunkt sind. Diese Starrheitverhindert shlieÿlih eine ausreihende Flexibilität bei der Wahl der Rand-daten, um Eingebettetheit siherzustellen, und das Einwandern LagrangerRandpunkte zu verhindern.Diese Einshränkungen sind mehr tehnisher Natur und es sollten deut-lih shwähere Ausgangsbedinungen an die Lagrangen Zylinder möglih sein.iv



Damit wäre zu einem späteren Zeitpunkt mehr Flexibilität vorhanden, umpassende Minimal�ähen auszuwählen, für die die Eingebettetheit bewiesenund Lagrange Randpunkte ausgeshlossen werden können.

v





Inhaltsverzeihnis
1 Grundlagen und Notation 11.1 Symplektishe Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Lagrange Isotopien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.3 Kotangentialbündel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Bekannte Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.5 Eigene Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 Entknoten mittels symplektisher Füllungen 192.1 Hyper�ähen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.2 Charakteristishe Blätterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.3 Entknoten Lagranger Zylinder . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 Minimal�ähen 333.1 De�nition und Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.2 Eingebettetheit von Minimal�ähen . . . . . . . . . . . . . . . 373.3 Komplexe Punkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.4 Lagrange Punkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.5 Anwendungen für Familien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.6 Indextheorie für Minimal�ähen . . . . . . . . . . . . . . . . . 564 Füllungen mit minimalen Annuli 634.1 Minimale Füllungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.2 Existenz minimaler Füllungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

vii





Kapitel 1
Grundlagen und Notation
Wir wollen zunähst einige Grundbegri�e aus der symplektishen Geome-trie zusammenstellen. Zu Beginn erläutern wir kurz, was eine symplektisheMannigfaltigkeit ist und führen fast-komplexe Strukturen ein. Die für unsinteressanten Lagrangen Untermannigfaltigkeiten werden de�niert und eini-ge zentrale Eigenshaften erläutert. Shlieÿlih wenden wir uns den Kotan-gentialbündeln zu, die uns als umgebende Räume durh die gesamte Arbeitbegleiten werden. Dabei führen wir die wihtigsten Notationen und Begri�eein. Eine darüber hinaus gehende Einführung in die symplektishe Geometrie�ndet sih zum Beispiel in [MS98℄.1.1 Symplektishe GeometrieEine symplektishe MannigfaltigkeitX ist eine di�erenzierbare Mannigfaltig-keit zusammen mit einer geshlossenen, niht-degenerierten 2-Form ω. Füreine symplektishe Mannigfaltigkeit (X,ω) der Dimension 2n erfüllt ω alsodie beiden Bedingungen

dω = 0 (1.1.1)
ωn 6= 0 (1.1.2)Symplektishe Mannigfaltigkeiten sind o�enbar immer von gerader Dimensi-on, da sonst ω niht niht-degeneriert sein kann. Eine Untermannigfaltigkeit1



1.1 Grundlagen und Notation
M ⊂ (X,ω) heiÿt symplektish, falls ω|M niht-degeneriert ist.Falls im umgekehrten Extremfall ω|M vershwindet, so heiÿt M isotropund im Falle dimM = n Lagrange. Man beahte, dass n die maximale Di-mension isotroper Untermannigfaltigkeiten darstellt.Morphismen zwishen symplektishen Mannigfaltigkeiten sollen selbstver-ständlih die symplektishe Struktur erhalten. Ein Di�eomorphismus

φ : (X,ωX) → (Y, ωY ) (1.1.3)heiÿt Symplektomorphismus, falls
φ∗ωY = ωX . (1.1.4)Entsprehend heiÿen zwei symplektishe Mannigfaltigkeiten (X,ωX), (Y, ωY )symplektomorph, falls es einen Symplektomorphismus

φ : (X,ωX) → (Y, ωY ) (1.1.5)gibt.Eine zentrale Eigenshaft symplektisher Mannigfaltigkeiten ist das Feh-len lokaler Invarianten. Im Gegensatz zur Riemannshen Geometrie, wo lokaleInvarianten wie die Krümmung eine wihtige Rolle spielen, sind alle symplek-tishen Mannigfaltigkeiten lokal symplektomorph.Lokales Modell ist dabei eine Umgebung im euklidishen Raum R2n mitder Standardform
ω0 =

n
∑

i=1

dxi ∧ dyi. (1.1.6)Es gilt nämlih das Theorem von Darboux, welhes zeigt, dass alle anderensymplektishen Mannigfaltigkeiten lokal symplektomorph zu (R2n, ω0) sind(s. [MS98℄).Theorem 1.1. Sei (X,ω) eine symplektishe Mannigfaltigkeit der Dimensi-on 2n. Dann gibt es für jeden Punkt p ∈ X eine Umgebung U , eine o�eneMenge V in R2n und einen Di�eomorphismus φ : U → V so dass φ∗ω0 = ω.2



Symplektishe Geometrie 1.1Für n = 1 ist das Modell einer symplektishen Mannigfaltigkeit also R2mit ω0 = dx ∧ dy. Jede 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist gleihzeitigLagrange.Interessanter ist der Fall n = 2. Hier betrahten wir den 4-dimensionaleneuklidishen Raum zusammen mit der symplektishen Struktur ω0 = dx1 ∧

dy1 + dx2 ∧ dy2. Lagrange sind hier Flähen, d.h. 2-dimensionale Unterman-nigfaltigkeiten. O�enbar sind hier niht mehr alle Flähen Lagrange Unter-mannigfaltigkeiten, wie das Beispiel des symplektishen Unterraumes, derdurh die Vektoren ∂x1, ∂y1 aufgespannt wird, zeigt.Es ist häu�g sinnvoll, beim Studium symplektisher Mannigfaltigkeitenzusätzlihe Strukturen einzuführen. Neben Riemannshen Metriken ist hier-bei besonders das Zusammenspiel von symplektishen und fast-komplexenStrukturen hervorzuheben, welhes sih in vielen Fällen als nützlih erweist.De�nition 1.2. Eine fast-komplexe Struktur J auf einer di�erenzierbarenMannigfaltigkeit X ist ein Bündel-Isomorphismus
J : TX → TX (1.1.7)so dass
J2 = −id. (1.1.8)Sei X eine symplektishe Mannigfaltigkeit mit symplektisher Form ω.Dann heiÿt eine fast-komplexe Struktur J zahm, falls in jedem Punkt p ∈ X

ω(v, Jv) ≥ 0 (1.1.9)für alle Tangentialvektoren v ∈ TpX gilt, mit Gleihheit genau dann, falls
v = 0.Eine zahme fast-komplexe Struktur heiÿt kompatibel, falls zusätzlih füralle p ∈ X gilt:

ω(v, w) = ω(Jv, Jw) für v, w ∈ TpX (1.1.10)Dann ist
gJ(v, w) = ω(v, Jw) (1.1.11)3



1.1 Grundlagen und Notationeine Riemannshe Metrik. Umgekehrt läÿt sih die symplektishe Strukturaus J und gJ zurükgewinnen. Es gilt:
ω(v, w) = gJ(Jv, w) (1.1.12)Zu jeder symplektishen Mannigfaltigkeit gibt es ein Vielzahl kompati-bler fast-komplexer Strukturen. Dabei ist der Raum aller kompatiblen fast-komplexen Strukturen zusammenziehbar ([MS98℄, Proposition 4.1).Eine fast-komplexe Struktur J heiÿt integrabel, falls es komplexe Karten
φ : U → X,U ⊂ C

n (1.1.13)gibt, so dass
dφ ◦ i = J ◦ dφ, (1.1.14)also dφ eine i-J-lineare Abbildung ist. Daraus folgt, dass X eine komplexeMannigfaltigkeit mit komplexer Dimension dimC = n ist.Eine symplektishe Mannigfaltigkeit (X,ω) mit einer integrablen, zu ωkompatiblen, fast-komplexen Struktur J heiÿt Kähler-Mannigfaltigkeit. DieMetrik gJ heiÿt dann Kähler-Metrik und ω wird auh Kähler-Form genannt.Anders gesagt ist eine Kähler-Mannigfaltigkeit eine komplexe Mannigfaltig-keit der komplexen Dimension n, zusammen mit einer Riemannshen Me-trik g und einer niht-degenerierten 2-Form auf der zugrunde liegenden 2n-dimensionalen reellen Mannigfaltigkeit, so dass:

ω(v, w) = g(Jv, w) (1.1.15)wobei J : TpX → TpX die durh die komplexen Karten auf TpX induzierteMultiplikation mit i darstellt.Zur Integrabilität von fast-komplexen Strukturen lässt sih festhalten:Eine fast-komplexe Struktur J auf einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit
X ist genau dann integrabel, wenn der Nijenhuis-Tensor

NJ(v, w) := [Jv, Jw] − J [Jv, w] − J [v, Jw] − [v, w] (1.1.16)auf allen Vektorfeldern v, w : X → TX vershwindet. Auf 2-dimensionalenMannigfaltigkeiten, d.h. Flähen, vershwindet der Nijenhuis-Tensor immer.4



Lagrange Isotopien 1.2Daher ist eine fast-komplexe Struktur auf einer Riemannshen Flähe immerintegrabel.1.2 Lagrange IsotopienIn der klassishen Knotentheorie werden Einbettungen von S1 → R3 klassi�-ziert. Dabei werden zwei Einbettungen genau dann als äquivalent angesehen,falls sie sih durh eine Familie von Einbettungen ineinander überführen las-sen, also isotop sind. Als Knoten oder �verknotet� bezeihnen wir eine Ein-bettung, die niht zur Standard-S1 ⊂ R
2 ⊂ R

3 isotop ist.Wir müssen noh de�nieren, was genau wir unter eine Isotopie verstehenwollen. Seien M,N zwei di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten.De�nition 1.3. Eine (Ck)-Isotopie von M in N ist eine (Ck)-glatte Abbil-dung:
F : M × I → N (1.2.1)so dass die Abbildungen
Ft : M → N (1.2.2)

x 7→ F (x, t) (1.2.3)für jedes t ∈ I Einbettungen sind. Die beiden Einbettungen F0, F1 heiÿendann zueinander isotop.Bemerkung 1.4. Um im Folgenden stets eine ausreihende Di�erenzierbarkeitgewährleisten zu können, setzen wir k >> 5 voraus, wobei es sih hierbei nihtum eine sharfe Bedingung handelt. Wir fordern also, dass alle Abbildungen"glatt genug sind", umgehen aber die tehnishen Shwierigkeiten, die auseiner Verwendung von C∞-glatten Abbildung entstehen.Sofern niht explizit anders erwähnt, meinen wir entsprehend mit glattimmer Ck-glatt.Ein Spezialfall sind Isotopien für die M = N . Solhe Isotopien heiÿenauh Di�eotopien. Ist U ⊂ N eine Untermannigfaltigkeit, und ι : U → N die5



1.2 Grundlagen und NotationInklusion, so nennen wir Isotopien Ft mit F0 = ι auh Isotopien von U undsagen, dass die Untermannigfaltigkeit F1(U) isotop zu U ist. Es stellt sih dieFrage, wann solhe Isotopien zu Di�eotopien fortgesetzt werden können. Fürkompakte Untermannigfaltigkeiten U ⊂ N und ∂N = ∅ liefert dass folgendeTheorem die Antwort (s. [Hir94℄, Thm 1.3):Theorem 1.5. Sei U ⊂ N eine kompakte Untermannigfaltigkeit und F :

U × I → N eine Isotopie von V . Dann gibt es eine Fortsetzung von Ft zueiner Di�eotopie F̃t : N × I → N .In diesem Fall können Isotopien von kompakten Untermannigfaltigkei-ten also stets fortgesetzt werden. Dennoh ist die Untersheidung zwishenDi�eotopien und Isotopien von Bedeutung. Insbesondere wenn wir noh zu-sätzlihe Bedingungen an die Isotopien stellen, ist keineswegs klar, ob sihdiese - inklusive der zu erfüllenden Bedingungen - zu Di�eotopien fortsetzen.In gröÿeren Dimensionen, insbesondere im R
4, gibt es keine verknotetenEinbettungen der Form S1 → Rn. Alle Einbettungen S1 → Rn, n > 3 sindisotop.Wir vergröÿern daher die Dimension des De�nitionsbereihs, betrahtenalso nunmehr Einbettungen von geshlossenen Flähen Σ → R4. Sei dazu Σeine vorgegebene geshlossene Riemannshe Flähe ohne Rand und φ1, φ2 :

Σ → R4 zwei Einbettungen von Σ in R4.Wie im Fall von Knoten in R3 können wir fragen, ob zwei derartige Flä-hen isotop sind. O�enbar ist das niht automatish der Fall, wie man amBeispiel eines um eine Ahse rotierten Knotens sieht. Sei k : S1 → R3
+ eineEinbettung von S1 im oberen Halbraum

R
3
+ =

{

(x1, x2, x3)
∣

∣ x3 > 0
} (1.2.4)und betrahte die Abbildung

Ψ : R
3
+ × S1 → R

4 (1.2.5)
((x1, x2, x3), θ) 7→ (x1, x2, x3 sin(θ),−x3 cos(θ)) (1.2.6)6



Lagrange Isotopien 1.2

PSfrag replaements R
3
+

R4

k

Abbildung 1.1: Konstruktion einer verknoteten Flähe durh Rotation einesKnotens in R3Dann ist
Σ = S1 × S1 → R

4 (1.2.7)
(s, θ) 7→ Ψ(k(s), θ) (1.2.8)ein eingebetteter Torus in R

4 (s. Abbildung 1.2). Dieser ist genau dann iso-top zum Standard-Torus S1 × S1 ⊂ R4, wenn die Einbettung k isotop zumUnknoten ist. Es maht also Sinn, von �verknoteten� Flähen bzw. Unter-mannigfaltigkeiten in R4 zu sprehen.Für beliebige 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten gibt es zusätzlih topo-7



1.2 Grundlagen und Notationlogishe Hindernisse, damit zwei Einbettungen einer geshlossenen Riemann-shen Flähe Σ isotop zueinander sein können. Nehmen wir an,
φ0, φ1 : Σ → X (1.2.9)sind Einbettungen von Σ in eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit. Dannrepräsentieren die Bilder Σ0 = φ0(Σ) und Σ1 = φ1(Σ) Homologieklassen

A = [Σ0], B = [Σ1] ∈ H2(M). Falls φ0, φ1 und damit Σ0,Σ1 isotop sind, mussjedenfalls A = B gelten.Uns interessieren an dieser Stelle allerdings nur di�erentialgeometrisheObstruktionen, d.h. wir werden stets voraussetzen, dass die zu untersuhen-den Flähen homolog und di�eomorph sind.In unserem Fall sind die Objekte, die wir klassi�zieren möhten, LagrangeUntermannigfaltigkeiten in symplektishen Mannigfaltigkeiten. Im Grundeist die Situation eine ganz ähnlihe wie zuvor. Wir betrahten nun Isotopie-Klassen von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten. Die einfahste Frage dies-bezüglih ist: Gibt es verknotete Lagrange Untermannigfaltigkeiten? Odersind vielleiht alle Lagrangen Untermannigfaltigkeiten isotop zueinander?Zunähst müssen wir erklären, was genau �isotop� für eine LagrangeUntermannigfaltigkeit bedeuten soll. Aufgrund der zusätzlihen (symplek-tishen) Struktur auf dem umgebenden Raum lassen sih drei Typen vonIsotopien untersheiden:(i) Isotopien in der di�erenzierbaren Kategorie(ii) Lagrange Isotopien(iii) Hamiltonshe IsotopienIn der di�erenzierbaren Kategorie gilt: Zwei Lagrange Untermannigfal-tigkeiten L0, L1 heiÿen (di�erenzierbar) isotop, falls es eine Familie Lt vondi�erenzierbaren Einbettungen gibt, die die beiden verbindet.Zusätzlih können wir nun auh die symplektishe Struktur in Betrahtziehen und verlangen, dass die Eigenshaft, Lagrange zu sein, während der8



Lagrange Isotopien 1.2Isotopie erhalten bleibt. Entsprehend heiÿen L0, L1 Lagrange isotop, fallssih die Familie Lt durh Lagrange Einbettungen realisieren lässt.Hamiltonsh isotop zu sein ist eine noh stärkere Forderung: Sind zwei La-grange Untermannigfaltigkeiten Hamiltonsh isotop, so gibt es eine Isotopie
φt, so dass

vt :=
d

dt
φt (1.2.10)ein Hamiltonshes Vektorfeld ist, d.h. die 1-Form

vtyω = ω(vt, ·) (1.2.11)ist exakt. Mit anderen Worten gibt es eine (zeitabhängige) Funktion
Ht : X → R, (1.2.12)deren Hamiltonsher Fluss eine Isotopie zwishen L0, L1 darstellt.O�enbar gilt: Hamiltonsh isotop (1.2.13)

⇒Lagrange isotop (1.2.14)
⇒di�erenzierbar isotop (1.2.15)Die folgende Fragestellung ist auh als �Lagranges Isotopie Problem� be-kannt: Seien L0, L1 gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeiten in einer sym-plektishen Mannigfaltigkeit X der reellen Dimension 4. Wann sind die Flä-hen L0, L1 isotop (in einer der drei obigen Weisen) zueinander?Für beliebige X ist eine allgemeine Antwort auf das Lagrange IsotopieProblem unbekannt und shon für R4 ist die Frage niht vollständig beant-wortet. Beshränken wir uns noh weiter, so bietet sih als symplektisheMannigfaltigkeit das Kotangentialbündel einer Riemannshen Flähe Σ an.Dieses ist in kanonisher Weise eine symplektishe Mannigfaltigkeit. Sindnämlih (p1, p2) Koordinaten auf Σ und (p1, p2, q1, q2) die induzierten Koor-dinaten auf T ∗Σ, so haben wir zunähst die kanonishe 1-Form auf T ∗Σ

λ :=

2
∑

i=1

qidpi (1.2.16)9



1.3 Grundlagen und NotationO�enbar ist ω = −dλ eine niht-degenerierte, geshlossene 2-Form und damitsymplektish. Da λ niht von der Wahl der Koordinaten (pi) auf Σ abhängt,ist auh ω unabhängig von den Koordinaten auf Σ de�niert.Die Betrahtung von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten in Kotangenti-albündeln entspriht bei genauerem Hinsehen einer lokalen Sihtweise. Sei Lnämlih eine kompakte Lagrange Untermannigfaltigkeit in einer beliebigensymplektishen Mannigfaltigkeit X. Dann ist nah dem Lagrangen Umge-bungssatz eine Umgebung von L symplektomorph zu einer Umgebung desNullshnitts im Kotangentialbündel von L. Für eine Lagrange Untermannig-faltigkeiten L ⊂ X können wir C0-nahe Lagrange Untermannigfaltigkeitenalso als Untermannigfaltigkeiten von T ∗L au�assen - unabhängig von X. Die-se Tatsahe ist Inhalt des wohlbekannten Lagrangen-Umgebungssatzes vonWeinstein [Wei71℄ (s. beispielsweise [MS98℄):Theorem 1.6. Sei (X,ω) eine symplektishe Mannigfaltigkeit und L ⊂ Xeine kompakte Lagrange Untermannigfaltigkeit. Dann existiert eine Umge-bung N(L0) ⊂ T ∗L des Nullshnitts L0, eine Umgebung V ⊂ X von L undein Di�eomorphismus φ : N(L0) → V so dass
φ∗ω = − dλ, φ|L = id (1.2.17)wobei λ die kanonishe 1-Form auf T ∗L bezeihnet.Aus diesem Grund sheint es naheliegend zu sein, das Lagrange Isotopie-Problem zunähst auf Kotangentialbündeln zu lösen und niht - wie manvielleiht vermuten könnte, im euklidishen R4.Betrahten wir eine Riemannshen Flähe Σ und eine Lagrange Einbet-tung Σ → (T ∗Σ,−dλ). Wir setzen voraus, dass diese homolog (und damithomotop) zum Nullshnitt ist. Entsprehend der obigen Typen von Isotopienergeben sih dann drei Fragestellungen: Ist die Lagrange Untermannigfaltig-keit di�erenzierbar, Lagrange oder sogar Hamiltonsh isotop?10



Kotangentialbündel 1.3
PSfrag replaements T ∗L

Abbildung 1.2: Shematishes Bild eines Bündels1.3 KotangentialbündelWir werden das Lagrange Isotopie-Problem für Kotangentialbündel über Flä-hen untersuhen. Genauer gesagt shränken wir uns auf eine ganz spezielleFlähe, nämlih den Zylinder S1 ×R ein. Er soll den Grundbaustein für denallgemeinen Fall von beliebigen Riemannshen Flähen darstellen.Sind
(θ, t), 0 ≤ θ < 2π, t ∈ R (1.3.1)Koordinaten auf S1 × R, so induzieren diese auh Koordinaten auf dem Ko-tangentialbündel
X := T ∗(S1 × R). (1.3.2)Über einem Punkt (θ, t) ist nämlih T ∗

(θ,t)(S
1 × R) aufgespannt durh dθ, dt.Das liefert eine Trivialisierung

X
∼=
→ S1 × R × R

2 ∼= S1 × R
3 (1.3.3)mit Koordinaten (θ, t, x, y).Auf X existiert eine kanonishe symplektishe Form ω0, gegeben durh

ω0 = dθ ∧ dx+ dt ∧ dy (1.3.4)Sei φ : S1 × R → X eine Immersion und bezeihne
L := φ(S1 × R) (1.3.5)11



1.3 Grundlagen und Notationdas Bild von φ. Dann heiÿt L Lagrange, falls überall φ∗ω0 = 0 gilt. EinfahstesBeispiel für eine Lagrange Untermannigfaltigkeit ist der Nullshnitt:
φ0 : (θ, t) 7→ (θ, t, 0, 0) (1.3.6)Dann ist φ∗

0ω0 = 0 nah De�nition von ω0. Allgemein ist ein Shnitt
φ : (θ, t) 7→ (θ, t, x(θ, t), y(θ, t)) (1.3.7)genau dann Lagrange, falls die zu dem Shnitt φ gehörige 1-Form

αφ = x dθ + y dt (1.3.8)geshlossen ist. Ist αφ sogar exakt, so heiÿt auh φ (bzw. die durh φ gegebeneLagrange Untermannigfaltigkeit Lφ) exakt.Im Fall von Kotangentialbündeln ist ω0 niht nur geshlossen, sondernsogar exakt, d.h. ω0 = − dλ0 für
λ0 = x dθ + y dt. (1.3.9)Die 1-Form λ0 heiÿt auh Liouville-Form auf X. Der Pullbak von λ0 untereinem Shnitt φmit einem Shnitt entspriht der zugehörigen 1-Form αφ. DasBild einer Abbildung φ ist also genau dann Lagrange, falls φ∗λ0 geshlossenist.Des weiteren wird die Existenz einer Riemannshen Metrik in vielen Fäl-len eine Hilfe sein. Insbesondere werden wir einigen Gebrauh von Minimal-�ähen mahen, für die die Wahl einer geeigneten Metrik natürlih essentiellist. Im Fall das Zylinders bietet sih die Wahl einer kanonishen glatten Me-trik an, die zudem �ah ist, nämlih die Standard-Produktmetrik auf S1×R.Mit Hilfe der Koordinaten auf X können wir diese leiht auf X fortsetzenund erhalten eine �ahe Metrik g auf ganz X.In Koordinaten (θ, t, x, y) auf X ist dann (gij) = id.Ebenso besitzt X eine passende komplexe Struktur J :12



Bekannte Ergebnisse 1.4
J =













0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0













(1.3.10)Damit wird X zu einer Kähler-Mannigfaltigkeit mit komplexen Karten
(θ, t, x, y) 7→ (θ + ix, t + iy) ∈ C

2 (1.3.11)Die Metrik auf S1 × R ist �ah, ebenso die induzierte Metrik auf X. Aufdiese Weise wird X = T ∗(S1 × R) zu einer �ahen Kähler-Mannigfaltigkeit.1.4 Bekannte ErgebnisseZunähst konnten Eliashberg und Polterovih 1996 in [EP96℄ ein lokales Er-gebnis formulieren:Theorem 1.7. Jede Lagrange Einbettung von R2 in (R4, ω0), die im Unend-lihen �ah ist, ist isotop zur �ahen Einbettung. Die Isotopie kann durheine Hamiltonshe Isotopie mit kompaktem Träger realisiert werden.1993 zeigten dieselben Autoren in [EP93℄, dass im Kotangentialbündelvon S2 oder T 2 jede Lagrange Flähe, die homolog zum Nullshnitt ist, (inder di�erenzierbaren Kategorie) isotop zum Nullshnitt ist:Theorem 1.8 (Thm 1.1.A in [EP93℄). Sei Σ die Sphäre S2 oder der Torus
T 2. Dann ist jede Lagrange Flähe L ⊂ T ∗Σ, die homolog zum Nullshnittist auh isotop zum NullshnittDabei ist bemerkenswert, dass niht vorausgesetzt wird, dass L di�eo-morph zu Σ (und damit dem Nullshnitt) ist. Vielmehr reiht, dass L dieselbeHomologieklasse repräsentiert wie der Nullshnitt.Eine gute Übersiht über einige zentrale Ergebnisse zu Lagrangen Isoto-pien �ndet sih in der Arbeit [EP97℄. 13



1.5 Grundlagen und NotationNatürlih steht zu vermuten, dass dieses Ergebnis auh über anderenRiemannshen Flähen gilt. Auÿerdem würde man isotop gern durh dasstärkere Lagrange isotop ersetzen.Vermutung 1.9. Sei L eine Riemannshe Flähe und L→ T ∗L eine zusam-menhängende Lagrange Untermannigfaltigkeit, die homolog zum Nullshnittin T ∗L ist. Dann ist L (Lagrange) isotop zum Nullshnitt.In der di�erenzierbaren Kategorie wurde ein entsprehendes Resultat vonHind und Ivrii gezeigt.Theorem 1.10 ([HI06℄, Thm 1.1). Sei T ∗L das Kotangentialbündel einerRiemannshen Flähe mit ihrer kanonishen symplektishen Struktur und
L1 ⊂ T ∗L sei eine zusammenhängende Lagrange Untermannigfaltigkeit, diehomolog zum Nullshnitt L0 in T ∗L ist. Dann ist L1 di�erenzierbar isotop zu
L0.Ebenso wie in der Argumentation von Eliashberg und Polterovih wer-den die Lagrangen Untermannigfaltigkeiten dabei aber nah der Einführungpassender neuer Strukturen zu symplektishen Untermannigfaltigkeiten. Fürdiese wird dann ein analoges �symplektishes Isotopie-Problem� gelöst. Aufdiese Weise lassen sih folglih nur di�erenzierbare, niht aber Lagrange Iso-topien erzeugen.Der Beweis von Theorem 1.7 wird anders angegangen: Existiert eine ge-eignete (�einfahe�) Hyper�ähe, die die Lagrange und die �ahe Ebene ent-hält, so kann man mit Hilfe der harakteristishen Blätterung eine LagrangeIsotopie konstruieren. Diesen Weg wollen wir auh in unseren Untersuhun-gen verfolgen. Während in den zugehörigen Beweisen jedoh Gebrauh vonpseudoholomorphen Kurven gemaht wird, werden wir Minimal�ähen ver-wenden, um geeignete Hyper�ähen zu konstruieren.1.5 Eigene ErgebnisseVon obigen Ergebnissen ausgehend wollen wir eine Lagrange Isotopie kon-struieren. Wir konzentrieren uns dabei auf einen Spezialfall: Als Riemannshe14



Eigene Ergebnisse 1.5Mannigfaltigkeit wählen wir den Zylinder und setzen voraus, dass L auÿer-halb einer kompakten Menge mit einem konstanten Shnitt in T ∗(S1 × R)übereinstimmt.Wir betrahten die folgende Situation: L ∼= S1 × R sei ein Ck-glatterLagranger Zylinder in X = S1 ×R3, wobei L auf {|t| > C} für ein r > 0 mitdem Standard-Zylinder
Zr =

{

(θ, t, r, 0) ∈ X
∣

∣ (θ, t) ∈ S1 × R
} (1.5.1)übereinstimmen soll. Dann bezeihnen wir mit Ft die "Fasern"

Ft =
{

(θ, τ, x, y) ∈ S1 × R
3

∣

∣ τ = t
} (1.5.2)und mit Γt den Shnitt von L mit Ft:

Γt := L ∩ Ft. (1.5.3)Sei φ : S1×R → X eine Ck-glatte Parametrisierung von L. Mit γt bezeihnenwir die Kurven
γt =

{

(θ, τ, 0, 0) ∈ S1 × R
3; τ = t

} (1.5.4)auf dem Nullshnitt
L0 =

{

(θ, τ, 0, 0) ∈ S1 × R
3
} (1.5.5)d.h. die Shnitte L0 ∩ Ft.Wir setzen von hier an voraus, dass L die folgenden Bedingungen erfüllt:(i) Γt ist für alle t ∈ R eine einfah geshlossene Kurve in Ft mit

tc(Γt) ≤ 2π (1.5.6)(ii) φ(θ, t) = (θ, t, r, 0) für |t| > C, r > 0 und eine Parametrisierung φ von
L.(iii) L ∩ L0 = ∅ 15



1.5 Grundlagen und Notationwobei wir mit tc(Γt) die totale Krümmung von Γt bezeihnen: Ist c : S1 → Γteine Bogenlängen-Parametrisierung von Γt, so sei
tc(Γt) =

∫

Γt

|c′′(s)| ds (1.5.7)Im Kapitel 2 erläutern wir zunähst, wie sih eine Lagrange Untermannig-faltigkeit mit Hilfe einer geeigneten Hyper�ähe entknoten lässt. Der Beweisnutzt die harakteristishe Blätterung der Hyper�ähe und beruht auf Ideenvon [EP96℄.Theorem A (Theorem 25). Sei L eine Lagrange Untermannigfaltigkeit, diefür |t| > C mit einem der Standard-Zylinder Zr, r > 0 übereinstimmt.Falls es eine Ck-glatte symplektishe Füllung zwishen L und L0 gibt, diefür |t| > C mit der Standard-Füllung
Art =

{

(θ, t, ρ, 0) ∈ X
∣

∣ θ ∈ S1, 0 ≤ ρ ≤ r
} (1.5.8)von Zr übereinstimmt, so ist L Lagrange unverknotet. Genauer gesagt gibtes eine Ck−1-glatte Familie Lρ Lagranger Untermannigfaltigkeiten, die auf

{|t| > C} mit den Standard-Zylindern Zρ übereinstimmt und L mit L0 ver-bindet.Dabei verstehen wir unter einer symplektishen Füllung zwishen L und
L0 eine Familie eingebetteter, disjunkter, symplektisher Annuli At mit Randauf L,L0, so dass ∂⋃

At = L∪L0. Die Vereinigung der Annuli ist dann eineHyper�ähe deren Rand aus der Lagrangen und dem Nullshnitt besteht unddie durh die symplektishen Annuli geblättert ist.Es stellt sih die Frage, wie sih solhe Hyper�ähen auf kontrollierteWeise konstruieren lassen. Dazu wollen wir Minimal�ähen verwenden. Überdiese sind zahlreihe Ergebnisse bekannt, auh über ihre speziellen Eigen-shaften in Kähler-Mannigfaltigkeiten. Wir betrahten daher in Kapitel 3 diewihtigsten Eigenshaften von Minimal�ähen in Kähler-Mannigfaltigkeiten.Zunähst sind Stabilität und Eingebettetheit als rein di�erentialgeometri-she Eigenshaften von Bedeutung. Im unserem Zusammenhang ist darüber16



Eigene Ergebnisse 1.5hinaus das Zusammenspiel mit auf der umgebenden Mannigfaltigkeit gege-benen komplexen und symplektishen Strukturen von Bedeutung. Wir un-tersuhen daher shlieÿlih das Auftreten komplexer und Lagranger Punkteauf Minimal�ähen mit Rand.Das bekannte Ergebnis, dass die Anzahl von komplexen Punkten einerMinimal�ähe eine topologishe Invariante ist, übertragen wir auf Flähenmit Rand. Es zeigt sih, dass solhe Punkte ausshlieÿlih über den Randentstehen können. Ähnlihes gilt für Lagrange Punkte. Genauer zeigen wir:Proposition 1.11 (Proposition 3.20). Sei Mt eine Ck-glatte Familie vonMinimal�ähen mit Rand in einer symplektishen 4-dimensionalen Mannig-faltigkeit. FallsM0 symplektish ist und für kein t am Rand von Mt LagrangePunkte auftreten, so sind alle Mt symplektish.Um eine geeignete Hyper�ähe zum Entknoten zu konstruieren, verwen-den wir in Kapitel 4 Familien von Minimal�ähen. Wie zuvor setzen wirvoraus, dass L ∼= S1 × R ein eingebetteter, Ck-glatter Lagranger Zylinder in
X = S1 × R

3 ist, der folgenden Bedingungen genügt:(i) Γt ist für alle t ∈ R eine einfah geshlossene Kurve in Ft mit
tc(Γt) ≤ 2π (1.5.9)(ii) φ(θ, t) = (θ, t, r, 0) für |t| > C, r > 0 und eine Parametrisierung φ :

S1 × R → L von L.(iii) L ∩ L0 = ∅Konkret zeigen wir:Theorem B (S. 65). Sei L ⊂ X ein Lagranger Zylinder, der obige Bedingun-gen erfüllt. Falls für jedes t eine nihtkonstante, subharmonishe Funktion
ut : X → R (1.5.10)existiert, so dass

ut|Γt
= ut|L0

= const, (1.5.11)17



1.5 Grundlagen und Notationso gibt es eine Füllung mit minimalen Annuli zwishen L und dem Nullshnitt
L0.Auf diesem Weg können wir für geeignete Lagrange Flähen eine Füllungkonstruieren, wobei noh o�en ist, unter welhen Bedingungen diese Füllungeine symplektishe Füllung ist. Wir werden abshlieÿend einige Bedingun-gen untersuhen, die geeignet sein könnten, siherzustellen, dass die Füllungsymplektish ist. Hierbei genügt es aufgrund von Proposition 3.20, die Rän-der der Minimal�ähen zu kontrollieren und zu verhindern, dass am RandLagrange Punkte entstehen.Könnte man siherstellen, dass eine solhe Füllung auh symplektishist, könnte man die gesuhte Lagrange Isotopie mit Hilfe von Theorem 2.3konstruieren.

18



Kapitel 2
Entknoten mittels symplektisherFüllungen
Um einen Weg zu �nden, eine gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeitdurh eine Familie Langranger Untermannigfaltigkeiten auf den Nullshnittzu isotopieren, ist es notwendig, zusätzlihe Strukturen zu konstruieren. Wirbetrahten zunähst eine (geshlossene) Riemanshe Flähe L. Sei L1 eine zu
L di�eomorphe und homologe Untermannigfaltigkeit in T ∗L. Im Spezialfall,dass L1 ein Shnitt in T ∗L ist, d.h. Bild einer geshlossenen 1-Form, so ist Ltrivialerweise Lagrange isotop zum Nullshnitt L0.In diesem Fall nennen L1 auh Lagrange unverknotet. Im allgemeinen nen-nen wir eine Lagrange Untermannigfannigfaltigkeit in der Homologieklassevon L0 Lagrange unverknotet, falls sie Lagrange isotop zum Nullshnitt ist.Hätten wir also ein Symplektomorphismus

Ψ : T ∗L→ T ∗L (2.0.1)so dass Ψ(L1) ein Shnitt in T ∗L wäre, so wäre L1 Lagrange unverknotet.Den Symplektomorphismus können wir als Koordinatenwehsel au�assen. Indiesem Sinne wäre es also wünshenswert geeignete Koordinaten zu konstru-ieren, in denen L1 wie ein Shnitt aussieht.Ad ho sheint es unmöglih, solhe Koordinaten zu konstruieren. DieÜberlegung führt aber zu folgender Idee: Gelingt es eine geeignete Zusatz-19



2.1 Entknoten mittels symplektisher Füllungenstruktur einzuführen - vergleihbar mit einer Art von Koordinaten - ist esmöglih, L1 zu entknoten, d.h. Lagrange in den Nullshnitt zu isotopieren.Wir wollen zunähst geeignete Bedingungen angeben, unter denen wirzeigen können, dass eine gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeit Lagrangeunverknotet ist.In [EP96℄ konnten Eliashberg und Polterovih zeigen, dass Lagrange Un-termannigfaltigkeiten lokal unverknotet sind. Sie untersuhen dazu LagrangeEinbettungen R2 → R4, die im Unendlihen �ah sind und zeigen, dass dieseLagrange isotop zur Standard-Einbettung von R2 in R4 sind. Der Beweis be-ruht im Wesentlihen auf der Möglihkeit, eine geeignete Hyper�ähe W zukonstruieren, die von L und der �ahen Ebene berandet wird. Falls eine sol-he Hyper�ähe existiert, so können wir deren harakteristishe Blätterungnutzen, um Isotopien von L zu konstruieren.Wir wollen diese Idee nutzen, um Lagrange Untermannigfaltigkeiten in
S1×R

3, dem Kotangentialbündel des Zylinders zu entknoten. Wir betrahtenalso
X = T ∗(S1 × R) ∼= S1 × R

3 (2.0.2)mit Koordinaten (θ, t, x, y) und symplektisher Form
ω0 = dθ ∧ dx+ dt ∧ dy. (2.0.3)Sei L ⊂ X ein Lagranger Zylinder, d.h. eine Einbettung φ : S1 × R → X.Mit L0 bezeihnen wir den Nullshnitt:
L0 = {x = 0, y = 0} ⊂ X. (2.0.4)2.1 Hyper�ähenWir führen zunähst den Begri� einer symplektishen Füllung zwishen zweiLagrangen Zylindern ein. Mit X = T ∗(S1 ×R) bezeihnen wir wie zuvor dasKotangentialbündel des Zylinders und betrahten eine Lagrange Unterman-nigfaltigkeit L ⊂ X mit

L ∼= S1 × R. (2.1.1)20



Hyper�ähen 2.1Sind (θ, t, x, y) Koordinaten auf X ∼= S1 × R3, so setzen wir voraus, dass Lfür |t| > C mit dem Standard-Zylinder
Zr =

{

(θ, t, r, 0) ∈ X
∣

∣ (θ, t) ∈ S1 × R
} (2.1.2)übereinstimmt, wobei (θ, t, x, y) Koordinaten auf X sind.Mit anderen Worten:

L ∩ {|t| > C} = Zr ∩ {|t| > C} (2.1.3)Mit einer symplektishen Füllung zwishen L und L0 meinen wir eine Ck-Einbettung einer Dreimannigfaltigkeit in X mit Rand in X, die von L,L0berandet wird und symplektishe Blätter hat:De�nition 2.1. Seien Li , i = 1, 2 zwei Ck-glatt eingebettete Lagrange Zy-linder in X.Eine Ck-glatte Abbildung
f : S1 × [0, 1] × R → X (2.1.4)heiÿt symplektishe Füllung zwishen L1 und L2, falls für die Annuli
At = f(S1 × [0, 1] × {t}) (2.1.5)gilt:(i) jeder Annulus At ist eingebettet und symplektish.(ii) die Annuli At sind paarweise disjunkt.(iii) f(S1 × {0} × R) = L1(iv) f(S1 × {1} × R) = L2In Kapitel 4 werden wir untersuhen, unter welhen Umständen sih der-artige Füllungen konstruieren lassen. Zunähst stellen wir die Frage, wie sol-he symplektishen Füllungen dabei helfen, Lagrange Isotopien zu erzeugen.21



2.2 Entknoten mittels symplektisher FüllungenDie symplektishe Struktur erzeugt auf jeder Hyper�ähe ein Linienfeld,die sogenannten harakteristishen Linien auf der durh die Füllung gegege-bene Hyper�ähe. Diese sind stets transversal zu den symplektishen Blät-tern. Auÿerdem ist eine eingebettete Flähe in der Hyper�ähe dann und nurdann Lagrange, wenn sie überall tangential an die harakteristishen Linienist. Diese Tatsahe wird uns in die Lage versetzen, eine geeignete FamilieLagranger Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren.2.2 Charakteristishe BlätterungenWie jede Hyper�ähe in einer symplektishen Mannigfaltigkeit besitzt auhdie symplektishe Füllung At eine harakteristishe Blätterung, die für unsvon groÿer Bedeutung sein wird.Wir bezeihnen mit H =
⋃

At die durh die symplektishe Füllung Atde�nierte Hyper�ähe. Sei p ∈ H ein Punkt aus H . Der Tangentialraum TpHan H in p ist ein 3-dimensionaler Unterraum von TpX. Wir betrahten dieEinshränkung ω|TpH
. Sei W das Linienfeld

W :=
{

w ∈ TpH
∣

∣ ω(v, w) = 0 für alle v ∈ TpH
} (2.2.1)der Kern von ω|TpH

. Da ω eine niht-degenerierte 2-Form ist, ist dimW = 1.In Bezug auf die komplexe Struktur J auf X handelt es sih um dasorthogonale Komplement der eindeutigen J-invarianten Hyperebene in TpH .Dabei ist die Riemannshe Metrik die von J induzierte Metrik
g := gJ = ω ◦ (id⊗ J). (2.2.2)Ist nämlih v ∈ TpH , so dass Jv ∈ TpH , so gilt für jedes w ∈ TpH , welhessenkreht auf v, Jv steht:
ω(v, w) = −g(Jv, w) = 0 (2.2.3)
ω(Jv, w) = g(v, w) = 0 (2.2.4)Daraus folgt sofort, dass w ∈ ker ω|TpH

.22



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3Die durh das Linienfeld W auf H induzierte Blätterung heiÿt harakte-ristishe Blätterung von H .Lemma 2.2. Sei L ⊂ H eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit in H.Dann sind folgende Aussagen äquivalent:(i) L ist Lagrange(ii) ker ω|TpH
⊂ TpL für alle p ∈ LBeweis. Sei L ⊂ H eine Lagrange Untermannigfaltigkeit. Sei p ∈ L einbeliebiger Punkt in L. Es gibt eine Basis ξi ∈ TpL, i = 1, 2 von TpL als

ξi = w + vi mit w ∈ ker ω|TpH
und vi aus der eindeutigen komplexen Ebenein TpH . Da L Lagrange ist, gilt
0 = ω(ξ1, ξ2) (2.2.5)

= ω(v1, v2) (2.2.6)
= g(v1, Jv2) (2.2.7)Entweder ist also ein vi = 0 und es folgt w ∈ TpL. Im anderen Fall ist Jv2senkreht auf v1, also Jv2 = aJv1 a ∈ R − {0} und somit Rv1 = Rv2, d.h.

v1, v2 sind linear abhängig. Daraus folgt wiederrum, dass w ∈ TpL. In beidenFällen gilt somit
ker ω|TpH

⊂ TpL (2.2.8)wie behauptet.Sei nun umgekehrt L eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von H ,die überall tangential an die harakteristishe Blätterung ist. Dann gibt esfür jedes p ∈ L ein v ∈ TpL mit v ∈ ker ω|TpH
. Also ist ω(w, v) = 0 für alle

w ∈ TpL und L ist somit Lagrange.2.3 Entknoten Lagranger ZylinderWie zuvor betrahten wir das Kotangentialbündel X = T ∗(S1 × R) des Zy-linders S1 × R. In Koordinaten (θ, t, x, y) shreiben wir die symplektishe23



2.3 Entknoten mittels symplektisher Füllungen

PSfrag replaements θΓt

γt

x

yAbbildung 2.1: Shematishe Darstellung eines minimalen Annulus zwishendem Nullshnitt L0 und der Lagrangen L.Form ω = dθ ∧ dx + dt ∧ dy. Sei L0 der Nullshnitt in X und H0 ⊂ X dieHyper�ähe
H0 =

{

(θ, t, x, y) ∈ T ∗(S1 × R)
∣

∣ y = 0
} (2.3.1)Weiter bezeihnen wir für ρ ∈ R mit ψρ die Abbildung

ψρ(θ, t, x, y) = (θ, t, x+ ρ, y) (2.3.2)Die Abbildung ψρ ist also nihts weiter als die einfahe Translation um ρ inRihtung der x-Koordinate. Für die spätere Konstruktion bezeihnen wir mit
l0 = {x = 0, y = 0, t = −1} (2.3.3)und
n0 = {x = 0, y = 0, t = 1} (2.3.4)zwei einfah geshlossene Kurven.Sei L eine Lagranger Zylinder in X, der folgende Bedingungen erfüllt:24



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3(i) L ∩ {|t| > C} = ψρ(L0) ∩ {|t| > C} für ein C > 0 und ein ρ > 0.Dann gilt das folgende Theorem:Theorem 2.3 (Theorem A). Angenommen, es gibt eine Ck-glatte symplekti-she Füllung H zwishen L und L0, so dass H ⊂ H0 auÿerhalb von {|t| ≤ C}ist. Dann ist L Lagrange unverknotet, d.h. durh eine Ck−1-glatte IsotopieLagrange isotop zu ψρ(L0), wobei die Isotopie auÿerhalb von {|t| ≤ C} sogewählt werden kann, dass sie mit der Standard-Translation übereinstimmt.Beweis. Wir gehen wie folgt vor: Zunähst de�nieren wir eine Ck-glatteIsotopie Lρ von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten, mit L, L0 als Start- undEndzylinder. Das Problem ist dann, die Isotopie so zu modi�zieren, dass siefür groÿe t mit der Standard-Translation übereinstimmt.Indem wir evtl. eine entsprehende Koordinaten-Transformation vorneh-men, genügt es, den Fall C = 1, ρ = 1 zu betrahten.Betrahte die Kurven lρ = ψρ(l0). Es gilt:
lρ = {x = ρ, y = 0, t = −1} (2.3.5)Weiter gilt l0 ⊂ L0, l1 ⊂ L und lρ ⊂ H für alle 0 ≤ ρ ≤ 1.Indem wir dem harakteristishen Fluss von H folgen, erhalten wir La-grange Untermannigfaltigkeiten Nρ: Nρ ist die Vereinigung aller Fluÿlinienvon H , die durh lρ verlaufen. Für t < −1 stimmt Nρ mit ψρ(L0) überein.Weiter gilt N0 = L0 und N1 = L.Wäre nun Nρ auf der Menge {t > 1} in ψρ(L0) enthalten, so wären wirfertig. Das ist allerdings niht ohne weiteres der Fall. Vielmehr istNρ∩{t = 1}eine einfah geshlossene Kurve in H ∩ {t = 1} = {t = 1, y = 0}.Wir bezeihnen den Shnitt Nρ∩{t = 1, y = 0} mit nρ. Für jedes 0 ≤ ρ ≤

1 ist nρ eine einfah geshlossenen Kurve in {t = 1, y = 0} ∼= S1 ×R. Weitergilt: n1 = ψ1(n0) da L = ψ1(L0) auÿerhalb von {|t| < 1}.Für 0 ≤ ρ ≤ 1 bezeihnen wir mit A(ψ−ρ(nρ)) das Volumen der zwishenden Kurven ψ−ρ(nρ) und n0 eingeshlossene Flähe. Dabei betrahten wir25



2.3 Entknoten mittels symplektisher Füllungen
ψ−ρ(nρ) als Kurve in S1 ×R ∼= {t = 1, y = 0} ⊂ X. Die Volumenform ist ge-rade durh die Einshränkung der symplektishen Form ω auf {t = 1, y = 0}gegeben. Ist ψ−ρ(nρ) in Koordinaten durh θρ(τ), xρ(τ) gegeben, so gilt also

A(ψ−ρ(nρ)) (2.3.6)
=

∫

n0∪ψ−ρ(nρ)

θdx (2.3.7)
=

∫

S1

θρ(z)
∂xρ
∂τ

(z)dz (2.3.8)Lemma 2.4. Der Ausdruk A(ψ−ρ(nρ)) hängt niht von ρ ab und es gilt
A(ψ−ρ(nρ)) = 0 (2.3.9)für alle ρ ∈ [0, 1]Beweis. Sei
W := ψ−ρ(Lρ) (2.3.10)Auh W ist eine Lagrange Untermannigfaltigkeit, d.h. ω|W = 0. Es giltweiter:

W ∩ {t = −1} = l0 (2.3.11)
W ∩ {t = 1} = ψ−ρ(nρ) (2.3.12)Sei

W̃ := W ∩ {−1 ≤ t ≤ 1} (2.3.13)so dass
∂W̃ = l0 ∪ ψ−ρ(nρ) (2.3.14)26



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3Nah De�nition von A gilt dann:
A(ψ−ρ(nρ)) =

∫

n0∪ψ−ρ(nρ)

θdx (2.3.15)
=

∫

ψ−ρ(nρ)

(θdx+ tdy) −

∫

l0

(θdx+ tdy) (2.3.16)
=

∫

∂W̃

(θdx+ tdy) (2.3.17)
=

∫

W̃

ω (2.3.18)
=0 (2.3.19)wobei wir verwendet haben, dass

∫

n0

θdx = 0

∫

l0

θdx+ tdy = 0 (2.3.20)
Wir betrahten die Menge aller Ck-glatten Einbettungen S1 → S1 × R.O�enbar sind alle solhe Einbettungen gleihzeitig Lagrange Einbettungenvon S1. Die Zusammenhangskomponente der Standard-Einbettung θ 7→ (θ, 0)bezeihnen wir mit L = L(S1 × R).Lemma 2.5. Die Menge L ist einfah zusammenhängend in der Ck-Topologie.Beweis. Sei γs : S1 → S1×R für s ∈ S1 eine Ck-glatte Familie von einfahgeshlossenen Kurven. Sie stellt somit einen einfah geshlossenen Weg in Ldar. Unter der Identi�kation S1 × R ∼= R2 − {0} können wir die Familie γsauh als Familie einfah geshlossener Kurven in R2 au�assen.Wir bezeihnen mit c0 die Standard-Einbettung S1 → R

2.Um zu zeigen, dass L einfah zusammenhängend in der Ck-Topologie ist,reiht es zu zeigen, dass eine Familie von Abbildungen
γs : S1 × I → R

2 (2.3.21)27



2.3 Entknoten mittels symplektisher Füllungenexistiert, die Ck-glatt in allen Parametern ist und für die gilt:
γs(·, 0) = γs(·) (2.3.22)
γs(·, 1) = c0(·) (2.3.23)
γs(·, t) 6= 0 ∀t ∈ I, s ∈ S1 (2.3.24)Die letzte Bedingung stellt siher, dass wir γs(·, t) wieder als Abbildungen in

S1 × R au�assen können.Wir gehen zunähst davon aus, dass alle Kurven γs konvex sind. Dannist das von γs eingeshlossene Gebiet auh sternförmig und enthält nahVoraussetzung die Null. Auÿerdem gibt es aufgrund des kompakten Parame-terraumes ein r > 0, so dass die abgeshlossene Sheibe
Dr :=

{

z ∈ R
2

∣

∣ |v| ≤ r
} (2.3.25)für jedes s ∈ S1 im von γs umshlossenen Gebiet enthalten ist. Wir könnendavon ausgehen, dass r = 1, ansonsten reskalieren wir γs entsprehend. Wirde�nieren:

γs(·, t) = t ·
γs(·, 0)

|γs(·, 0)|
+ (1 − t)γs(·, 0) (2.3.26)Dann ist γs(·, t) die gesuhte Familie von Abbildungen.Sind die Kurven γs niht konvex, so verwenden wir den Curve ShorteningFlow, bzw. das Theorem von Greyson ([CZ01℄), um zunähst eine Familievon konvexen Kurven zu erhalten.Der Curve Shortening Flow (CSF) ist die Lösung γ(·, t) zu der Di�eren-tialgleihung

∂γ

∂t
= kn (2.3.27)wobei n ein stetiges Einheitsnormalen-Vektorfeld und k die Krümmung von

γ bezeihnet.Für Ck-glatte Kurven γ0, k > 2 als Anfangsbedingung existiert der CSFlokal, d.h. es gibt ein ω ≤ ∞ und eine für t ∈ [0, ω) de�nierte Lösung γ(·, t)(vgl. Proposition 1.2 in [CZ01℄).Der Curve Shortening Flow erhält niht nur Konvexität sondern hat au-ÿerdem die Eigenshaft alle Kurven nah endliher Zeit konvex zu mahen:28



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3Theorem 2.6 (Greyson, [CZ01℄ 5.1). Betrahte den Curve Shortening Flowfür eine glatte, eingebettete, geshlossene Kurve. Dann existiert ein t0 < ω,so dass dass γ(·, t) uniform konvex für alle t ∈ (t0, ω] ist.Damit gibt es also in unserer Situation für beliebiges s ∈ S1 eine Lösung
γs(·, t) des CSF mit Anfangswert γs(·) und ein t0(s) so dass γs(·, t0) konvexist.Damit gibt es für jedes s eine Umgebung Us von s, so dass γs′(·, t0)für
s′ ∈ Us existiert und uniform konvex ist.Da S1 kompakt ist, gibt es eine endlihe Teilüberdekung {Ui} ⊂ {Us}.Sei nun fi : S1 → R eine an {Ui} adaptierte Zerlegung der Eins. Wirde�nieren eine glatte Funktion

g(s) =
∑

i

fi(s) · ti, (2.3.28)wobei ti > 0 so gewählt ist, dass alle γs(·, ti) konvex für s ∈ Ui.Da der CSF, die Eigenshaft, konvex zu sein, erhält, ist
γ̃s(·, t) = γs(·, t/g(s)). (2.3.29)eine Ck-glatte Isotopie des Weges γs auf einen Weg γ̃s(·, 1) von konvexenKurven.Es sei L0 = A−1(0) die Menge aller Kurven n ∈ L für die die zwishen nund n0 eingeshlossene Flähe vom Volumen 0 ist. Dann gilt:Lemma 2.7. Die Menge L0 ist einfah zusammenhängend in der Ck-Topologie.Beweis. Diese Tatsahe folgt aus Lemma 2.5 und der einfahen Tatsahe,dass L0 ein Deformationsretrakt von L ist (s. Proposition 2.3.A in [EP96℄)Identi�zieren wir {t = 1, y = 0} mit S1 × R, so ist ψ−ρ(nρ) eine Shleifein L0 und damit nah Lemma 2.7 zusammenziehbar in der Ck-Topologie. Esgibt also eine Ck-glatte 2-Parameter Familie mρ,s mit 29



2.3 Entknoten mittels symplektisher Füllungen
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Abbildung 2.2: Shematishe Darstellung der Isotopie mρ,s.(i) mρ,s = ψ−ρ(nρ) für 1 ≤ s ≤ 2(ii) mρ,s = n0 auf {s > 3} ∪ {ρ = 0} ∪ {ρ = 1}Wir führen einen Parameter τ auf den Kurven mρ,s ein, so dass mρ,s inden Koordinaten θ, x die folgende Form annimmt:(i) θρ(s, τ) = τ und xρ(s, τ) = 0 auf {s > 3} ∪ {ρ = 0} ∪ {ρ = 1}(ii) θρ(s, τ) = θρ(1, τ) und xρ(s, τ) = xρ(1, τ) für 1 ≤ s ≤ 2Wir können nun die Funktion
yρ(s, T ) =

∫ T

0

(
∂θρ
∂τ

∂xρ
∂s

−
∂θρ
∂s

∂xρ
∂τ

)(s, z)dz (2.3.30)de�nieren.Lemma 2.8. Die oben de�nierte Funktion yρ ist C(k−1)-glatt und es gilt:
yρ(s, 0) = yρ(s, 2π) (2.3.31)d.h. yρ ist geshlossen.30



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3Beweis. Um zu zeigen, dass yρ(s, 0) = yρ(s, 2π) stellen wir zunähst fest,dass aus Lemma 2.4 folgt, dass
A(mρ,s) = 0 (2.3.32)und damit aufgrund der Symmetrie der symplektishen Form

0 =

∫ 2π

0

(

θρ
∂xρ
∂τ

(s, z) − xρ
∂θρ
∂τ

(s, z)

)

dz (2.3.33)Wir leiten diesen Term nah s ab und erhalten:
0 =

∫ 2π

0

(

∂θρ
∂s

∂xρ
∂τ

(s, z) + θρ
∂2xρ
∂τ∂s

(s, z)

)

dz

−

∫ 2π

0

(

∂xρ
∂s

∂θρ
∂τ

(s, z) − xρ
∂2θρ
∂τ∂s

(s, z)

)

dzAlso ist:
yρ(s, 2π) =

∫ 2π

0

(

θρ
∂2xρ
∂τ∂s

(s, z) − xρ
∂2θρ
∂τ∂s

(s, z)

)

dz (2.3.34)Indem wir partiell integrieren erhalten wir:
yρ(s, 2π) = −

∫

∂θρ
∂τ

∂xρ
∂s

(s, z)dz +

∫

∂xρ
∂τ

∂θρ
∂s

(s, z)dz

= −yρ(s, 2π),wobei wir die Periodizität von θρ und xρ verwendet haben.Damit folgt die Tatsahe, dass tatsählih yρ(s, 2π) = 0.Wir können nun Lagrange Untermannigfaltigkeiten Mρ de�nieren durh
(s, τ) 7→ (θρ(s, τ), s, xρ(s, τ) + ρ, yρ(s, τ)) (2.3.35)Nah Konstruktion sind dieMρ Lagrange und stimmen für 1 ≤ s ≤ 2 mit

Nρ überein.Für s ≥ 3 stimmt Mρ dagegen mit Lρ = ψρ(L0) überein. Indem wir also
Nρ und Mρ entlang 1 ≤ s ≤ 2 verkleben und Mρ für s ≥ 3 durh Lρ fortset-zen, erhalten wir eine Ck−1-glatte Familie von Lagrangen Untermannigfal-tigkeiten, die L mit dem Nullshnitt verbindet und auÿerhalb von {|t| ≤ C}31



2.3 Entknoten mittels symplektisher Füllungenmit den Standard-Zylindern Lρ übereinstimmt. Damit ist das Theorem 2.3bewiesen.
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Kapitel 3
Minimal�ähen
Um symplektishe Füllungen zu konstruieren, müssen wir versuhen, Fami-lien geeigneter symplektisher Flähen mit gegebenen Randbedingungen zude�nieren. Die Eigenshaft, symplektish zu sein, ist o�en und damit sehr�exibel. Um konkrete Flähen zu erhalten, wird man sih also auf Lösungenvon Di�erentialgleihungen zurükziehen müssen, die gleihzeitig garantieren,dass ihre Lösungen symplektish sind. Zunähst denkt man dabei an pseu-doholomorphe Kurven. Darunter verstehen wir die Bilder von Abbildungen
f : Σ → M in eine symplektishe Mannigfaltigkeit (M,ω) mit kompatiblerfast-komplexer Struktur J , die die Di�erentialgleihung

∂̄f =
1

2
(df − J ◦ f ◦ i) = 0 (3.0.1)erfüllen. Aus der ω-Kompatibilität der fast komplexen Struktur folgt sofort,dass eine eingebettete pseudoholomorphe Kurve stets auh eine symplekti-she Untermannigfaltigkeit in M ist. Allerdings sind pseudoholomorphe Kur-ven äuÿerst starr und reht shwer zu kontrollieren, auh wenn sie sih ananderen Stellen als äuÿerst nützlihes Instrument erwiesen haben.Etwas �exibler - aber in vielen Punkten den holomorphen Kurven ähnlih,da ebenfalls Lösung einer elliptishen partiellen Di�erentialgleihung - verhal-ten sih Minimal�ähen. Dabei stellen wir fest, dass jede pseudoholomorpheKurve auh eine Minimal�ähe bezüglih der von J (und ω) induzierten Me-trik gJ ist. Wir erweitern also die Menge der betrahteten Objekte, um mehr33



3.0 MinimalflähenFlexibilität zu erhalten, bezahlen aber gleihzeitig damit, dass Minimal�ä-hen niht mehr automatish symplektish sind. Es ist daher unsere Aufgabe,geeignete Bedingungen zu �nden, unter denen wir siherstellen können, dassMinimal�ähen symplektish sind. Diese Untersuhung ist das zentrale The-ma dieses Kapitels.Wir wollen im Folgenden einige Grundlagen zum Thema Minimal�ähenzusammentragen, die für uns von Bedeutung sind. Zunähst betrahten wirdie grundlegenden De�nitionen und untersuhen dann topologishe Voraus-setzungen, unter denen sih Verzweigungspunkte ausshlieÿen lassen, bzw.Minimal�ähen eingebettet sind. Shlieÿlih untersuhen wir spezielle Eigen-shaften von Minimal�ähen in Kähler-Mannigfaltigkeiten.Minimal�ähen sind ein klassishes Thema in der Geometrie und relativgut verstanden. Für uns wird es wihtig sein, die symplektishen Eigenshaf-ten von Minimal�ähen zu verstehen. Eines der wihtigsten Ergebnisse die-ses Kapitels ist, dass die Anzahl von komplexen Punkten und die ExistenzLagranger Punkte durh topologishe Invarianten beshrieben werden. Be-trahtet man folglih Familien von Minimal�ähen mit Rand, so reiht es,die Randdaten geeignet vorzugeben, um eine globale Kontrolle über komple-xe und Lagrange Punkte der Minimal�ähen zu erhalten. Auf diesem Wegkönnen wir für Minimal�ähen die Eigenshaft symplektish zu sein kontrol-lieren, solange wir genügend gute Aussagen über das Randverhalten tre�enkönnen.Dabei betrahten wir Eigenshaften komplexer Punkte auf Minimal�ä-hen und ihren Zusammenhang zu harakteristishen Klassen. Wir stelleneinige bekannte Ergebnisse vor und erläutern ihren Hintergrund. Wir über-tragen diese Prinzipien dann auf Minimal�ähen mit Rand. Durh Anwen-dung des Minimumprinzips auf die Tangentialabbildung der Minimal�ähekönnen wir dann auh das Entstehen von Lagrangen Punkten im Inneren derFlähen kontrollieren.Shlieÿlih werden wir geeignete Randbedingungen untersuhen. Nah-dem wir gezeigt haben, dass Lagrange Punkte niht spontan im Inneren ent-stehen können, müssen wir untersuhen, welhe Bedingungen nötig sind, um34



De�nition und Grundlagen 3.1das Entstehen Lagranger Punkte auf dem Rand einer Minimal�ähe auszu-shlieÿen.3.1 De�nition und GrundlagenSei Γ eine einfah geshlossene Kurve in einer Riemannshen Mannigfaltigkeit
(X, g), d.h. das Bild einer di�erenzierbaren Einbettung α : S1 → X. Füreine Übersiht über bekannte Ergebnisse in der Theorie der Minimal�ähensei [CM06℄ oder auh [Oss86℄ empfohlen.Eine orientierbare Flähe M ⊂ X mit ∂M = Γ ist dann eine Minimal-�ähe, wenn sie ein kritisher Punkt des Flähenfunktionals ist. Bezeihnetalso V ol(M) das Volumen von M mit der auf M induzierten Metrik, so sollfür jede normale Variation

Mt =
{

x+ tn(x)
∣

∣ x ∈M
} (3.1.1)mit einem normalen Vektorfeld n ∈ NM, n|∂M = 0 gelten:

d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

V ol(Mt) = 0 (3.1.2)Es gilt
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

V ol(Mt) =

∫

M

g(n,H) (3.1.3)wobei H den mittleren Krümmungsvektor von M bezeihnet. Diese Bezie-hung wird auh als erste Variationsformel bezeihnet. Es folgt, dass eine Flä-he genau dann Minimal�ähe ist, wenn die mittlere Krümmung vershwin-det: H = 0 überall.Man beahte, dass die kritishen Punkte des Energie-Funktionals nihtnotwendigerweise auh lokale Minima sein müssen. Insofern ist die Bezeih-nung "Minimal�ähe" irreführend. Eine Minimal�ähe, für die für jede nor-male Variation Mt mit einem glatten, normalen Vektorfeld n ∈ NM entlang
M mit n|∂M = 0 gilt:

d2

dt2

∣

∣

∣

∣

t=0

V ol(Mt) ≥ 0 (3.1.4)35



3.1 Minimalflähenheiÿt stabil. Die minimale FläheM ist dann tatsählih ein lokales Minimumdes Flähen-Funktionals.Ist nun M ⊂ R3 eine Minimal�ähe im euklidishen dreidimensionalenRaum, so lässt sih leiht zeigen, dass die Koordinaten-Funktionen von Mharmonishe Funktionen sind. Diese Tatsahe lässt sih verwenden, um Ma-ximumsprinzipien auf Minimal�ähen anzuwenden. So gilt beispielsweise:Proposition 3.1 (Proposition 1.2 [CM06℄). Sei M ⊂ R
n eine kompakteMinimal�ähe mit Rand. Dann ist die Minimal�ähe in der konvexen Hülleihrer Randbedingungen enthalten:

M ⊂ ConvHull(∂M) (3.1.5)Häu�g ist es nützlih, gleih parametrisierte Minimal�ähen zu betrah-ten, z.B. bei der Lösung von Randwertproblemen. Betrahten wir beispiels-weise minimale Abbildungen der Sheibe D2 =
{

(x, y) ∈ R2
∣

∣ x2 + y2 < 1
}:Eine minimale Abbildung von D2 in X mit Rand Γ ist eine Abbildung

f : D2 → X mit den folgenden Eigenshaften:(i) ∆f = 0, d.h. f ist harmonish.(ii) g(fx, fy) = 0(iii) |fx|
2 = |fy|

2(iv) Die stetige Forsetzung f : S1 = ∂D2 → Γ von f auf ∂D2 = S1 ist einHomöomorphismus.Dabei verwenden wir die Shreibweise fx = ∂f
∂x
, fy = ∂f

∂y
für Koordina-ten (x, y) auf D2. Eine minimale Abbildung ist also eine harmonishe, kon-forme Abbildung der Sheibe in X, die auf dem Rand einen Homöomor-phismus auf die gegebenen Randdaten induziert. Entsprehend können wirminimale Abbildungen auf anderen De�nitionsbereihen, z.B. dem Annulus

Aρ =
{

z ∈ D2
∣

∣ |z| > ρ
} de�nieren.36



Eingebettetheit von Minimal�ähen 3.2Abshlieÿend wollen wir die Gauss-Abbildung einer orientierten Minimal-�ähe in R
3 betrahten. Sei n eine Einheitsnormale entlangM . Dann de�niert

n eine Abbildung
n : M → S2, (3.1.6)die Gauss-Abbildung. Durh eine auf M gegebene Orientierung wird n ein-deutig bestimmt. Ihr Di�erential dn : TM → TS2 lässt sih unter der Identi-�kation TpM ∼= Tn(p)S

2 als Selbstabbildung von TpM → TpM au�assen. Wirbezeihnen die Eigenwerte von dn mit k1, k2. Die zugehörigen Eigenvektorenheiÿen Hauptkrümmungsrihtungen von M in p. Die mittlere Krümmung istdann gegeben als |H| = k1 +k2, die Gauss-Krümmung K durh das Produkt
k1k2. DaM Minimal�ähe folgt mit |H| = 0 dass k1 = −k2 und somitK ≤ 0:Eine Minimal�ähe in R3 hat überall niht-positive Gauss-Krümmung. Au-ÿerdem folgt, dass die Gauss-Abbildung einer Minimal�ähe eine konformeAbbildung ist.3.2 Eingebettetheit von Minimal�ähenSei X = T ∗(S1×R) undM ⊂ X ein minimaler Annulus in X, parametrisiertdurh eine Abbildung

f : Aρ =
{

z ∈ C
∣

∣ ρ < |z| < 1
}

→ M ⊂ X (3.2.1)für die i)-iv) erfüllt ist, d.h. f sei eine harmonishe, konforme Abbildung undHomöomorphismus auf dem Rand. Wir wollen untersuhen, unter welhenBedingungen eine solhe Abbildung eine Einbettung ist. Zunähst betrahtenwir das Auftreten von Verzweigungspunkten.Ein Verzweigungspunkt von M ist ein Punkt p ∈ Aρ an dem df(p) = 0.Betrahten wir das komplexe Di�erential
F =

1

2

(

∂

∂x
f − i

∂

∂y
f

)

, (3.2.2)so hat F an einem Verzweigungspunkt eine Nullstelle endliher Ordnung
λ. Da f harmonish ist, ist F holomorph. Nah Übergang zu holomorphen37



3.2 MinimalflähenKoordinaten gilt:
(F1(z), F2(z)) = (z − p)λ(G1(z), G2(z)) (3.2.3)für λ ≥ 0 und ein holomorphes G = (G1, G2) mit G 6= 0. Wir bezeihnenmit ind(p) := λ die Ordnung des Verzweigungspunktes p. Dabei ist ind(p)unabhängig von der Wahl der Koordinaten. In einem Punkt p, welher keinVerzweigungspunkt ist, gilt F 6= 0 und wir de�nieren ind(p) = 0.Für eine Kurve c in Aρ bezeihne k den Krümmungsvektor von f ◦ c in

X und k⊥ die geodätishe Krümmung von c in M .Lemma 3.2. Sei p ein isolierter Verzweigungspunkt von M . Sei U ⊂ Meine o�ene Umgebung inM von p, in der keine weiteren Verzweigungspunkteliegen und c ⊂ U ein Kreis vom Radius ǫ > 0 um p. Für ǫ→ 0 gilt
∫

c

k⊥ → 2π(ind(p) + 1) (3.2.4)wobei ind(p) den Index des Verzweigungspunktes bezeihnet.Beweis. Für eine Umgebung U ⊂ R2 von p sei F : U → X eine Parame-trisierung der Minimal�ähe um p, so dass p = F (0). Nah [MW95℄ gibt esein normales Koordinatensystem φ : X → R4 und einen Di�eomorphismus
u : U → U so dass F̃ = φ ◦ F ◦ u von der Form

F̃ : z → (zQ, f(z)) (3.2.5)ist. Dabei ist f(z) = O2(|z| + 1). Man beahte, dass Q − 1 genau demIndex des Verzweigungspunktes p entspriht.Wir nehmen im Folgenden an, dass bereits die Parametrisierung F vonobiger Form ist.Sei nun für ein m ∈ N die Abbildung Fm(z) = mQF (m−1z) gegeben undbezeihne c(θ) = eiθ der Kreis vom Radius 1 um 0. Dann gilt für Fm ◦ c (alsodas Bild des es unter Fm):
Fm(c(θ)) = mQF (m−1eiθ) (3.2.6)

= ((eiθ)Q, mQf(m−1eiθ)) (3.2.7)38



Eingebettetheit von Minimal�ähen 3.2Da f(z) = O2(|z| + 1), konvergiert Fm für m→ ∞ in C2 gegen
θ 7→

((

eiQθ
)

, 0
) (3.2.8)Unter Reskalierung bleibt die totale geodätishe Krümmung invariant.Daher stimmt die geodätishe Krümmung von Fm ◦ c mit der von F (m−1c)überein.Wählen wir für m → ∞ also immer kleinere Wege cm um p und messenihre geodätishe Krümmung unter F , so gilt:

∫

cm

k⊥cm → 2πQ (3.2.9)mit Q = ind(p) + 1. Damit ist das Lemma bewiesen.Nahdem wir nun die lokale Situation an einem Verzweigungspunkt ana-lysiert haben, wenden wir Gauss-Bonnet an, um zu folgendem Ergebnis zukommen:Proposition 3.3. Sei M ein minimaler Annulus mit Ck-glattem Rand ∂M .Falls die totale Krümmung des Randes ≤ 2π und M keine Verzweigungs-punkte auf dem Rand hat, so ist M im Inneren unverzweigt.Remark 3.4. Ist c : S1 → ∂M eine Bogenlängen-Parametrisierung einerRandkomponente Γ ⊂ ∂M ⊂ X mit Parameter s, so verstehen wir unterder Totalkrümmung von Γ den Wert
tc(∂M) =

∫ 1

S

∣

∣

∣

∣

∂2c

∂2s

∣

∣

∣

∣

ds (3.2.10)also das Integral über den Absolutbetrag der zweiten Ableitung von c entlang
Γ. Die totale Krümmung des Randes eines Annulus ist dann die Summe derTotalkrümmung der Randkomponenten.Beweis. Wir wählen für M ⊂ X eine Parametrisierung

F : S1 × [0, 1] → X (3.2.11)39



3.2 Minimalflähenund bezeihen mit γ,Γ die beiden Randkomponenten
γ = F (S1 × {0}) (3.2.12)
Γ = F (S1 × {1}) (3.2.13)Nah Vorraussetzung hat M keine Verzweigungspunkte auf dem Rand.Nehmen wir nun an, M sei niht eingebettet. Dann bezeihnen wir mit pi ∈

M, i = 1 . . . l die Verzweigungspunkte von M . An jedem Verzweigungspunkt
pi sei ci der um f−1(pi) ∈ A mit Radius < ǫ. Die singulären Punkte liegenisoliert und wir können daher annehmen, dass für ǫ klein genug alle ci disjunktliegen. Nah Gauss-Bonnet gilt:

∫

γ

k⊥γ +

∫

Γ

k⊥Γ +
∑

i

∫

ci

k⊥i +

∫

M

KM = 2π(1 − l) (3.2.14)wobei k⊥γ , k⊥Γ die geodätishe Krümmung in M der beiden Randkompo-nenten bezeihnet: k⊥γ = 〈kγ, n〉, wobei n der äuÿere Normalenvektor derMinimal�ähe M entlang γ ist. Entsprehend bezeihne k⊥i die geodätisheKrümmung entlang ci. DaM eine Minimal�ähe ist, giltKM ≤ 0 überall. Wirbemerken, dass aus ∫

M
KM = 0 folgt, dass M �ah ist. In diesem Fall ist dieAussage des Theorems trivialerweise erfüllt. Wir gehen daher im Folgendendavon aus, dass M niht �ah ist und folgern:

∫

M

KM < 0 (3.2.15)Daher gilt
∫

γ

k⊥γ +

∫

Γ

k⊥Γ −
∑

i

∫

ci

k⊥i > 2π(1 − l) (3.2.16)Nah 3.2.4 gilt aber
∫

ci

k⊥i → −2π ind(pi) (3.2.17)für ǫ→ 0. Mit dem Gauÿ-Bonnet folgt dann40



Eingebettetheit von Minimal�ähen 3.2
∫

γ

k⊥γ +

∫

Γ

k⊥Γ − 2π (3.2.18)
>

∑

i

∫

ci

k⊥i − 2πl (3.2.19)
→2π

∑

i

ind(pi) (3.2.20)für ǫ → 0. An einem singulären Punkt pi gilt
ind(pi) > 1 (3.2.21)Damit gilt:

2π
∑

i

ind(pi) ≥ 2πl (3.2.22)Daraus folgt die Behauptung, denn für 2π ≤ tc(Γ) + tc(γ) folgt l = 0, eskann also keine Verzweigungspunkte geben.Unter geeigneter Kontrolle an die Totalkrümmung der Randdaten könnenwir nun also siherstellen, dass Minimal�ähen im Inneren unverzweigt sind.Tatsählih lässt sih dieses Argument auh auf den Rand ausweiten. Da-zu verwenden wir eine Version der Gauss-Bonnet-Formel für verzweigte Mini-mal�ähen (s. [DHKW92℄, Abshnitt 7.11). Betrahten wir einen minimalenAnnulus M ⊂ S1 × R3 mit mindestens C2,α-glatten, einfah geshlossenenund disjunkten Rändern (Γ, γ). Mit wj , j = 1, . . . , J bezeihnen wir die inne-ren Verzweigungspunkte von M , mit ηl, l = 1, . . . , L die Verzweigungspunkteauf dem Rand.Dann gilt (vgl. [HT09℄):
1

2π
(

∫

M

KM) +
1

2π
(

∫

Γ

k⊥Γ +

∫

γ

k⊥γ ) =

J
∑

j=1

ind(wj) +
1

2

L
∑

l=1

ind(ηl) (3.2.23)Wie zuvor nehmen wir an, dass M niht �ah ist, und daher
∫

M

KM < 0. (3.2.24)41



3.2 MinimalflähenDann gilt insbesondere
L

∑

l=1

n(ηl) <
1

π
(

∫

Γ

k⊥Γ +

∫

γ

k⊥γ ) (3.2.25)und somit (vgl. [HT09℄, Formel (18))
L

∑

l=1

n(ηl) <
1

π
(tc(Γ) + tc(γ)). (3.2.26)Da Verzweigungspunkte auf dem Rand stets von gerader Ordnung sind,folgt damit sofort:Lemma 3.5. Falls tc(Γ) + tc(γ) ≤ 2π, so hat M keine Verzweigungspunkteauf dem Rand.Zusammen mit Proposition 3.3, oder einfah durh analoge Anwendungder Gauss-Bonnet-Formel auf innere Verzweigungspunkte erhalten wir:Proposition 3.6. Sei M ⊂ X ∼= S1 × R3 ein minimaler Annulus mit Ck-glattem Rand ∂M . Falls die totale Krümmung des Randes ≤ 2π ist, so besitzt

M keine Verzweigungspunkte, weder im Inneren, noh auf dem Rand.Wir vermuten, dass Minimal�ähe deren Randkrümmung < 2π ist, auheingebettet sind. In [EWW02℄ konnten Ekholm, White, Wienholtz das fol-gende Theorem für minimale Sheiben in RN zeigen:Theorem 3.7 (Theorem 2.1 in [EWW02℄). Sei Γ eine einfah geshlosseneKurve in RN mit totaler Krümmung ≤ 4π. Sei M eine Minimal�ähe mitRand Γ. Dann ist das Innere von M eingebettet und M hat keine innerenVerzweigungspunkte.Tatsählih gelingt es ihnen sogar, Regularität am Rand zu zeigen:Theorem 3.8 (Theorem 3.2 in [EWW02℄). Sei Γ eine glatte einfah geshlos-sene Kurve in RN mit totaler Krümmung ≤ 4π. Sei M eine Minimal�ähemit Rand Γ. Dann ist M eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit mit Rand.42



Komplexe Punkte 3.3Der Beweis des ersten Theorems beruht auf der Anwendung des Satzesvon Gauss-Bonnet und einer Analyse der Eigenshaften von Minimal�ähenan Verzweigungspunkten. Die Argumente lassen sih auh auf Minimal�ä-hen andern topologishen Typs und mit mehreren Randkomponenten über-tragen. Allerdings lassen sih diese Überlegungen niht ohne weiteres aufMinimal�ähen in niht mehr einfah-zusammenhängenden Räumen über-tragen. Zur Abshätzung der Dihte sind Kegel nötig, die sih nur in einfah-zusammenhängenden Räumen sinnvoll de�nieren lassen. Trotz allem bestehtAnlass zur Vermutung, dass analog für minimale Annuli in S1 × R3 gilt:Vermutung 3.9. Seien Γ, γ zwei disjunkte, Ck-glatte, einfah geshlosseneKurven in S1 × R3 mit totaler Krümmung tc(Γ) + tc(γ) ≤ 2π. Sei M einminimaler Annulus mit Rand Γ, γ. Dann ist M eingebettet.3.3 Komplexe PunkteIm Folgenden wollen wir das Auftreten komplexer Punkte auf Minimal�ähenin Kähler-Mannigfaltigkeiten untersuhen. Es stellt sih heraus, dass sih dieAnzahl komplexer Punkte durh topologishe Invarianten darstellen lässt.Genauer gesagt können wir komplexe Punkte auf einer Minimal�ähe durhNullstellen von Vektorfeldern beshreiben. Auf der anderen Seite steht dieAnzahl von Nullstellen eines Vektorfeldes über einer Flähe in Beziehung zutopologishen Invarianten wie der Euler-Zahl und der Chern-Zahl. Es zeigtsih, dass für Minimal�ähen mit Rand die Anzahl der komplexen Punktestabil bleibt, solange keine solhen über dem Rand entstehen.Für eine geshlossene, orientierte Flähe M in einer (fast-)komplexenMannigfaltigkeit X gibt es vershiedene topologishe Invarianten. Es han-delt sih dabei um Invarianten der vershiedenen Bündel, die sih über einerUntermannigfaltigkeit �nden. Die Chern-Zahl c1(M) ist die Chern-Klasse
c1(f

∗TX) ausgewertet auf M , wobei f : M → X die Inklusion von M in
X sei. Neben der Euler-Zahl χ(M) = χ(f ∗TM) von M , kann man für Im-mersionen die Euler-Charakteristik ν(M) = χ(f ∗NM) des Normalenbündelsbetrahten. Letztere hängt von f ab und entspriht im Falle einer Einbet-43



3.3 Minimalflähentung der topologishen Selbstshnittzahl vonM in X. Diese Invarianten sindtopologisher Natur, d.h. sie bleiben unter (kleinen) stetigen Deformationeninvariant.Im Folgenden sei X eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. eine di�e-renzierbare Mannigfaltigkeit mit einer fast komplexen Struktur J .Ist M eine komplexe Flähe in X, so spaltet das Tangentialbündel von Xüber M komplex in zwei komplexe Linienbündel
f ∗TX ∼= f ∗TM ⊕ f ∗NM. (3.3.1)Es gilt dann die wohlbekannte Adjunktionsformel:

c1(f
∗TX)[M ] = c1(f

∗TM)[M ] + c1(f
∗NM)[M ] (3.3.2)

= χ(M) + ν(M) (3.3.3)Im Allgemeinen sind Flähen in einer (fast-)komplexen Mannigfaltigkeitnatürlih keine komplexen Untermannigfaltigkeiten. Es können aber einigekomplexe Punkte auftreten, an denen TpM ein komplexer Unterraum von
TpX ist.De�nition 3.10. SeiM ⊂ X eine immersierte Flähe in einer fast-komplexenMannigfaltigkeit (X, J). Ein Punkt p ∈ M heiÿt komplexer Punkt von M ,falls TpM ein komplexer, d.h. J-invarianter, Unterraum von TpX ist.An einem komplexen Punkt gilt also:

v ∈ TpM ⇒ Jv ∈ TpM. (3.3.4)Ist TpM ein komplexer Unterraum, so induziert J : TpM → TpM eineOrientierung auf TpM . Je nahdem ob diese Orientierung mit der Orien-tierung von M übereinstimmt nennen wir p einen holomorphen oder anti-holomorphen Punkt.Zu einem komplexen Punkt gehört ein Index, bzw. eine Vielfahheit. Beigenauerer Betrahtung können wir nämlih komplexe Punkte durh Null-stellen von Shnitten in geeigneten Bündeln beshreiben. Diese Sihtweise44



Komplexe Punkte 3.3maht eine Untersheidung nah Vielfahheit der Nullstelle bzw. des komple-xen Punktes einleuhtend.Sei also p ein komplexer Punkt vonM . Wir nehmen an, dass p isoliert ist,d.h. es gibt eine punktierte Umgebung von p, in der keine komplexen Punkteliegen.Die Euler-Zahl vonM entspriht der Anzahl von Nullstellen eines Shnit-tes von TM , gezählt mit Vielfahheiten. Um eine Beziehung zwishen derAnzahl der komplexen Punkte von M und der Euler-Zahl von M herzustel-len, müssen wir also eine Beziehung zwishen den Nullstellen eines geeignetenVektorfeldes und den komplexen Punkten von M herstellen.Wir beginnen mit einer lokalen Siht in einer Umgebung von p. Dazu sei vein lokal gegebenes, niht-vershwindendes Vektorfeld um p entlang M . Füreine zu J kompatible Riemannshe Metrik g bezeihnen wir mit π = π|JTMdie Einshränkung der orthogonalen Projektion π : TX → NM auf JTM .Dabei bezeihnet NM das Normalenbündel NM von M .Auÿerhalb von p ist π ein Isomorphismus von Vektorbündeln. Der Shnitt
πJv hat eine isolierte Nullstelle in p. Der Index ind(p) des komplexen Punk-tes ist die Vielfahheit indp(v) dieser Nullstelle. Mit anderen Worten: DerIndex des komplexen Punktes ist die Windungszahl des Vektorfelds πJv übereinem �kleinen� Weg um p. Diese Windungszahl hängt natürlih von der Ori-entierung von M und NM ab. Wir wählen die Orientierungen so, dass dieOrientierung von NM die Orientierung von TM so ergänzt, dass sih die(durh die komplexe Struktur gegebene) Orientierung von TX ergibt. Orien-tieren wir M umgekehrt, so ändert sih auh die Orientierung von NM unddie Windungszahl bleibt gleih. Die De�nition des Index hängt somit nihtmehr von der Orientierung von M ab.Sei nun M eine Minimal�ähe mit isolierten komplexen Punkten. Dannbezeihnen wir mit P die Summe über die Indizes der holomorphen Punkteund mit Q die Summe über die Indizes der anti-holomorphen Punkte.Es maht Sinn, davon auszugehen, dass komplexe Punkte isoliert liegen.Setzen wir nämlih voraus, dass X eine Kähler-Mannigfaltigkeit mit kom-plexer Struktur J und zugehöriger Kähler-Metrik g ist so gilt (s. [Web84℄45



3.3 MinimalflähenProposition 2):Proposition 3.11. Sei X eine Kähler-Mannigfaltigkeit und M eine immer-sierte, verzweigte Minimal�ähe in X. Dann ist M entweder überall komplexoder M hat nur isolierte komplexe Punkte.Wir gehen im Folgenden davon aus, dass X eine Kähler-Mannigfaltigkeitist und somit entweder alle komplexen Punkte von M isoliert liegen, oder Müberall holomorph bzw. anti-holomorph ist.Nehmen wir zunähst an, die Minimal�ähe M sei niht überall holo-morph bzw. anti-holomorph, d.h. M besitzt nur isolierte komplexe Punkte.Sei v nun ein auf ganz M de�niertes Vektorfeld in TM , welhes in den kom-plexen Punkten von M niht vershwindet. Da die komplexen Punkte auf Misoliert liegen, gibt es immer ein solhes Vektorfeld. Wir bezeihnen mit πNdie Projektion von TX auf das Normalenbündel von M . Dann hat das Vek-torfeld πNJv genau dann eine Nullstelle in p, falls entweder p ein komplexerPunkt von M ist oder v eine Nullstelle in p hat.Ist p eine Nullstelle von v mit Index indp(v), so gilt ([Web84℄, [Web85℄)
indp(πNJv) = −ind(p) (3.3.5)Bezeihnen wir mit K die Menge der komplexen Punkte von M , so gilt:

−(P +Q) = −
∑

p∈K

ind(p)

=
∑

p∈K

indp(πNJv)

=
∑

p∈K

indp(πNJv) +
∑

q∈{v=0}

indq(πNJv) +
∑

q∈{v=0}

indq(v)

=
∑

p∈{πNJv=0}

indp(πNJv) +
∑

p∈{v=0}

indp(v)

(3.3.6)
Ist M eine geshlossene Mannigfaltigkeit, so folgt die einprägsame Bezie-hung:

− (P +Q) = χ(M) + ν(M) (3.3.7)46



Komplexe Punkte 3.3Als weitere wihtige Invariante in komplexen Mannigfaltigkeiten könnenwir die Chern-Klasse von X auf M auswerten. Da wir Minimal�ähen mitRand untersuhen wollen, müssen wir erneut lokale Betrahtungen anstellenund Nullstellen von Shnitten zählen - diesmal im Determinantenbündel vonTX. Bevor wir damit beginnen, benötigen wir einige Notation.Betrahte das komplexi�zierte Vektorbündel V C = TX⊗C. Die komplexeStruktur J auf TX liftet zu einer komplexen Struktur auf V C. Das Bündel V Czerfällt in die i,−i-Eigenbündel von J , die wir mit V (1,0), V (0,1) bezeihnen.Die Elemente des holomorphen Unterbündels V (1,0) sind von der Form
x− iJx x ∈ TX, (3.3.8)die im anti-holomorphen Bündel V (0,1) dagegen von der Form
x+ iJx x ∈ TX. (3.3.9)Wir haben die beiden Projektionen:
π(1,0) : V C → V (0,1) (3.3.10)
π(0,1) : V C → V (1,0) (3.3.11)Weiter bezeihne W = TM ⊂ TX das Tangentialbündel an M und
WC = W ⊗ C ⊂ V C (3.3.12)seine Komplexi�zierung. Wir betrahten die Shnitte mit dem holomorphenbzw. antiholomorphen Unterbündel
W (1,0) = WC ∩ V (1,0) (3.3.13)und
W (0,1) = WC ∩ V (0,1). (3.3.14)Mit si bezeihnen wir Shnitte im Bündel WC.Zuvor haben wir komplexe Punkte gezählt, indem wir Nullstellen vonbestimmten Vektorfeldern gezählt haben. Leider konnte diese Art zu zählen47



3.3 Minimalflähenniht zwishen holomorphen und anti-holomorphen Punkten untersheiden.Nun nutzen wir Shnitte im Determinantenbündel wiederum dazu, komple-xe Punkte zu zählen, wobei dieses Mal die Orientierung eine entsheidendeRolle spielen wird. Wir folgen dabei im Wesentlihen den Überlegungen aus[Web86℄.Wiederum stellen wir zu Beginn einige lokale Überlegungen an, um zuverstehen, wie Shnitte im DeterminantenbündelWC∧WC komplexe Punkteerkennen können.Sei p0 ein komplexer Punkt von M und s1, s2 ∈ WC Shnitte in einerUmgebung um p0, so dass s1 ∧ s2 6= 0 . Wie nehmen an, dass s1(p) ∈ W (1,0)und s2(p) ∈W (0,1) gilt.Auÿerhalb von komplexen Punkten ist
π(1,0)

∣

∣

WC
: WC → V (1,0) (3.3.15)ein Isomorphismus von Vektorbündeln. Denn ist v + iw ∈WC so ist

π(1,0)(v + iw) =
1

2
(v − Jw), (3.3.16)wobei wir die Identi�kation TX ∼= V (1,0) verwendet haben. Damit folgt, dass

π(1,0)(v+ iw) = 0 dann und nur dann falls v = Jw, also falls p ein komplexerPunkt ist. Da s1 ∧ s2 per De�nition nirgends vershwindet, kann p ∈M nurdann Nullstelle von π(1,0)s1 ∧ π(1,0)s2 sein, falls p ein komplexer Punkt von
M ist.Nah [Web86℄ gilt dann am Punkt p0:

indp(π
(1,0)s1 ∧ π

(1,0)s2) = − ind(p) (3.3.17)falls p holomorph ist, und
indp(π

(1,0)s1 ∧ π
(1,0)s2) = + ind(p) (3.3.18)falls p anti-holomorph ist.Der Index der Nullstelle von π(1,0)s1 ∧ π

(1,0)s2 entspriht also genau demIndex des komplexen Punktes mit Vorzeihen.48



Komplexe Punkte 3.3Wie zuvor führt das zu einer globalen Aussage: Sind s1, s2 ∈ WC zweiVektorfelder, so dass(i) s1 ∧ s2 6= 0(ii) An komplexen Punkten von M gilt s1 ∈ W (1,0) und s2 ∈ W (0,1) oderumgekehrt,dann entspriht die Di�erenz der Indizes P − Q der komplexen Punkte derAnzahl der Nullstellen (gezählt mit Vielfahheit) des Shnittes (s.a. [Hai07℄)
s1 ∧ s2 ∈WC ∧WC (3.3.19)Ist M ein minimaler Annulus, so ist die globale Konstruktion von s1, s2unproblematish. Ist M durh eine Abbildung f : A→ X parametrisiert, sowählen wir
s1 = df(∂r − i∂φ) (3.3.20)
s2 = df(∂r + i∂φ) (3.3.21)wobei (r, φ) Polarkoordinaten auf A sind und ∂r, ∂φ die zugehörigen Vek-torfelder. Dann gilt

s1 ∧ s2 = 2i∂x ∧ ∂y 6= 0 (3.3.22)O�enbar ist in einem komplexen Punkt p die Bedingung s1(p) ∈ W (1,0)und s2(p) ∈W (0,1) erfüllt.Für eine geshlossene Minimal�äheM ⊂ X, die niht überall holomorphoder anti-holomorph ist, gilt folglih:
P −Q = c1(X)[M ] (3.3.23)Wir bemerken noh, dass auh für andere De�nitionsbereihe obige Dis-kussion durhgeführt werden kann. Es müssen dann jedoh Nullstellen von49



3.4 Minimalflähen
s1 ∧ s2 zugelassen werden, deren Beitrag in der Rehnung als relative Chern-Klasse der Minimal�ähe auftauht.In jedem Fall stellen wir fest, dass sih sowohl Summe P + Q als auhDi�erenz P − Q durh die Anzahl von Nullstellen bestimmter Vektorfel-der ausdrüken lässt. Nullstellen dieser Vektorfelder entsprehen komplexenPunkten. Solange also keine komplexen Punkte am Rand der Minimal�äheauftauhen, muss die Anzahl der komplexen Punkte von M unter stetigenDeformationen invariant bleiben. Wir werden dieses Ergebnis im letzten Ab-shnitt des Kapitels nohmal detailliert ausführen und formulieren.3.4 Lagrange PunkteÄhnlih wie im Fall von komplexen Punkten möhten wir auh eine Kontrol-le über die Anzahl der Lagrangen Punkte auf einer Minimal�ähe in einerKähler-Mannigfaltigkeit erhalten. Tatsählih benötigen wir Bedingungen,die siherstellen, dass eine Minimal�ähe symplektish ist. Mit Hilfe des Ma-ximumsprinzips lässt sih zeigen, dass auh Lagrange Punkte nur über demRand entstehen können.Im folgenden sei X eine Kähler-Mannigfaltigkeit mit Kählerform ω. Wei-ter seiM eine Minimal�ähe in X, mögliherweise mit Rand. Bezeihnen wirmit ds2 die Metrik auf X, so lässt sih die zurükgezogene Metrik auf M alsForm shreiben:

ds2
M = φ ∧ φ̄ (3.4.1)Sei p ∈ M ein Punkt auf der Minimal�ähe. In der Nähe von p wählenwir wie in [CW83℄ bzw. [Wol89℄ einen unitären Korahmen µ1, µ2, so dass

µ1 = cos

(

β

2

)

φ µ2 = sin

(

β

2

)

φ̄ (3.4.2)Die so de�nierte Funktion β ist auf ganz M wohlde�niert, überall stetigund glatt auÿerhalb von komplexen Punkten. Die geometrishe Bedeutung50



Lagrange Punkte 3.4

PSfrag replaements
β

CP1

L

Abbildung 3.1: Die Grassmannshe G(2, 4) ∼= S2 × S2von β wird klar aus (2.15) in [CW83℄:
ω =

i

2
cos βφ ∧ φ̄ (3.4.3)Mit anderen Worten: β misst eine Art Lagrangen Winkel, d.h. die Ab-weihung der Tangentialebene TpM von den Lagrangen Ebenen in TpX. Be-trahten wir die Grassmannshe G(2, 4) der orientierten Ebenen in TpX, sokönnen wir β auh als einen Parameter auf der Grassmannshen G(2, 4) allerorientierten Ebenen in R4 au�assen (s. Abbildung 3.4) Für Lagrange Tan-gentialebenen ist cosβ = 0, an komplexen Punkten gilt cosβ = ±1.Aus (3.4.2) folgt die wihtige Gleihung:

sin
β

2
µ1 − cos

β

2
µ2 = 0 (3.4.4)Um das Maximumsprinzip auf β anwenden zu können, berehnen wirzunähst ∂∂̄β auÿerhalb der komplexen Punkte vonM . DaM Minimal�äheist, gilt nah [Wol89℄ für β: 51



3.4 Minimalflähen
∂∂̄β =

cosβ

sin β
∂β ∧ ∂̄β −

i

2
sin βRic (3.4.5)Mit ∂∂̄β = 1

4
∆βφ ∧ φ̄, erhalten wir
∆βφ ∧ φ̄ =

cosβ

sin β
|∇β|2 φ ∧ φ̄− 2i sin βRic (3.4.6)Wir verwenden

∆ cos β = − sin β∆β − cosβ |∇β|2 (3.4.7)und erhalten wie in [CT97℄:
∆ cosβφ ∧ φ̄ = −2 cosβ |∇β|2 φ ∧ φ̄− 2i sin2 βRic (3.4.8)Wir nehmen im Folgenden an, dass X Rii-�ah ist. Dann ist Ric = 0und (3.4.8) wird vereinfaht zu:

∆ cosβ = −2 cosβ |∇β|2 (3.4.9)wobei −∆ der Laplae-Beltrami Operator auf M ist. Nun sind wir in derLage, mit Hilfe des Maximum-Prinzips Aussagen über die Extremwerte von
β zu tre�en.Wir nehmen an, dass M keine anti-holomorphen Punkte hat. Dann ist
0 ≤ β < π überall. Auÿerhalb von {0, π}, d.h. auÿerhalb der komplexenPunkte, ist β eine glatte Funktion.Angenommen, cosβ wäre niht konstant und hätte ein Minimum an eineminneren Punkt p0 ∈ M , p0 /∈ ∂M . Wir nehmen an, dass p0 kein komplexerPunkt ist. Dann gilt in p0:

∇β = 0 (3.4.10)
⇒ 0 = −2 cosβ |∇β|2 = ∆ cosβ (3.4.11)In jeder Umgebung Uǫ von p0 gibt es ein q so dass

∆ cos β(q) > 0 (3.4.12)52



Lagrange Punkte 3.4Angenommen, das wäre niht rihtig. Dann gäbe es Uǫ so dass ∆ cosβ ≤ 0auf ganz Uǫ. Dann ist aber cos β auf Uǫ superharmonish und kann keinMinimum in p haben. Da wir cosβ als niht konstant vorausgesetzt haben,folgt, dass in q:
− 2 cosβ(q) |∇β(q)|2 > 0 (3.4.13)Also ist cosβ(q) < 0 und daher

cos β(p0) ≤ 0 (3.4.14)Damit haben wir gezeigt:Proposition 3.12. SeiM eine Minimal�ähe in einer Rii-�ahen Kähler-Mannigfaltigkeit X. Falls M keine anti-holomorphen Punkte hat, so gilt aneinem inneren Minimum von cos β:
cos β(p0) ≤ 0 (3.4.15)Für eine Minimal�ähe M mit Rand ohne anti-holomorphe Punkte gibtes also nur folgende Möglihkeiten:(i) cosβ ist konstant.(ii) das Minimum von cos β liegt auf dem Rand von M.(iii) M hat Lagrange Punkte (und das Minimum von cosβ liegt im Innerenund ist < 0).Hat M überhaupt keine komplexen Punkte, so kann cosβ kein Minimumim Inneren haben und mit derselben Argumentation kein Maximum. Falls

M kompakt ist, so folgt:Proposition 3.13. Sei M eine kompakte minimale Flähe in einer Rii-�ahen Kähler-Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 4. Falls M total reellist, so ist cos β konstant.Ist M niht kompakt, so liegen Minimum und Maximum von cosβ aufdem Rand. 53



3.5 MinimalflähenProposition 3.14. Sei M eine verzweigte minimale Immersion mit Randin einer Rii-�ahen Kähler-Mannigfaltigkeit. Falls M keine holomorphenPunkte hat und am Rand symplektish ist, so ist M überall symplektish.Der Vollständigkeit halber erwähnen wir noh (vgl. [Wol89℄Proposition 3.15. Sei M eine verzweigte minimale Immersion mit Randin einer Rii-�ahen Kähler-Mannigfaltigkeit. FallsM total reell ist und amRand Lagrange, so ist M überall Lagrange.3.5 Anwendungen für FamilienSei nunMt eine Ck-glatte Familie von Minimal�ähen mit Rand, k > 5. Fallsfür alle t keine komplexen Punkte auf dem Rand von Mt liegen, gibt es eine
Ck glatte Familie von Vektorfeldern vt entlang Mt, so dass(i) Die Nullstellen von vt liegen auÿerhalb der komplexen Punkte von Mt(ii) vt|∂Mt

6= 0.Die Summe der Indizes der Nullstellen eines Vektorfeldes entlang einerorientierten Flähe, welhes auf dem Rand nirgends vershwindet, ist einetopologishe Invariante:Lemma 3.16. Sei M eine orientierte Flähe mit Rand, vt, 0 ≤ t ≤ 1 eine
Ck-glatte Familie von Vektorfeldern aufM mit vt|∂M 6= 0, so dass für t = 0, 1alle Nullstellen von vt isoliert liegen.Dann gilt

∑

p∈{v0=0}

indp(v0) =
∑

p∈{v1=0}

indp(v1) (3.5.1)An einer isolierten Nullstelle ist der Index der Nullstelle dabei als Win-dungzahl des Vektorfeldes über einer kleinen einfah geshlossenen Kurve umdie Nullstelle zu verstehen.54



Anwendungen für Familien 3.5Aufgrund der Bedingungen haben somit sowohl vt also auh πNJvt keineNullstellen auf ∂M . Aus den Überlegungen in Abshnitt 3.3 folgt, dass dieSumme der komplexen Punkte auf M invariant ist.Proposition 3.17. Sei Mt ∈ X eine Ck-glatte Familie von Minimal�ähenmit Rand. Falls auf ∂M keine komplexen Punkte von M liegen, so ist P +Qkonstant.Ähnlih können wir für im Fall der Di�erenz der holomorphen und anti-holomorphen Punkte P − Q argumentieren. Auh hier kommt es auf dieWahl der rihtigen Vektorfelder an und auf die Tatsahe, dass die Anzahl derNullstellen konstant bleibt - vorausgesetzt, es gibt keine Nullstellen auf demRand.Betrahten wir nun wiederum eine Familie Mt von Minimal�ähen, ge-meinsam mit einer Familie von Vektorfeldern st1, st2, die obige Bedingungenerfüllen. Solange Mt keine komplexen Punkte auf dem Rand hat, können wir
s1, s2 glatt von t abhängig wählen, so dass s1 ∧ s2 keine Nullstellen auf demRand hat. Damit kann die Gesamtsumme der Nullstellen von π(1,0)s1∧π

(1,0)s2sih lediglih ändern, falls Nullstellen von π(1,0)s1 ∧ π
(1,0)s2 auf ∂M auftau-hen.Es folgt:Proposition 3.18. Sei Mt ∈ X eine Ck-glatte Familie von Minimal�ähenmit Rand. Falls für alle t auf ∂Mt keine komplexen Punkte von Mt liegen, soist P −Q konstant.und somit, indem wir die beiden Propositionen kombinieren:Korollar 3.19. Sei Mt ∈ X eine Ck-glatte Familie von Minimal�ähen mitRand. Falls für alle t auf ∂Mt keine komplexen Punkte von Mt liegen, so istdie Anzahl der holomorphen und die Anzahl der anti-holomorphen Punktekonstant.Wir verwenden nun die Ergebnisse über Lagrange Punkte auf Minimal-�ähen um zu folgendem Resultat zu gelangen: 55



3.6 MinimalflähenProposition 3.20. Sei Mt eine Ck-glatte Familie von Minimal�ähen. Falls
M0 symplektish und am Rand vonMt keine Lagrangen Punkte liegen, so sindalle Mt symplektish.Beweis. Falls keine Lagrangen Punkte am Rand auftauhen, entstehenerst reht keine anti-holomorphen Punkte am Rand. Dann können aber nahKorollar 3.19 auh keine anti-holomorphen Punkte im Inneren entstehen.Lagrange Punkte im Inneren können niht spontan entstehen. Dies sieht manwie folgt: Nehmen wir an für t = t0 würde das erste Mal ein Lagranger Punktin Mt0 auftauhen. Dann sind alle Mt für t < t0 symplektish. Für irgendein
t < t0 gäbe es dann aber ein p ∈Mt für das cosβ(p) ein Minimum annimmt.Da für dieses t aber Mt symplektish ist, gilt gleihzeitig cosβ(p) > 0, einWiderspruh zu Proposition 3.12.
3.6 Indextheorie für Minimal�ähenIm Folgenden möhten wir Familien von Randdaten und dazugehörige Fa-milien von Minimal�ähen betrahten. Aber selbst wenn wir zu gegebenenRanddaten die Existenz von Minimal�ähen siherstellen können, ist es äu-ÿerst shwierig Eindeutigkeit zu zeigen. Das führt nun zu gewissen Kompli-kationen, shlieÿlih wollen wir zu einer gegebenen glatten Familie Γt vonRanddaten auh eine glatte Familie von Minimal�ähen erhalten. Ohne einegenauere Untersuhung ist das aber wegen der fehlenden Eindeutigkeit nihtzu garantieren. Wir müssen daher mehr über die Struktur des Modulraumsaller Minimal�ähen erfahren.Mit dieser Problematik haben sih besonders Böhme und Tromba in[BT81℄ beshäftigt. Sie zeigen das folgende Theorem im Rn (4.14,[BT81℄):Theorem 3.21. Für eine o�ene, dihte Menge Â ⊂ A von Randbedingungenist die Menge der Minimal�ähen die von α ∈ Â berandet wird eine endliheund �niht-degenerierte� Menge. Diese Minimal�ähen sind stabil unter Per-turbationen von α. Falls n > 3, so sind die von α berandeten Minimal�ähen56



Indextheorie für Minimal�ähen 3.6immersiert bis auf den Rand. Falls n = 3, so existieren höhstens einfaheVerzweigungspunkte im Inneren.Wir wollen die Vorgehensweise in [BT81℄ erläutern und zeigen, warum dieErgebnisse auh in unserer Situation angewendet werden können.Für eine di�erenzierbare Einbettung α : S1 → Rn, α(S1) = Γ verstehtman unter einer Lösung des Plateau-Problems eine Abbildung f : D̄ → Rnder abgeshlossenen Einheitssheibe D̄ mit den folgenden Eigenshaften:(i) ∆f = 0(ii) f ist konform, d.h. 〈

∂f
∂x
, ∂f
∂y

〉

= 0 und ‖∂f
∂x
‖2 = ‖∂f

∂y
‖2.(iii) f |S1 : S1 → Γ ist ein Homöomorphismus.Es handelt sih also um eine harmonishe, konforme Abbildung, die aufdem Rand ein Homöomorphismus ist (s.a. Kapitel 3). Anstatt zu einer festenRandkurve Γ zu versuhen, die Menge aller Minimal�ähen mit Rand Γ zuverstehen, betrahten wir eine groÿe Menge von Randbedingungen gleihzei-tig. Durh geshikte Wahl von Regularitätsbedigungen an die Randkurvenläÿt sih so der Modulraum von minimalen Sheiben besser verstehen. Dazubezeihnen wir für genügend groÿe r, s ∈ N mit

A = {α : S1 → R
n

∣

∣ α ∈ Hr(S1,Rn), α ist eine Einbettung und
tc(α) < π(s− 2)}

(3.6.1)
D = {u : S1 → S1

∣

∣ deg u = 1 und u ∈ Hs(S1,C)} (3.6.2)Dann stellt die Menge A geshlossene Kurven in Rn dar und wir können Dals Menge von Reparametrisierungen verstehen. Betrahten wir das Bündel
A × D → A, so gehört zu einem Paar (α, u) eine harmonishe Abbildung
f : D̄ → Rn. Diese ist eindeutig durh die Bedingungen

f |∂D = α ◦ u (3.6.3)57



3.6 Minimalflähenbestimmt. Eine Minimal�ähe mit Rand Γ = α(S1) kann somit als Elementin A × D, bzw. als Element von π−1(α) aufgefasst werden, wobei wir mit
π : A×D → A die kanonishe Projektion bezeihnen.Anstatt nur für eine feste Randkurve Γ ⊂ Rn nah Lösungen für dasMinimal�ähen-Problem zu suhen, verwenden Böhme und Tromba in ihrerArbeit [BT81℄ einen anderen Ansatz: Sie untersuhen zunähst Eigenshaf-ten der Menge aller (verzweigten) Minimal�ähen als Teilmenge der harmo-nishen Abbildungen bzw. als Teilmenge von A×D.Im Anshluss lassen sih dann Aussagen über Minimal�ähen mit vorge-gebenen Randbedingungen Γ = α(S1) mahen.Dabei stellen sie einen Zusammenhang zwishen Verzweigungspunktenauf einer Minimal�ähe f ∈ A×D und dem Index der Projektions-Abbildung
π her.Wir sagen, eine Minimal�ähe ist vom Verzweigungstyp (γ, ν),

γ = (γ1, . . . , γp)

ν = (ν1, . . . , νq)mit λi, νi ≥ 0, falls f genau p untershiedlihe Verzweigungspunkte z1, . . . , zpder Ordnung γ1, . . . , γp und genau q Verzweigungspunkte ζ1, . . . , ζq der Ord-nung ν1, . . . , νq auf dem Rand besitzt.Uns interessiert der Raum aller Minimal�ähen M ⊂ η. Betrahtet mannun Minimal�ähen vom Verzweigungstyp (λ, ν), so erhält man Unterräume
Mλ

ν ⊂ M.Die zentrale Aussage von [BT81℄ ist nunTheorem 3.22 (4.10 in [BT81℄). Die Einshränkung πλ = π|Mλ
0
ist Fredholmvom Index

I(λ) = 2(2 − n) |λ| + 2p+ 3 (3.6.4)mit |λ| =
∑

λi.Weiter gilt58



Indextheorie für Minimal�ähen 3.6Theorem 3.23 (3.39 in [BT81℄). Sei ν 6= 0. Für eine Minimal�ähe x ∈ Mλ
νexistiert lokal eine Untermannigfaltigkeit Wλ

ν von η, so dass lokal Mλ
ν ⊂ Wλ

ν .Die Einshränkung πλν von π auf Wλ
ν ist Fredholm vom Index

I(λ, µ) = 2(2 − n) |λ| + (2 − n) |ν| + 2p+ q + 3 (3.6.5)Betrahten wir zunähst das Bündel η. Zu diesem existiert eine Strati-�zierung in Untermannigfaltigkeiten ηλν . Ist (α, u) ∈ η, so ist (α, u) ∈ ηλνgenau dann, wenn die zugehörige harmonishe Abbildung f : D → Rn mit
f |∂D = α ◦ u vom Verzweigungstyp (λ, ν) ist.Unter geeigneten Regularitätsbedingungen ist nun ηλν tatsählih eine Un-termannigfaltigkeit von η. Ihre Kodimension ist 2n |λ| + (n+ 1) |ν| − 2p− q(s. Theorem 2.14 in [BT81℄).Sei α : S1 → R

n. Dann bezeihnen wir mit η(α) die Menge aller Ab-bildungen Hs(S1,Γα) mit Γα = α(S1). In [Tro77℄ wird gezeigt, dass es ein
Cr−s−1-glattes Vektorfeld X auf η(α) existiert, dessen Nullstellen genau denMinimal�ähen (in einem etwas allgemeineren Sinne) entsprehen.Man kann nun X auf ganz η de�nieren, indem wir η mit ⋃

α η(α) iden-ti�zieren. Nehmen wir eine Minimal�ähe x ∈ η(α), z.B. x ∈ Mλ
ν . Dort istper De�nition Xα(x) = X(x) = 0 und die Fréhet-Ableitung bildet Txη(α)auf sih selbst ab.Die Kodimension des Bildes der Fréhet-Ableitung X∗(x) von X an derStelle x ist genau 2 |λ|+|ν|+3, wobei wir X∗(x) als Abbildung Txη → Txη(α)au�assen. (Theorem 1 in [Tro77℄)Shränkt man X auf die Untermannigfaltigkeiten vom Verzweigungstyp

(λ, ν) ein, so ist das Bild von X∗ in Txη(α) gar von Kodimension 4 |λ|+3 |ν|+

3. Das orthogonale Komplement von X∗ hat eine geometrishe Bedeutung.Böhme und Tromba zeigen, dass es sih um so genannte "erzwungene Jaobi-Felder" handelt. Ist x = α◦u eine Minimal�ähe vom Verzweigungstyp (λ, ν),so ist 59



3.6 Minimalflähen
J(x) :=

{

k : D̄ → R
n

∣

∣ ∆k = 0, k = reK
} (3.6.6)wobei K = iω(z)F (z) mit F = ∂x

∂z
und einer meromorphen Funktion ω,die folgende Bedingungen erfüllt:(i) imω = 0 auf ∂D(ii) ω hat Pole in z1, . . . , zp ∈ D und ζq, . . . , ζq ∈ ∂D mit maximaler Ord-nung λj bzw. νj .(iii) Falls für alle j gilt zj 6= 0, so kann ω(z) einen Pol der Ordnung ≤ 1 in

0 haben.(iv) Falls für ein j gilt zj = 0, so kann ω(z) einen Pol der Ordnung ≤ λj +1in 0 haben.Es gilt:Theorem 3.24 (Theorem 6.7 in [BT81℄). Sei (α, u) ∈ Mλ
ν . Dann stimmtdas H1/2-Komplement von X∗(αu) : T(α,u)η → Tuη(α) mit den erzwungenenJaobi-Feldern J(x) überein.Die Kodimension von X∗ entspriht also der Dimension von J(x). Es istniht shwer zu sehen, dass

dim J(x) = 2 |λ| + |ν| + 3 (3.6.7)Die groÿe Kodimension von X stellt eine gewisse Shwierigkeit dar. Wirwollen die Nullstellenmenge von X bestimmen. Wäre nun X∗ surjektiv, sokönnten wir shlieÿen, dass diese eine Untermannigfaltigkeit von ηλν wäre.Um dieses Problem zu lösen, betrahten Böhme und Tromba daher denOperator k, der aus X und anshlieÿender orthogonaler Projektion auf dasBild von X∗(x)|Txηλ
ν
zusammengesetzt ist. k ist nah Konstruktion in einerUmgebung von x surjektiv. In dieser Umgebung können wir nun die Nullstel-lenmenge von k betrahten.60



Indextheorie für Minimal�ähen 3.6O�enbar ist jede Minimal�ähe Nullstelle von k. Die Umkehrung gilt imallgemeinen niht. Nennen wir also die lokale Nullstellenmenge Wλ
ν , so gilt(lokal) Mλ

ν ⊂ Wλ
ν . Auÿerdem ist nun Wλ

ν eine Untermannigfaltigkeit von ηλν .Die Projektionsabbildung πλν = π|Wλ
ν
ist dann Fredholm vom Index (Theorem3.39 in [BT81℄)

ind πλν = 2 |λ| (2 − n) + |ν| (2 − n) + 2p+ q + 3 (3.6.8)Es stellt sih heraus, dass für ν = 0 gilt: Mλ
0 = Wλ

0 . Damit folgt danndas für uns entsheidende Ergebnis:Theorem 3.25 (Theorem 4.12 in [BT81℄). Für n > 3 gilt π(
⋃

|λ|+|ν|≥0 M
λ
ν)ist eine abgeshlossene, nirgends dihte Teilmenge von A.
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Kapitel 4
Füllungen mit minimalen Annuli
4.1 Minimale FüllungenSeien φi : S1 × R → X, i = 0, 1 zwei Einbettungen des Zylinders in eineRii-�ahe Kähler-Mannigfaltigkeit X. Mit Li bezeihnen wir das Bild von
S1 × R unter φi. Die Li sind also Untermannigfaltigkeiten in X.De�nition 4.1. Eine (Ck-)Füllung mit minimalen Annuli zwishen L0, L1ist eine Ck-glatte Familie von Ck-eingebetteten minimalen Annuli At ⊂ Xfür t ∈ R, so dass:(i) Für t 6= t′ gilt At ∩At′ = ∅.(ii) ⋃

t Γ
i
t = Liwobei Γit, i = 0, 1 die beiden zu S1 homöomorphen Randkomponenten von

At bezeihnet ∂At = Γ0
t ∪ Γ1

t .Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dass alle Abbildungen min-destens Ck-glatt, k > 5, sind, sofern nihts anderes verlangt wird.Wir betrahten nun wieder das Kotangentialbündel
X = T ∗(S1 × R) ∼= S1 × R

3 (4.1.1)63



4.2 Füllungen mit minimalen Annulimit der kanonishen Kähler-Struktur. Seien (θ, t, x, y) Koordinaten auf X.Sei L0 der Nullshnitt in X. Weiter bezeihnen wir mit Ft die Hyper�ähen
S1 × {t} × R2 ⊂ X. Dann ist Ft ∩ L0 = γt eine einfah geshlossenen Kurvemit Parametrisierung

γt(θ) = (θ, t, 0, 0) (4.1.2)Wir wollen nun die Frage der Existenz minimaler Füllungen zwishen demNullshnitt und einer gegebenen Lagrangen Einbettung des Zylinders S1 ×

R → T ∗(S1 × R) untersuhen.4.2 Existenz minimaler FüllungenUnter gewissen geometrishen Voraussetzungen können wir dann die Existenzeiner Füllung mit minimalen Annuli zwishen einem gegebenen Zylinder unddem Nullshnitt garantieren.Wir betrahten die folgende Situation: L ∼= S1 × R sei ein LagrangerZylinder in X = S1 × R3. Dann bezeihnen wir mit Ft die "Fasern"
Ft =

{

(θ, τ, x, y) ∈ S1 × R
3

∣

∣ τ = t
} (4.2.1)und mit Γt den Shnitt von L mit Ft, d.h.

Γt = L ∩ Ft. (4.2.2)Sei φ : S1 × R → X eine Parametrisierung von L. Mit γt bezeihnen wir dieKurven
γt =

{

(θ, τ, 0, 0) ∈ S1 × R
3

∣

∣ τ = t
} (4.2.3)d.h. die Shnitte L0 ∩ Ft.Wir setzen im Folgenden voraus, dass L die folgenden Bedingungen er-füllt:(i) Γt ist eine einfah geshlossene Kurve in Ft mit tc(Γt) ≤ 2π(ii) φ(θ, t) = (θ, t, 1, 0) für |t| > C64



Existenz minimaler Füllungen 4.2(iii) L ∩ L0 = ∅Theorem 4.2 (Theorem B). Sei L ⊂ X ein Lagranger Zylinder, der obigeBedingungen erfüllt. Falls für jedes t eine nihtkonstante, subharmonisheFunktion
ut : X → R (4.2.4)existiert, so dass

ut|Γ = ut|L0
= const (4.2.5)so gibt es eine Füllung mit minimalen Annuli zwishen L und dem Nullshnitt

L0.Wir konstruieren zunähst eine passende Familie von minimalen Annu-li mit Rand auf dem Zylinder bzw. auf dem Nullshnitt. Entsheidend isthierbei die Arbeit von Böhme-Tromba [BT81℄ bzw Thiel [Thi85℄. Dort wirdgezeigt, dass zu generishen Randdaten immersierte Minimal�ähen existie-ren und diese stabil unter Perturbationen sind. Wir haben einige Aspektedieser Arbeit im Abshnitt 3.6 erläutert.Betrahte die Menge aller minimalen immersierten Annuli M mit zuge-hörigen Randdaten
A = {α = (α1, α2)

∣

∣ αi ∈ Hr(S1, X) ist eine Immersion für i = 1, 2;

α1, α2 sind disjunkt}Sei π : M → A die Projektion von M auf die Randdaten A. Dann ist nah
[Thi85]Theorem 4.3. Das Di�erential π∗ der Projektion ist ein Fredholm-Operatorvom Index 1. Die Menge der regulären Werte von π ist o�en und diht.Der Index 1 kommt von der Dimension der Menge der konformen Selbst-abbildungen des Annulus auf sih selbst. Nehmen wir von nun an an, dassdie Randdaten

α = (α1, α2) (4.2.6)ein regulärer Wert von π sind. 65



4.2 Füllungen mit minimalen AnnuliWir bezeihnen mit ∂+A, ∂−A die beiden Randkomponenten des Annulus
A = S1 × I. Ist dann f : A→ X ein minimaler Annulus mit Rand

f |∂+A = α1 (4.2.7)
f |∂−A = α2 (4.2.8)so ist dπ|f eine surjektive Abbildung auf T(α)A. Damit folgt, dass π in einerkleinen Umgebung in M von f ein Di�eomorphismus auf die Randdaten ist.Zunähst stellen wir fest: Für |t| > C sind die von γt,Γt berandetenMinimal�ähen At eindeutig bis auf Parametrisierung. Es gilt:

At =
{

(θ, t, x, 0) ∈ S1 × R
3

∣

∣ x ∈ [0, 1]
} (4.2.9)Für |t| > C ist

Γt =
{

(θ, t, 1, 0)
∣

∣ 0 < θ < 2π
} (4.2.10)Die konvexe Hülle von Γt, γt ist also gerade

{

(θ, t, x, 0) ∈ S1 × R
3

∣

∣ x ∈ [0, 1]
} (4.2.11)Da jede Minimal�ähe in der konvexen Hülle ihrer Randdaten (s. Proposition3.1) enthalten ist, ist die von γt,Γt berandete Minimal�ähe eindeutig undentspriht dem Annulus in (4.2.9).Tatsählih gilt:Proposition 4.4. Sei Γ, γ ∈ A so dass tc(γ) + tc(Γ) ≤ 2π. Dann ist (Γ, γ)ein regulärer Punkt von π. Insbesondere ist jede immersierte Minimal�ähemit Rand (Γ, γ) stabil unter Perturbationen des Randes.Beweis. Sei 0 < ρ < 1 und

Aρ =
{

z ∈ C
∣

∣ ρ ≤ |z| ≤ 1
} (4.2.12)Um die Regularität unter π zu zeigen, müssen wir zeigen, dass für jede mi-nimale Immersion x : Aρ → X mit den gegebenen Randdaten (γ,Γ) und fürein harmonishes Vektorfeld h entlang x gilt:66



Existenz minimaler Füllungen 4.2Falls h tangential entlang Γ, γ ist und h in�nitesimal konform ist, d.h.
∂h

∂z
=
∂x

∂z
(4.2.13)so folgt, dass h überall tangential an x ist.Nehmen wir an, das wäre niht so. Dann gäbe es ein Jaobi-Feld derForm u · N , wobei N ein normales Vektorfeld entlang M und u eine niht-vershwindende glatte Funktion mit u|∂M = 0 wäre. Das würde bedeuten,dass M instabil ist.Da tc(∂M) ≤ 2π folgt aus Gauss-Bonnett, dass −2π ≤

∫

M
KM ≤ 0. Ausdieser Bedingung folgt aber mit [BdC76℄, dass M eine stabile Minimal�ähesein muss. Also kann es kein normales Jaobi-Feld geben und h ist überalltangential.Folglih ist h ein erzwungenes Jaobi-Feld im Sinne von [BT81℄. Damitfolgt, dass die einzigen Perturbationen im Kern von π erzwungene Jaobi-Felder sind. Da die minimale Immersion x keine Verzweigungspunkte hat, ist

dim ker π∗ = 1 und somit muss π surjektiv sein wegen ind π = 1Bemerkung 4.5. Es ist niht wahr, dass π generell keine kritishen Punktebesitzt. Die Regularität von π steht in unmittelbarem Zusammenhang mitder Stabilität von Minimal�ähen. Stabile Minimal�ähen sind immer auhreguläre Punkte von π. Eine niht-stabile Minimal�ähe dagegen kann keinregulärer Punkt von π sein. Hier gibt es im Kern von π zusätzlihe Jaobi-Felder, auÿer den durh die Gruppe der konformen Reparametrisierungenerzwungenen.Im Falle minimaler Sheiben folgt aus der Regularität der Randdatennämlih, dass es nur endlih viele minimale Sheiben mit diesen Randda-ten gibt. Andererseits konnten Lewy und Courant in [Cou50℄ mit Hilfe desBridge-Priniples Beispiele rekti�zierbarer Jordankurven konstruieren, wel-he unendlih viele stabile minimale Sheiben beranden. Eine detaillierte Un-tersuhung �ndet sih in [MY82℄. Derartige Randdaten können unmöglihreguläre Werte der Projektion sein.Wir müssen noh zeigen, dass wir die Familie von Minimal�ähen einge-67



4.2 Füllungen mit minimalen Annulibettet und disjunkt konstruieren können, um Füllung mit minimalen Annulizu erhalten.Die Disjunktheit folgt sofort aus der Konstruktion: die Randdaten zu Mtsind komplett in der �ahen Hyper�ähe Ft enthalten, daher gilt auh Mt ⊂

Ft. Da alle Ft paarweise disjunkt folgt die Disjunktheit der Minimal�ähen.Die Eingebettetheit folgt aus der Existenz der Funktionen ut. Alle Mini-mal�ähen sind immersiert, aufgrund der Krümmungsbedingungen auf demRand und der Aussage von Proposition 3.6. Zunähst stellen wir fest, dass fürMinimal�ähen in S1 × R2 ebenso wie für Minimal�ähen in R3 keine Dop-pelpunkte im Inneren entstehen können. Ansonsten würde nämlih zunähstein Berührpunkt entstehen. Aufgrund des Maximum-Prinzips für Minimal-�ähen in R3 ist das jedoh ausgeshlossen.Also muss ein Doppelpunkt am Rand auftauhen. Da aber ut = const aufdem Rand und ut|At
≤ const folgt, dass ut|At

ein lokales Minimum hätte. DiesWiderspriht der Tatsahe, dass es zu At eine harmonishe Parametrisierung
φ gibt, so dass ut ◦ At subharmonish ist.Damit ist das Theorem 4.2 bewiesen.
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