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Zusammenfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir die getwistete Ruellesche Zetafunktion Z%(z) einer kom-
pakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit X ungerader Dimension d. Dabei ist y eine end-
lichdimensionale Darstellung von m1(X). Die Ruellesche Zetafunktion ist eine dynami-
sche Zetafunktion, die dem geodéddischen Fluss auf dem Einheitssphérenbiindel S (X)
zugeordnet ist. Sie ist definiert durch ein unendliches Produkt, das in einer Halbebene
Re(z) > c absolut konvergiert. Das Produkt l14uft {iber die primitiven geschlossenen geo-
ditischen Kurven von X. Ein fundamentales Resultat von D. Fried besagt, dass Z)Ig(z) eine
meromorphe Fortsetzung auf ganz C hat. Von besonderem Interesse ist das Verhalten von
ZX(z) an der Stelle z = 0.

Fiir den Fall einer unitdren azyklischen Darstellung y konnte Fried mittels der Selberg-
schen Spurformel zeigen, dass die Ruellesche Zetafunktion in Null regulér ist, und dass
deren Wert in z = 0 die analytische Torsion von § (X) ist. Dieses Resultat veranlasste Fried
zur Formulierung der Vermutung, dass fiir den Fall einer allgemeinen endlichdimensio-
nalen Darstellung von m(X) das erste Glied der Laurent-Entwicklung der Ruelleschen
Zetafunktion um z = 0 durch die analytische Torsion beschrieben wird.

In dieser Arbeit zeigen wir, dass diese Vermutung richtig ist fiir Darstellungen, die die
Einschriankung einer irreduziblen Darstellung der Isometriegruppe von X auf 7r;(X) sind.
Wir identifizieren X mit I'\G/K, wobei G = SO,(2n + 1,1), K = SO(2n + 1) und I eine
diskrete torsionsfreie kokompakte Untergruppe von G ist. Es sei

7: G = GL(V,)

eine irreduzible Darstellung vom hochsten Gewicht A, = (my, ..., m,) mit m,, # 0 und
X = 7l die induzierte Darstellung. Weiter definieren wir die induzierte Ruellesche Ze-
tafunktion Z§(z) fiir Re(z) > 0 als das Produkt iiber die primitive Konjugationsklassen
{y} # {e} von I' von Faktoren det(Id —7(y) e **®)~!, wobei £(y) die Linge von v ist. Fiir
Zy(z) leiten wir eine Produktdarstellung durch die Selbergeschen Zetafunktionen her. Mit
der Methode der Spurformel zeigen wir, dass R™(z) = Zg(2) - Z;"(z) in z = 0 regulér ist
und
R'(0) = T"(@)",

wobei T*"(1) die induzierte analytische Torsion ist. Dabei bezeichnet 7, die irreduzible
Darstellung von G vom hochsten Gewicht Af. = (my,...,—m,;). Der Beweis basiert auf
der Berechnung der geometrischen Seite der alternierenden gewichteten Summe der Spu-
ren der Wirmeleitungsoperatoren von A,(7), wobei A,(7) der induzierte Hodge-Laplace-
Operator auf r-Differentialformen auf X mit Werten im zu y-assoziierten flachen Vektor-

raumbiindel E7 ist:
2n+1

J0) = ) (=) rTre™™™®,
r=0

Wir benutzen die auf Fried zuriickgehende Methode der virtuellen Theta-Funktionen
H(t; w), um die Selbergschen Zetafunktionen meromorph fortzusetzen. Ferner leiten wir
eine Determinantenformel fiir R7(z) her. Diese liefert uns dann den Beweis.
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Einleitung

Es sei X eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension 2n+ 1.
Wir identifizieren X mit dem Quotienten I'\G/K, wobei die Gruppen G = SO,(2n+1, 1),
K = SO(2n + 1) und I eine diskrete torsionsfreie kokompakte Untergruppe von G ist.
Es sei y: I' = GL(V,) eine endlichdimensionale Darstellung von I” in einem komplexen
Vektorraum V). Wir betrachten die Ruellesche Zetafunktion

Z%(z) = l_[ det (Id —y(y) e ¥ )_1, Re(z) > 0,

(yitlel

prim
wobei das Produkt iiber primitive Konjugationsklassen {y} von y in I" gebildet wird und
{(y) die Léange der durch y induzierten geschlossenen Geoditischen bezeichnet. Es sei
vy die [-te dussere Potenz der Standarddarstellung von M = SO(2n). Die Ruellesche Ze-
tafunktion Z)S( (z; vy) ist analog durch ein unendliches Produkt definiert. In [Fri86b] zeigt
Fried unter der Verwendung einer Produktdarstellung von Z%(z) durch die Selbergschen
Zetafunktionen Z’S‘ (z; vy), dass die Ruellesche Zetafunktion eine meromorphe Fortsetzung
auf C hat. Die meromorphe Fortsetzung der Selbergschen Zetafunktionen beweist Fried
mittels der Methode der Transportoperatoren. Die sich natiirlich anschliefende Frage
nach den Singularititen von Z)S( (z; v;) und damit auch von Z)Ig(z) kann man mit Hilfe dieser
Methode jedoch nicht beantworten.
Es sei ¢: I' — GL(V,) eine unitire Darstellung von I" in einem endlichdimensiona-
len Vektorraum V. Die von Selberg [Sel56] entwickelte und nach ihm benannte Spur-
formel zur Untersuchung der Selbergschen Zetafunktion ng(z) auf einer Riemannschen
Fliache X, die die logarithmische Ableitung von Zg(z) mit der Spur der Resolvente des
Laplace-Operators auf X in Beziehung setzt, ergibt die meromorphe Fortsetzung von
Z? (z), eine Funktionalgleichung und eine spektraltheoretische Beschreibung ihrer Singu-
laritdten. Gangolli [Gan77b] verallgemeinerte diese Methode fiir Selbergsche Zetafunk-
tionen auf hoherdimensionalen hyperbolischen Raumen X. Es gelingt ihm, die Singu-
laritdten der logarithmischen Ableitung der Selbergschen Zetafunktion Z?(z) durch das
Spektrum des Laplace-Operators auf X auszudriicken. Daraus erhilt er, dass alle Resi-
duen von d% log Z?(z) rational sind mit einem gemeinsamen Nenner k. Auf diese Weise
erhilt Gangolli, dass Z‘So (2)¢ eine meromorphe Fortsetzung besitzt und einer Funktional-
gleichung geniigt.
Kombiniert man dieses Resultat mit dem von Fried [Fri86b], so erhilt man insbesondere,
dass auf ungeradedimensionalen hyperbolischen Mannigfaltigkeiten die Selbergsche Ze-
tafunktion Z;O(z; v;) folgender Funktionalgleichung geniigt

Z‘SO(z; V) = Zf(—z; Vi) exp( - 2 dim(V,,) Vol(X) fz P4 vl)d/l), (D)
0

wobei P(1;v;) das Plancherel-Polynom von G ist. Diese Funktionalgleichung bildet den
Ausgangspunkt fiir den von Fried [Fri86al] zuerst erkannten Zusammenhang zwischen der
analytischen Torsion 7%"(¢) und der Ruelleschen Zetafunktion Zz(z) inz=0:

Zi(2) = T™ (@), @)



unter der Voraussetzung, dass ¢ eine azyklische Darstellung von I ist. (Zur Erinnerung:
eine Darstellung heifit azyklisch, wenn die getwistete Kohomologiegruppe H*(X; ¢) ver-
schwindet.) Fried identifiziert mittels der Selbergschen Spurformel die Spur des Warme-
leitungsoperator des Hodge-Laplace-Operators A,(¢) auf r-Differentialformen auf X mit
Werten im zu ¢ assoziierten flachen Vektorraumbiindel E¥ mit geometrischen Daten.
Aus der Hodge-Zerlegung erhilt man, dass A,(¢) = D,(¢) ® D,_1(p), wobei D,(¢) =
A (@) Tkoexaki- Aus der Spurformel von e "P/¥) erhilt Fried, dass die regularisierte De-
terminante von Dj(¢) im Wesentlichen durch die Selbergsche Zetafunktion ng(z; v;) in
z = n—I[beschrieben wird. Aus der Funktionalgleichung von Z;D (z; v;) und der Produktdar-
stellung von Zﬁ(z) durch Z‘SO (z; ) erhilt er dann (2). Ferner gelingt es Fried [Fri86a, Theo-
rem 4] unter der Verwendung der Funktionalgleichung die Singularititen von Zf(z; Vi)
durch die regularisierte Determinante von D;(¢) + z(z + n — ) Id auszudriicken.

Der Schonheitsfehler, dass die gesamte Argumentation in [Fri86al auf der Funktionalglei-
chung (I) basiert, deren Beweis eine Kombination aus der Anwendung der Spurformel
in [Gan77bl] und der Methode der Transportoperatoren in [Fri86b] ist, wurde insbeson-
dere durch Untersuchungen von Voros [Vor87]] zur regularisierten Determinanten von el-
liptischen Differentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten behoben. Man iden-
tifiziert dabei die logarithmische Ableitung der Selbergschen Zetafunktion mit der geo-
metrischen Seite der Spur eines elliptischen selbstadjungierten Differentialoperators D.
Auf diese Weise kann man das Spektrum von D, d.h., die Eigenwerte x; mit Multiplizitét
N(u;), mit den Pol-Stellen der logarithmischen Ableitung der Selbergschen Zetafunktion
mit Residuen N(u;) identifizieren. Durch Integration erhélt man damit direkt, dass die
Selbergsche Zetafunktion eine meromorphe Fortsetzung hat und im Wesentlichen durch
die regularisierte Determinante von D beschrieben wird. Im Falle einer Riemannschen
Flache X vom Geschlecht g > 1 ist Cartier/Voros [CV90] mittels der Selbergschen Spur-
formel ein Beweis folgender bemerkenswerten Relation gelungen:

Zo(s+1/2) = 29797 det(Ay + (s — 1/2)(s + 1/2)) det((Ag2 — 1/4)!/? = 5207,

Eine Verallgemeinerung dieser Methode auf hoherdimensionale lokal-symmetrische
Riume vom reellen Rang Eins findet man schlieBlich im Buch [BO935]] von Bunke/Olbrich.
Wir bemerken, dass uns fiir eine beliebige endlichdimensionale Darstellung y: I” —
GL(V,) in einem komplexen Vektorraum V, die Methode der Selbergschen Spurformel
nicht zur Verfiigung steht. Damit ist bis auf die Konvergenz und die meromorphe Fortsetz-
barkeit nach [Fri86b]| iiber die Ruellesche Zetafunktion Z)Ig(z) nichts bekannt. Durch
inspiriert formulieren wir folgende Frage.

Frage. Ist die Ruellesche Zetafunktion Z)Ig(z) reguldir in z = 0 mit
ZX(0) = T*(x)*?

Diese Frage muss im Allgemeinen wohl negativ beantwortet werden, siehe die Diskussion
in Abschnitt

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung dieses Problems fiir Darstellungen y, die die
Einschriankung auf I einer irreduziblen Darstellung 7: G — GL(V;) sind. In diesem Fall



steht uns nach einem Ergebnis von Mathsushima/Murakami [MM63] die Selbergsche
Spurformel zur Verfiigung mit deren Hilfe wir die obige Frage behandeln werden. Es sei
Z,(z) die Ruellesche Zetafunktion zur Darstellung y = 71. Es sei 6: G — G die Cartan-
Involution und 7, = 7 0 6. Es sei R"(z) = Zlg(z)ZIT;’ (z). Unser Hauptergebnis ist folgendes
Theorem.

Theorem. Es sei T ¢ 1,. Dann ist die Ruellesche Zetafunktion R (z) an der Stelle 7 = 0
reguldr und

R7(0) = T*(1)*.

Diese Arbeit ist folgendermallen aufgebaut:

In Abschnitt werden wir die Ruellesche Zetafunktion Zﬁ(z) betrachten, wobei y: I —
GL(V,) eine beliebige endlichdimensionale Darstellung ist. Weiter werden in diesem Ab-
schnitt die Selbergschen Zetafunktionen Z’S‘ (z; &) definiert, wobei £ eine irreduzible Dar-
stellung von M = SO(2n) bezeichnet. Wir zeigen, dass die Ruellesche Zetafunktion Z)Ig(z)
eine Produktdarstellung durch Zg‘ (z;€) hat.

In Abschnitt 2] wiederholen wir aus Griinden der Vollstindigkeit die Definition der analy-
tischen Torsion fiir den Fall einer beliebigen endlichdimensionalen Darstellung y: I" —
GL(V,). Ein wichtiges Resultat dabei ist, dass im Fall einer azyklischen Darstellung y
die analytische Torion 7?"(y) nicht von der Wahl einer Hermiteschen Struktur auf dem
flachen Vektorraumbiindel EX — X abhingt.

In Abschnitt [3] diskutieren wir die Methode der Selbergschen Spurformel unter dem As-
pekt ihrer Anwendung zur Berechnung der Spur des Wirmeleitungsoperators von Boch-
ner-Laplace-Operatoren A, auf den Schnitten lokal-homogener Vektorraumbiindel E7 —
X, wobei o eine unitére irreduzible Darstellung von K ist.

In Abschnitt 4| werden wir einen Spezialfall einer Darstellung y von I" diskutieren, die
durch eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung 7: G — GL(V;) vom hochsten
Gewicht A; = (my, ..., m,) mit m, # 0 von G induziert wird:

x =7r: I = GL(V;).

Weil die induzierte Darstellung y nach Theorem VIIL.6.7 in [BWOO] azyklisch ist, ist die
induzierte analytische Torsion 7"(7)? unabhiingig von der Hermiteschen Struktur des as-
soziierten flachen Vektorraumbiindels £X — X. In Satz zeigen wir, dass ¥ — X
isomorph zum lokal homogenen Vektorraumbiindel E* = I'\G Xk V; ist. Eine Verall-
gemeinerung des Lemmas von Kuga liefert uns die Identitét Z,(T) = —R(Q) + 7(Q) auf
r-Differentialformen in X mit Werten im homogenen Vektorraumbiindel E7 iiber X. Auf
diese Weise konnen wir die oben entwickelte Methode zur Anwendung der Selbergschen
Spurformel auf den Wirmeleitungsoperator von A,(7) anwenden.

In Abschnitt[5|wenden wir die Selbergsche Spurformel auf die Funktion

2n+1
Jty= ) (=1 rTre”™®
r=0



an. Die entscheidende Vereinfachung zur Berechnung der geometrischen Seite der Spur-
formel bildet das auf Kostant [Kos61] zuriickgehende Theorem [5.1] Das Hauptresultat
dieses Abschnitts ist die Spurformel von J(7):

Jo(f) = Z(-1)"<w)+1e—Ww)z(Vol(X) fR P(iA; v-(w))dA
weW!

2 3)
el /41
+ Z L(y; Vr(w))w),

{yl#{e}

wobei W! eine Teilmenge der Weyl-Gruppe von G und P das Plancherel-Polynom von
G. Weiter bezeichnet v,(w) eine durch 7 fir w € W! eindeutig bestimmte irreduzible
Darstellung von M und A.(w) # 0 eine Zahl, die aus Theorem [5.1]hervorgeht, siche (5.8).

In Abschnitt @ zeigen wir, dass die induzierte Ruellesche Zetafunktion Zg(z) folgende
Produktdarstellung durch die Selbergschen Zetafunktionen hat:

Zp(@) = rl Zg(z+ /lT(w);vT(w))(—l)"("’)“. @
weW!

Aus der Voraussetzung m,, # 0 folgt, dass die irreduzible Darstellung v.(w) von M nicht
invariant beziiglich der Wirkung der reduzierten Weyl-Gruppe von G ist, wobei m,, die
(n + 1)-Komponente des hochsten Gewichtes A; = (my, ..., m,) der irreduziblen Darstel-
lung 7 von G bezeichnet. Millson [Mil78]] entdeckte als erster eine Verbindung zwischen
Selbergschen Zetafunktionen dieser Art zu der Eta-Invarianten eines Dirac-Operators,
siehe hierzu Theorem 4.5 in [BO935]. Diese Beobachtung suggeriert, dass die induzierte
Ruellesche Zetafunktion Zg(z) in z = 0 nicht den Wert T2 (r)? tragen wird und damit
zunéchst unmittelbar keine weitere Schliisse zuldsst. Darin sehen wir einen Ansatzpunkt
fiir weitere Untersuchungen iiber die vorliegende Arbeit hinaus, sieche die Diskussion in
Abschnitt@ Anstelle von Zg(z) betrachten wir die folgende Ruellesche Zetafunktion:

R'(2) = ZR(2)Z (2),

dabei ist Z;j (z) die t,-induzierte Ruellesche Zetafunktion, wobei 7,: G — GL(Vf) eine
irreduzible Darstellung vom héchsten Gewicht Af = (my, . ..,—my,) ist. Fiir R7(7) erhalten
wir mit (4)) eine Produktdarstellung durch Selbergsche Zetafunktionen S (z + A+(w); w),
wobei

S(zw) = Zg (23 ve(W))Zg (25 Vo, (w)).

Fiir diese Funktionen leiten wir der Idee von Cartier/Voros folgend eine Determinanten-
formel her, die eine komprimierte Beschreibung der Singularititen von S (z; w) erlaubt.
Gesucht wird also ein elliptischer Differentialoperator, dessen regularisierte Determinan-
te die Selbergsche Zetafunktion S (z; w) im Wesentlichen beschreibt.

Ein auf Moscovici/Stanton [MS] zuriickgehender Ansatz besteht darin, eine Theta-Funk-
tion, also die Spur des Wirmeleitungsoperators eines verallgemeinerten Laplace-Opera-



tors zu bestimmen, so dass sie dann mit den einzelnen w € W! Summanden in (3)) mittels
der Selbergschen Spurformel identifiziert werden kann:

In Abschnitt[7) konstruieren wir die virtuelle Theta-Funktion H(z; w). Hierfiir nutzen wir
den Isomorphismus
R(K) = RO,

wobei R(K) und R(M) die Darstellungsringe von K und M sind und W, die reduzierte
Weyl-Gruppe von G ist. Die Schliilelstelle zum Beweis der meromorphen Fortsetzbarkeit
von S (z; w) bildet die Spurformel H(t; w) = I(t; w) + G(t; w), wobei

1(t; w) = e @ Vol(X) f e P(id; w)dA
R

der Beitrag der Identitit und

et 14

Gt;w) = e N ey Liy; ) G

{ri#le}

der hyperbolische Beitrag ist. Weiter wenden wir die im Anhang [A] zusammengefasste
Methode der Laplace-Mellin-Transformation auf H(#; w) an und erhalten, dass

@ = ] dets(A@y) """,

wew!

wobei A(w) verallgemeinerte Laplaceoperatoren sind, so dass H(¢; w) = Tr e AW wobei
Trg die super-Spur beziiglich der natiirlichen Z,-Graduierung in R(K) ist.

Wir nennen eine Funktion f(¢), t+ > 0, zuldssig im Sinne der Laplace-Mellin-Transfor-
mation, wenn sie zum einen eine asymptotische Entwicklung von der folgenden Form
hat:

(o8]

f(t) ~ Z Ca ™ fiirt > 0%,

k=0
wobei ay eine von unten beschrinkte streng monoton steigende Folge reeller Zahlen ist,
zum anderen das Langzeitverhalten von f bis auf eine diskrete endliche Folge durch e’
mit ¢ > 0 beschrieben ist. Das heift, es existiere —co < b < u; < --- < uy <0, so dass

|Fe - P e ™| =0, firt— co.

In Abschnitt [§ zeigen wir mit Hilfe der Spurformel von H(r; w), dass S (z; w) eine mero-
morphe Fortsetzung auf C hat und folgender Funktionalgleichung geniigt:

S (zw) = S(~z;w)exp  — 47 Vol(X) f ) P(A;w)dA),
0



wobei P das Plancherel-Polynom von G ist. Dazu bemerken wir, dass der Beitrag der
Identitét I(¢; w) eine zuldssige Funktion im Sinne der Laplace-Mellin-Transformation ist.
Durch Ausnutzen der Euler-Funktionalgleichung der I'-Funktion erhalten wir

ZPfoy f e W) [ ) ldr = P(zw),
0

wobei Pf - das konstante Glied der Laurent-Entwicklung einer meromorphen Funktion
um s = 1 bezeichnet. Aus der Spurformel von H(t; w) folgt damit, dass G(¢; w) ebenfalls
zuldssig im obigen Sinne ist. Die Laplace-Mellin-Transformierte von G(t; w) ergibt dann
die logarithmische Ableitung Y(z; w) von S (z; w). Die Aufintegration liefert eine Determi-
nantenformel von S (z; w). Die aus der Produktdarstellung von R7(z) durch S (z+ A (w); w)
resultierende Determinantenformel von R7(z) ergibt schlieBlich das Hauptresultat.
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1 Die Ruellesche Zetafunktion Z)(z)

1.1 Der hyperbolische Raum

Es sei X eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension d. Die
universelle Uberlagerung X von X identifizieren wir mit dem hyperbolischen Raum

{xe]Rd“|—x(2)+x%---+x§=—1,xo>0}.

Die orientierungserhaltenden Isometrien von H¢ bilden die Gruppe G = SO,(d, 1). Die
Isotropiegruppe K des Ursprungpunktes xo = (1,0,...,0) ist SO(d). Die Fundamental-
gruppe m1(X) von X wirkt durch Decktransformationen auf X. Damit existiert eine dis-
krete torsionsfreie kokompakte Untergruppe I” von G, so dass

X =I'\G/K.

Es sei g die Lie-Algebra von G. Die Killing-Form B auf der Lie-Algebra g von G ist nicht
ausgeartet. Die Einschrinkung von B auf die Lie-Algebra f von K ist negativ definit. Das
orthogonale Komplement p von g identifizieren wir mit dem Tangentialraum von X in xo.
Es seien 8 die Cartan-Involution und

g=tep

die zugehorige Cartan-Zerlegung. Die Einschrinkung von B auf p ist positiv definit und
invariant unter der adjungierten Wirkung von K. Die Killing-Form induziert eine invarian-
te Metrik auf X mit konstanter negativer Kriimmung. Auf X wihlen wir die Riemannsche
Metrik, die durch

7N 1 /

Xy):= mB(Y,Y) (1.1)
induziert wird. Beziiglich dieser Metrik ist X eine Mannigfaltigkeit konstant negativer
Kriimmung —1. Es seien a der maximal abelsche Unterraum von p und M der Zentralisa-
tor von a in K sowie m die Lie-Algebra von M. Es sei A C G die Liesche Gruppe von a.
Es gilt

dimA = 1.

Es sei weiter A4 das reduzierte Wurzelsystem von g beziiglich a. Mit g* bezeichnen wir
den Wurzelraum zu « € A4. Wir wihlen ein positives Wurzelssystem A7 in A4. Es sei

Damit erhalten wir die Iwasawa-Zerlegung g = {® a @ 1 und die entsprechende Iwasawa-
Zerlegung G = KAN. Wir definieren

1 : (07
p = 3 Z dim(g®).

+
QEAA



Es sei a* die positive Weyl-Kammer der reduzierten Weyl-Gruppe W4 = M’/M von a
in g, wobei M’ der Normalisator von a in K ist. Es sei Hgr € a*, so dass (Hg, Hr) = 1.
Dieses Element ist eindeutig bestimmt. In der Tat, es sei ar die lange Wurzel von g. Dann
ist HR € q, so dass ar(HR) = 1. Dann definieren wir a, € A* durch a, = exp(u Hr) mit
u € R*. Mittels Cartan-Zerlegung G = KA*K schreiben wir g € G als ka,k’. Dann ist

u = d(x, xp),

wobei d der geoditische Abstand zwischen x = gK und xo = eK in G/K ist. Es ist einfach
einzusehen [GKM75], dass

nicht triviale 1:1 | freie Homotopieklassen
Konjugationsklassen in I geschlossener Kurven in X |

Es sei {y} eine Konjugationsklasse in /. Weil X negativ gekriimmt ist, beinhaltet die
zugehorige Homotopieklasse ¢, immer eine geschlossene Geoditische 7. Es sei £(y) die
Lénge von 7,. Jede geschlossene Kurve in dieser Homotopieklasse kdnnen wir zu einer
Kurve der selben Linge auf X liften, die die Punkte x und yx in X verbindet. Dann ist
{(y) die minimale Lange der Kurven von x nach yx in X. Das heiBit U(y) = inf 5 d(x,yx),

wobei d der geoditische Abstand auf X ist. Wir liften den geoditischen Abstand d auf X
zu einer K-biinvarianten Funktion ¢ auf G

8(g7'g") = d(x,x), (1.2)

wobei x und x’ in den Nebenklassen gK und g’ K liegen. Dann ist d(x, yx) = d(gK, ygK) =
d(K, g 'ygK) = 6(g~'yg). Damit ist

(y) = inf 8(g" " yg).
geG

Daraus folgt, dass €(y) nur von der Konjugationsklasse von y abhéngt. Um £(y) zu be-
stimmen, konnen wir damit y durch ein zu y konjugiertes Element g, € G ersetzen, auch
wenn g, nicht in I" liegt. Weil I'\G kompakt ist, sind alle Elemente von I" halbeinfach.
Aus der Torsionsfreiheit von I” folgt mit [LMROO, Korollar 2.6], dass alle Elemente y # e
hyperbolisch sind, d.h., sie sind konjugiert zu m,a, in MA*. Daraus folgt

U(y) = 6(ay).

Es sei dk das normalisierte Haar-Maf auf K, d.h. fK dk = 1. Das Haar-MaB dg auf G kann
derart normalisiert werden, dass fiir alle f € C7°(G) folgendes gilt:

ff(g)dg = fff fkayn) exp(2pu Hr)dkdudn, (1.3)
G KXAXN

wobei du das Lebesgue-Mal} auf R und dn das Haar-MaB3 auf N sind, siehe [Wal73|
Proposition 7.6.4]. Dieses Haar-Mal entspricht dem Volumenelement, das durch die Rie-
mannsche Metrik (Y, Y")g = —(¥,0(Y")) auf G fiir Y, Y’ € g induziert wird, wobei (-, -) wie
in (I.1) und 6 die Cartan-Involution von G mit Fixg(6) = K ist.



1.2 Die Ruellesche Zetafunktion Z}(z)

Wir folgen Bunke/Olbrich [BO95]. Weil K treElsitiV jluf Einheitsvektoren von p wirkt,
identifizieren wir das Einheitssphirenbiindel S X ¢ TX mit G/M. Damit ist

SX = I'\G/M.

Der geoditische Fluss @ auf S X beziiglich der durch (-, -) induzierten invarianten Rie-
mannschen Metrik auf X wird beschrieben durch

&: RxXI'\G/M - I'\G/M, (t,I'gM)w— I'gexp(—t Hr)M,

wobei HR der Einheitsvektor in a beziiglich (-, -) ist, siehe [[GF52, Mau57].

Es sei £ eine unitédre Darstellung von M in einem endlichdimensionalen komplexen Vek-
torraum W;. Weiter sei y : I' — GL(V,) eine endlichdimensionale komplexe Darstellung.
Mit F&X bezeichnen wir das Vektorraumbiindel iiber S X, das durch die Darstellung £ und
x induziert wird. Das heif3t

FX® = T\(G Xy V,, ® Wp).
Wir liften den geoditischen Fluss @ auf FX¢ durch
P R X FXYY — FX (1, [g,v® w]) — [gexp(—t HR), v ® w].

Nach Definition des geoditischen Flusses bildet die Projektion periodische Trajektorien
von @ auf geschlossene Geoditische in X ab. Wir haben oben bereits bemerkt, dass die
Menge der Konjugationsklassen von I" mit der Menge der Homotopieklassen geschlosse-
ner Kurven in X korrespondiert. Im Fall der hyperbolischen Mannigfaltigkeit X = I'\G/K
ist dieser Zusammenhang offensichtlich. Es sei {y} # {e} eine Konjugationsklasse von I".
Dann ist die zugehorige periodische Trajektorie gegeben durch

¢y :={l'gexp(-tHR)M | t € R},

wobei g € G, so dass g~ lyg = mya, € MA*. Die Linge {(cy) von c, ist dann {(y) =
log(a,). In der Tat folgt aus yg = m,a,g

Igexp(—L(y) HR)M = I'y™'gM = I'gM.

Der Lift von ¢ = ¢, auf F¥ € induziert eine lineare Transformation MX#(c) auf der Faser
von FX¥¢ iiber I'gM. Die Monodromieabbildung MX*(c) von ¢ beschreibt die Transfor-
mation dieser Faser, d.h., M¥<(c)([g, v ® w]) = [gexp(—£(y) HR), v ® w]. Damit ist
M) (g, v@w]) = [ga,' ,vew] = [ga;'m}', v e &m,uw]
= [y"'g,0 @ £(my)w] = [g, x (v @ E(y)uw].

Eine geschlossene Trajektorie ¢ durch y € S X, die durch {y} bestimmt wird, heif3t primi-
tiv, wenn ¢t = £(y) die kleinste Periode von @ mit @(t, y) = y ist.
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Der kritische Exponent von y

In [BO93|] wird ausschlieBlich eine unitire Darstellung von I" betrachtet. Diese Ein-
schrinkung mochten wir fallen lassen und werden sie an dieser Stelle verallgemeinern.
Es seiy: I' = GL(V,) eine endlichdimensionale Darstellung. Wir wihlen eine Norm || - |
auf V,.. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass

Iy )Il < e/

Beweis. Es sei {y1,...,y,} C I' ein Erzeugersystem von I" und [[y(y;)ll = C;. Es sei
y € I'.Dannisty = y|" -- -y’ Daraus folgt

Iyl < eV, (1.4)

wobei e = max; C; und fy(y) die Wort-Linge von y beziiglich {y;}; ist. Nach einem
Standardresultat aus der geometrischen Gruppentheorie (siehe zum Beispiel [LMROO,
Proposition 3.2]) ist £y () quasiisometrisch zu d(x, yx), d.h., es existieren A, B > 0 mit

B 'y (y) — A < d(x,yx) < Blw(y) + A.
Daraus folgt die Aussage. O

Um die Abhingigkeit von der Wahl einer Norm auf V, in (I.4) zu eliminieren, definieren
wir
¢y = inf{c > 0, fiir die (T.4) erfullt ist} (1.5)

den kritischen Exponenten von y: I' — GL(V,).
Aus (1.3) folgt, es existiert eine Konstante C > 0, so dass Vol(Bg(xp)) = C e2’R . Damit
erhalten wir

#iy) 1 €y) <R} <y € I'| £(y) < R} < Ce¥F. (1.6)

Definition 1.1. Die Ruellesche Zetafunktion Z%(z; &) beziiglich @¥* ist definiert durch

Zi@ &) = [ | det(1d-M¥é(c)e@y!

¢ prim
=[] det(ld-x() @&(my) @)™
(y)le)
prim
fiir Re(z) > 2p + ¢,.
Aus (I.4) und (1.6) folgt
log Zy(z:£) == . trlog(id —x(y) ® £(my) )
(yi#le)
prim
> e—2kl()
= Z try () trélmy)—
[y)#le) k=1

prim



11

e W)

= try(y) tré(m,) ——,
{y;‘e} w(y)

welche fiir Re(z) > 2p + ¢, exponentiell konvergiert, wobei u(y) die Multiplizitit von
v ist. Daraus folgt, dass Zl)g(z; &) keine Singularititen in der Halbebene Re(z) > 2p + ¢,
hat. O

Notation. Wenn die Darstellung von M trivial ist, schreiben wir Z%(z) fiir die Ruellesche
Zetafunktion.

1.3 Die Selbergsche Zetafunktion

Es ist allgemein bekannt, dass auf einer Mannigfaltigkeit negativer Kriimmung der geoda-
tische Fluss @ ein Anosov-Fluss ist, d.h., es existiert eine d@-invariante Aufspaltung des
Tangentialbiindels von S X in Flussrichung 7°S X und stabile bzw. instabile Richtungen
T°S X bzw. T"S X:

TSX=T'SX®oT'SX®T"SX.

Die Monodromieabbildung P. = d®( einer periodischen Trajektorie ¢, in diesem Zu-
sammenhang auch Poincaré-Abbildung genannt, zerfillt beziiglich der obigen Aufspal-
tung von 7S X in

P.=P.oldeP..

Aus der Identifikation S X = I'\G/M erhalten wir

TSX=I'\G Xy Mdadn),
wobei 1t = n die Summe negativer Wurzeln von a ist.
Definition 1.2. Die Selbergsche Zetafunktion ist definiert durch

Zi(z:8) = ]_I l_[ det (1d —MY%(c) ® S7PS(y.) e” @),
cprim j=0

=[] [ [det(1d—x() @ &(my) @ ST Ad(myayyze 1)
(yl#le} j=0
prim

fiir Re(z) > p + ¢,, wobei § J das j-fache symmetrische Produkt bezeichnet.

In der Tat

logZ{(z:6) = > > trlog(ld—x(y) ® £0my) ® S/ Ad(myay )z e~ )

{yi#le} j=0
prim
5 i it () ® £(m,) ® ST Ad(mya, )z eI )k
= - r
{y}#le} j=0 k=1 k



12

_ i try(y) tr&(my) tr(S7 Ad(myay )7) G

(y1#le) j=0 L2
—pl(y)
= Y L T,
2 o) M ded = Adimayr)

wobei bei der letzten Umformung folgende Identitiit benutzt wird:

det(Id — Ad(may)p) ) trS7 Admyay); = 1.
/=0

Mit Hilfe der Spurformel wird in [Gan77a, [DeG77] gezeigt, dass das Langenspektrum
{€(y) | {y} # {e}} keinen endlichen Hiufungspunkt hat. Daraus folgt, dass ein C > 0
existiert, so dass fiiralley € I

1 <C
det(Id — Ad(m,a, )y)

Aus (T:4) und (T:6) erhalten wir, dass die Selbergsche Zetafunktion Z{ (z; &) fiir Re(z) >
p + ¢, analytisch ist. O
Es sei

tr&(my) e Pl)

LX(y;6) =t . 1.7
;6 rx(y) let(ld — Ad(mya,)m) (L.7)
Dann ist die Selbergsche Zetafunktion
LX(y;6) _
Zg(z;f) = exp( - E — "¢ ZM)) (1.8)

ot M)
fiir Re(z) > p + ¢,
Mit Hilfe dieser Darstellung der Selbergschen Zetafunktion erhalten wir sofort, dass die
logarithmische Ableitung Y¥(z;¢) = d% log Z)§ (z;€) von Zfé (z; €) von der folgenden Form
ist

Y@= ), (ol (e,

{yi#ie}

wobei {(yo) = £(y)/w(y).

Notation. Essei 1: I' — GL(C) die triviale Darstellung von I". In diesem Fall schreiben
wir einfach Z (z; £) fir Z;L (z; €). Diese Vereinbarung der Notation wenden wir in (I.7) an,
d.h., wir schreiben vereinfacht

L) )

") ), Re(z) > p.

Zs(z;6) = exp(— Z

{lyi#le}
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Bemerkung. Falls die Darstellung & von M nicht invariant unter der Wirkung von w4 Wy
ist, betrachten wir die Selbergsche Zetafunktion

SX(z:€) = Z§(2:€) - Z§ (2 wad). (1.9)

Bemerkung. Es sei ¢: I' — GL(V,,) eine unitéire Darstellung. Dann ist der Definitionsbe-
reich der Ruelleschen und der Selbergschen Zetafunktion unabhéngig von ¢, d.h., fiir alle
unitiren Darstellungen ¢ sind Z} (z; £) und Z{(z; £) analytische Funktionen in Re(z) > 2p.
In der Tat ist der kritische Exponent ¢, von ¢ gleich Null.

1.4 Produktdarstellung von Zﬁ ()

Wir definieren die Standarddarstellung v: M — GL(R?") von M als den trivialen Lift
von M — GL,,(R). Es sei v; die duBere Potenz A’ von v, d.h.,

vi: M - GL(A'R*™), 0<1<2n, (1.10)

wobei vg = 1 die triviale Darstellung ist. Fiir [ # n ist v; eine irreduzible Darstellung von
M. Fiir [ = n zerfillt v,: M — GL(A"R?") in v* @ v~, wobei v* die Spin-Darstellungen
von M sind, siehe [Fri97, Abschnitt 1.5].

Satz 1.3. Fiir Re(z) > 0 gilt

2n

_1)\+1
ZXz) = l_[Z)S((z—p+l;V1)( Dl (1.11)
=0

Beweis. Durch Einfiigen der Eins, in Form von

1 = det(Id — Ad(m,a, )7) Z ST Ad(myay )i
=0

2n
= (DDA AdGmyay))
=0

2n
= ( Z(—l)l e D ymy))(
=0

in die Definition von Z)Ig (z) erhalten wir

e

S/ Ad(myay)7)

T
=)

Ms

S/ Ad(myay)z).

J=

=]

2n )
1 .
log Z¥(2) = Z(—l ) Z —— trx(y) trvy(my) e~ @D Z trS7 Ad(m,a, )y
= e MY =0
2n
- Z(—1)l+1 log Z{(z = p + Ly v)). O
=0
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Dieser Satz wurde urspriinglich von Fried [Fri86bl] bewiesen. Auf Bunke/Olbrich [BO93]
geht folgende Verallgemeinerung zuriick

2n
Z@o = [ |Ze-p+imes . (1.12)
=0

Mit Methoden der Transportoperatoren zeigt Fried [[Fri86b] unter Verwendung von (I.11)),
dass die Ruellsche Zetafunktion Z%(z) eine meromorphe Fortsetzung auf C hat. Die Frage
—nach dem ersten Glied der Laurententwicklung von Z)Ig(z) an der Stelle z = 0— kann fiir
eine allgemeine Darstellung x: I — GL(V,) mit dieser Methode jedoch nicht beantwor-
tet werden.

2 Die analytische Torsion 7"(y)>

In diesem Abschnitt wollen wir an die Definition der analytischen Torsion erinnern.
Es sei X eine orientierte, geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension d.
Es sei

X1 mi(X) = GL(V,)

eine endlichdimensionale Darstellung der Fundamentalgruppe von X. Die Darstellung y
definiert ein flaches Vektorraumbiindel

EX - X.

Es sei A"(X, EX) der Raum der C*-Schnitte des Vektorraumbiindels A"7T*X ® EX, also der
Raum der glatten r-Differentialformen mit Werten in EX. Elemente von A"(X, E¥) sind
die r-Differentialforen ¢ auf der universellen Uberlagerung X von X mit Werten in V,,
die fiir jedes y € m1(X) die Transformationsgleichung y*¢ = y(y)¢ erfiillen, wobei 1 (X)
durch Decktransformationen auf X operiert. Es sei d, die dulere Ableitung auf A"(X, EY),
d.h.,

d,: A"(X, EY) — A" (X, EY).

Weil EX flach ist, folgt d, o d,, = 0, und wir erhalten den de Rham-Komplex mit Koeffi-
zienten im flachen Vektorraumbiindel EX

AYX, EX) &, ANX, EY) AN AX, EY).
Wir wihlen eine Hermitesche Metrik #* auf EX. Diese induziert einen Isomorphismus
§: EX — EY",
wobei EX* das duale Vektorraumbiindel ist. Wir setzen # zu einem Isomorphismus
B: A"(X, EX) - A'(X, EXY)
fiir alle r fort. Ferner definiert die Riemannsche Metrik auf X eine lineare Abbildung

x: A(X, EX) > ATT(X, EY)
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fiir alle 7 mit s = (—1)"@" Id auf A"(X, EX). Wir schreiben kurz o # fiir
(*®Id) o Idef): A'T*X ® EX > A"T*X ® EY*.

Das gewohnliche duBlere Produkt auf Differentialformen kombiniert mit der Evaluation-
Abbildung tr: EX @ EX* — C induziert das folgende duflere Produkt

A: AP(X, EX) ® A(X, EX) — APT(X),

wobei APT4(X) der Raum der glatten (p + g)-Differentialformen auf X ist, [MM63], Ab-
schnitt 2]. Dann ist ein inneres Produkt auf A”(X, EX) definiert durch

(6. 4) 3=f¢5/\*°ﬁl//-
X

Es sei L2A"(X, EX) die Vervollstandigung von A”(X, EX) beziiglich der Norm, die durch
dieses innere Produkt induziert wird. Der zu d, formal adjungierte Operator auf A" (X, EX)
ist gegeben durch

5)( — (_1)d(r+1)+1 %0 ﬂ_lo d)( o ﬂ o %,

Wir definieren den Hodge-Laplace-Operator durch
A(y) =d 0, +06,d,.

Dann ist A.(y): A"(X, EX) — A’(X, E¥) ein wesentlich selbstadjungierter, elliptischer
Differentialoperator und es gilt

(A0, ¢) 2 0

fiir alle ¢ € A"(X, EX). Es sei ‘H"(X, E¥) der Kern von A,(y). Die Elemente dieses Raumes
sind E¥-wertige harmonische r-Differentialformen auf X. Die Abbildung von de Rham
induziert einen Isomorphismus

H'(X, EX) = H'(X; EX),

wobei H"(X; EX) die Kohomologie von X mit Koeffizienten im flachen Vektorraumbiindel
EX ist. Es sei A,(y)’ die Einschrinkung von A,(y) auf das orthogonale Komplement von
H"(X, EY) in L>A’(X, E¥). Die Zeta-Funktion von A,(y) auf A"(X, EX) ist definiert durch

In 0 (8) = TrA (), Re(s) > d/2.
Mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung der Spur des Warmeleitungsoperators von

A(x) zeigt man, dass {,(,)(s) eine meromorphe Fortsetzung auf C hat, siehe [[Gi184] und
Abschnitt[A]l Ferner ist Zeta-Funktion von A,(y) regulir in s = 0. Es sei

d
detA.(x)" = exp (- £§Arw>(s)|s:o)

die regularisierte Determinante von A,(y)’.
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Wir definieren die analytische Torsion T*"(y) durch

d
7007 = | | (deta, )" 2.1)

r=0

Wir wollen die Abhéngigkeit des Hodge-Laplace-Operators von der Wahl der Hermite-
schen Metrik nidher untersuchen. Es seien h’g und h)f zwei Hermitesche Metriken auf EX.
Wir bezeichnen mit Ef die Hermiteschen Vektorraumbiindel (E*, hi‘ ). Wir konstruieren
wie oben Hilbertraume

L’A"(X,E}) und L*A(X,EY).
Mit h} bezeichnen wir die Konvexkombination von A§ und A’

hy=h +u(ht k),  0<u<l.

Weiter sei gX eine Familie Riemannscher Metriken auf X. Damit erhalten wir eine Familie
von Hodge-Laplace-Operatoren A, (y; i, g¥) auf L>A’"(X,, EY), wobei X, = (X, g,), d.h.,

Oy(u,v) = + %, off, o dyo B, o *,

und
Ay u,0) = (dy + 6,(u, 0))%
Es seien d d
a, = ﬁ;l—uﬁu und B, = *;la *, .

In [Mil93] Theorem 2.6] wird gezeigt, dass fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten ungera-
der Dimension folgendes gilt:

(9 ang. . < r e
o log T (y; 1, 0)" = r§:0<—1> rTr(a, Py, (0)), 2.2)
P d
an/_ . 2 _ r Na
5o 102 T (v u,0) _ZO(—D rTr(B, Py, (0)), (2.3)

wobei Py, (0) die Projektion auf H"(x; u, v) = ker(A,(x; u, v)) ist.
Es sei y: I' = GL(V,) eine azyklische endlichdimensionale Darstellung von /" in einem
komplexen Vektorraum V, . Dann ist

H*(X; EX) = {0).

Aus (2.2) und @2.3) folgt, dass die analytische Torsion T%(y)? nicht von der Wahl der
Hermiteschen Metrik auf EX und der Riemannschen Metrik auf X abhiingt.
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3 Die Selbergsche Spurformel

Es sei X eine geschlossene hyperbolische Mannigfaltigkeit der Dimension 2n + 1 wie in
Abschnitt[I.T] Es sei A der Laplace-Operator auf C*(X). Es sei

o(A): O0<pu <pp<---— o0

das Spektrum von A und {¢} eine orthonormale Basis von L?(X) aus Eigenfunktionen von
A. Es sei N(A; R) die Eigenwertzihlfunktion von A, d.h., N(R; A) = #{u € o(A) | |ul < R}.
Nach der Weylschen Formel [Shu0O1, Abschnitt II1.13] ist

Vol(X) R
An)a2r(d/2 + 1)
Es sei f € S(R). Wie in Abschnitt[A.1]definieren wir mit Hilfe der Spektralzerlegung von
A den Operator f(A) durch

N(R: A) ~

., R- . (3.1)

F)G =) Fu)gyd, ¢ € LX),
=1
Aus (3.7)) folgt: f(A) ist ein Operator der Spurklasse, und die Spur ist gegeben durch
Tr(F(A) = ) f(u)),
=1

wobei die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert. Ziel ist es, mit Hilfe der Spur-
formel diese Spur durch geometrische Daten auszudriicken. Dazu bemerken wir, dass
f(A) insbesondere ein Glittungsoperator mit einem C*-Kern K ist. Eine Argumentation
wie im Beweis von Satz liefert die Aussage

Ki(xy) = D f()9(x) ® 65(v). (3.2)
j=1

J

Wir folgen den Ausfiihrungen auf Seite[/8|und erhalten dann

Trf(A) = L K ¢(x, x)dvol(x).

1.

Spiter werden wir den Wirmeleitungsoperator e ** untersuchen. Seine Spur ist

Tre_’Asz(t;x,x)dvol(x).
X

In Abschnitt werden wir den Wirmeleitungskern H von A auf X konstruieren und
zeigen, dass N
H(t; x,y) = Z H(t; x,yy).
yel’

Zur Berechnung von Tre™

ﬁ(t; X, X) an.

wenden wir die Selbergsche Spurformel auf die Funktion



18

3.1 Die Selbergsche Spurformel

Weil G halbeinfach ist, existiert ein invariantes MaB auf G. Es sei dg ein Haar-MaB} auf
G. Dieses induziert ein invariantes Maf} dg auf I'\G:

L\G(Zf (v9))dg = fG flg)g, feC@G).

yell

Es sei
¢: I' = GL(V,)

eine unitdre Darstellung von I" in einem endlichdimensionalen Vektorraum V.
Wir betrachten den Hilbertraum

ﬁwmeﬁwcawﬂw6ﬂwwﬁwmwmL&W@%w<@,

wobei || - [|, das Hermitesche Inneresprodukt auf V,, bezeichnet. Es sei Ry := Indlq(go) die
rechtsregulire Darstellung von G in L>(I'\G : ¢), d.h.,

Rr: G — Aw(L*(I'\G : ¢)),  (Rr(gW)(g') = v(g'g).

Die Darstellung R kann in folgender Weise interpretiert werden. Es sei F ein Funda-
mentalbereich von I” in G. Das heifit, jedes Element g € G kann man eindeutig darstellen
als

g=7x

wobei y € G und x € F bis auf Elemente einer Nullmenge.

Offensichtlich ist jede Funktion ¢ € L*(I'\G : ¢) eindeutig durch die Einschrinkung
auf F bestimmt. Umgekehrt kann man jede Funktion auf F zu einer Funktion auf G
fortsetzen, die der Bedingung ¥ (yx) = ¢(y)p(x) geniigt.

Damit kénnen wir den Hilbertraum L>(I'\G : ¢) mit dem Raum der V-wertigen Funk-
tionen auf F identifizieren, fiir die

j; W (x)lI5dx < oo (3.3)

Weil ¢: I' = GL(V,,) eine unitire Darstellung ist, hangt (3.3) nicht von der Wahl eines
Fundamentalbereichs von I in G ab. In der Tat, fiir alle y € I" ist

W(yx), d(yx))e = (P (x), oY) (x))
= (Y (x), Y (x))y.

Beziiglich dieser Realisierung von L*(I'\G : ¢) ist der Operator R von der Form

Rr(¥)(g") = ey (x),

wobeiy € I'und x € F definiert ist durch g’g = yx.
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Bemerkung 3.1. Es sei y: I' — GL(V,) eine nicht unitére Darstellung von I" in einem
endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V. In diesem Fall ist (3.3)) nicht wohldefi-
niert.

Es sei f € C2°(G). Wir definieren einen Operator Rr(f) in L>(I'\G : ) durch
Rr(f) = fG f(@)Rr(g)dg. (3.4
Es sei € L*(I'\G : ¢). Dann ist
(Rr(fW)(g) = L F(@Rr(g W) (g)dg' = L f(g"Hw(gg")dy’

= [ s gwigrag = [ (3 s vaworg))ag

yel’

) fp (D fta™vg er g ))dg',

yel'

wobei F ein Fundamentalbereich von I” in G ist. Damit ist
R0 = [ Kilog Wiy
G

wobei
K%g.9) = ) Flg” vg o). (3.5)
yel’
Bemerkung 3.2. Fiir f € L'(G) konnen wir den Operator Rr(f) wie in (3.4) definieren.
Aus ||RF(Hl < C|Ifll;: folgt, dass dieser Operator stetig ist.

Weil f einen kompakten Triger hat, konvergiert Reihe (3.5) in der C*-Topologie auf
kompakten Teilmengen. Damit ist Ri-(f) ein Integraloperator mit C*-Kern K;f(g, g’). Dar-
aus folgt, dass Ry (f) ein Operator der Spurklasse ist und

RN = [ wKi0.0w. (.6
NG

Es sei {y} die Konjugationsklasse von y € I'". Dann ist tr ¢(y) konstant fiir alle Element y
aus der Konjugationsklasse {y}. Damit kénnen wir die linke Seite von (3.6)) schreiben als

tro(y) flg7'Y' 9))dg,
{Zy}:rwyfF(Z g 79)9

Y ely}

wobei die duflere Summe iiber die Menge der Konjugationsklassen von y € I gebildet
wird.
Es sei y € I'. Wir betrachten die Konjugationsklasse {y}. Diese Klasse besteht aus Ele-
menten der Menge

{y =a'ya |aer).
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Es sei I'y der Zentralisator von y in I'. Fiir ; aus der Rechtsnebenklasse von I" beziiglich
Iy wird jedes Element " aus Konjugationsklasse {y} nur einmal getroffen. Damit erhalten
wir

D g Y= ) flga yag).

'€

ael \I'

f > FgY 9)dg = f flg™"v9)dg,

Y ely}

Daraus folgt

wobei F| = Zaery\ r aF ein Fundamentalbereich von I, in G ist. Also ist

fo(g 'Y'9))dg = f S vg)dg.

Y ety 22

Es sei G,, der Zentralisator von y in G. Dann ist

flg  vg)dg = f g7 g vg' 9)dg dg
I,\G G,\G Jr\G,

= f g yg)dg dg
Gy\G Iﬂy\G7

= Vol(I,\G) f g vg)dg.
Gy\G
Damit ist Spurformel (3.6) dquivalent zu

TiRA(f) = ), tre(y) Vol(T,\Gy) fG o flg™ v9)dg. (3.7)

v}

Weil I'\G kompakt ist, sind alle Elemente y aus I" halbeinfach, siehe [Rag72|]. Aus der
Annahme I" hat keine Elemente endlicher Ordnung, also I ist torsionsfrei, folgt, dass alle
Elemente y # e aus I hyperbolisch sind. In Abschnitt haben wir festgestellt, dass
jedes hyperbolische Element y zu mya, € MA konjugiert ist. Ferner ist jedes Element
m € M konjugiert zu ¢t im maximalen Torus 7 von M. Damit ist ¥ # e konjugiert zu
tya, € TA also einem Element in einer 6-stabilen Cartan-Untergruppe von G. Daraus
folgt H C G,. Ferner folgt damit, dass G, C MA.

Lemma 3.3. Fiir alle y # e aus I ist I'y isomorph zu Z.

Beweis. Nach Voraussetzungen an I” folgt, dass y hyperbolisch ist. Auf Grund der Dis-
kussion in Abschnitt [1| kdnnen wir ohne Einschrinkung annehmen y = m,a, € MA.
Es seien y',y” € I',. Weil G, ¢ MA, konnen wir annehmen, dass ' = mja), und
Yy’ = mjd}] aus MA s1nd Well i, mit y kommutiert, folgt m}, € M, = Gy, N M. Da-
mit ist y'(y”)~! = my(m;’ )~ ay(a;’ ) ! Daraus folgt, dass die Menge {a ;, | v €I,} eine
Untergruppe von A bildet. Offensichtlich ist sie eine diskrete Untergruppe und ist als sol-

che isomorph zu Z. Es sei a,, ein Erzeuger dieser Untergruppe. Es sei yy € I'y, so dass
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Yo = my,a,,. Dann ist yy ein Erzeuger von I'y. Zum Beweis dieser Aussage betrachten
wir y’ € I',,. Dann ist a;, = aio fﬁr ein j € Z. Damit miissen wir zeigen, dass y’' = y(]). In

-J _ =J
der Tat, folgt aus y'y," = m)m,,

dass ¥y, / = ¢ ist. Somit erhalten wir die Behauptung. O

€ I' N K aus der Voraussetzung, dass I torsionsfrei ist,

Ein Element y # e aus I" heifit primitiv, wenn es ein Erzeuger von I', ist. Offensichtlich

kann jedes Element y € Iy als y“m

o Mmitu(y) > 1 geschrieben werden, wobei yo primitiv
ist. Wir nennen u(y) die Multiplizitéit von 7.

Als néchstes berechnen wir Vol(I',\G,). Wie oben nehmen wir an y = m,a, € MA.
Dann ist G, ¢ MA. Vielmehr ist G, = M,A, wobei M, = M N G,. Nach Definition
kommutiert M, mit y und a,. Also kommutiert M, auch mit m,. Daraus folgt, dass m,
mit G,, kommutiert. Also wirkt m,, trivial auf G, /K,. Damit ist die Wirkung von y auf
G, /K, durch die Wirkung von a, beschrieben. Aus K, = KNG, = M, und G, = M, A
folgt schlieBlich, dass die Wirkung von I, auf G, /K, mit der Wirkung von {ai0 | j€Z)}
auf A = G, /K, durch die Linkstranslation identisch ist. Damit ist

Vol(I',\G,) = Vol(A/{dl, | j € Z}).

Das Volumen auf der rechten Seite entspricht der Linge £(yo) von a,,. Es sei u(y) die
Multiplizitit von y. Dann ist

4
Vol(I'\Gy) = £(yp) = ~ 2

wy)

Damit ist jeder Summand auf der rechten Seite von (3.7]) von der folgenden Form:
eIVl [ g vag = Conrretn) [ figvg
G\G MA\G

Es sei
Fy(ma,) = & f f(kmank™")dndk,

KXN
wobei dn durch (1.3]) bestimmt ist. Nach Satz 7.7.10 in [Wal73]] ist

—pu

-1 do = € F w)s
» flgmag)dg det(Id — Ad(ma,)y) s e

wobei dg auf G/A durch [, f(g)dg = [ " Ji (g exp(u Hg))dudg definiert ist. Weil alle
v # e hyperbolisch sind, erhalten wir

TeR(f) = dim(V,,) Vol(X)f(e)

+ ), e

{yi#{e}

e Pty (3.8)
F . '
det(id— Ad(ma)m | /M)
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Es sei B = MAN die standard parabolische Untergruppe von G. Es seien (&, We) eine
unitire irreduzible Darstellung von M und et ein Charakter von A mit A € R. Wie iiblich
definieren wir die Darstellung der Hauptreihe 7z, = Indg (¢ ® e ®1) im Hilbertraum

Hea = (02 G = We | dtmang) = <" o). [ ook <o)

durch 7z 1(9)p(g") = $(g'9).
Fiir f € C°(G) sei

reaf) = fG Fl@meag)dg.

Es ist ein tiefes Resultat von Harish-Chandra [HC65]], wonach 7z 2(f) ein Operator der
Spurklasse ist. Wir definieren die Fourier-Transformierte von f durch

F&, ) = Tz a(f).

Die Fourier-Transformation kann auf eine grofere Klasse von Funktionen erweitert wer-
den. In [Art89] wird gezeigt, dass fiir f € C*(G) der Operator mgA(f) ein Operator der
Spurklasse ist, wobei C>(G) Harish-Chandra’s L?>-Schwartz-Raum. In dieser Arbeit be-
weist Arthur, dass die Fouriertransformation einen Isomorphismus von C%(G) in CZ(E)
bildet, wobei G die Menge der Aquivalenzklassen unitirer irreduzibler Darstellungen von
G ist. Fir G = SO.(2n + 1, 1) wird die Menge G durch M x R parametrisiert. Das heift,
dass G nur Darstellungen der Hauptreihe besitzt, die wir durch die induzierte Darstellung
Mg = Indﬁ;,[(f ® e“* ®1) in H , realisieren.

Bemerkung. Weil G keine Darstellung der diskreten Reihe hat, ist das Plancherel-Maf3
dpe 4 von 7z ein Polynom, das Plancherel-Polynom

P(id; €) = dim(W) ]—[ (Mg + pm + il Hy),  (Hy = o)

+
OZEAA

wobei A¢ das hochste Gewicht der irreduziblen Darstellung £: M — GL(W;) bezeich-
net. Ferner ist p,,, = % > a0 @, wobei die Summe iiber positive Wurzeln von M gebildet
wird, sieche Abschnitt d.1] Daraus folgt, dass das Plancherel-Polynom P(id;£) von der
folgenden Form ist

D (=1a©aY,
j=0

mit geeigneten a;(§), siche auch [Mia79, Seite 264].

Durch die stetige Fortsetzung der Fourier-Transformation von C*(G) auf den topologisch
dualen Raum C*(G)’ erhilt man Harish-Chandra’s Plancherel-Theorem. Dazu bemerken
wir, dass fiir C?(G) folgendes gilt:

C*(G) c LX(G) c CXGY'.
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Die Fourier-Transformierte f(é, A) von f kdnnen wir mittels Fy berechnen:

FE) = f f F p(may) tr €(m) e dudm,
M JR

sieche [Wal73| Theorem 8.8.2]. Aus dem Peter-Weyl-Theorem und der inversen Fourier-
Transformation auf R folgt

1 _ .
Fyma) = 5= 3 | Fe.ne e gomyan.

ceM
Dann erhalten wir aus (3.8)) folgendes Theorem, die Selbergsche Spurformel:
Theorem 3.4. Es sei f eine K-endliche Funktion in C'(G). Dann gilt:
rp(y) e )
det(Id — Ad(mya, )y)

1
TeRr(f) = VolX) dim(V)f(e) + 5= > €()

{ri#le} (3.9)

L) tréGmy) f 7€) - efdn,
§e]l7 R

Beweis. Siehe Theorem 6.7 in [Wal76] fiir f € C.°(G).

Fiir f € L1(G) existiert zwar der Operator R;(f) in L*(I'\G : ©), ist jedoch im Allge-
meinen kein Operator der Spurklasse. Wir bemerken, dass die Spurformel gilt, wenn die
Reihe Y cr f (97 'yg")¢(y) auf kompakten Mengen gleichmiBig in der C!-Topologie kon-
vergiert, wobei [ hinreichend grof ist. Dann ist R;-(f) ein Integraloperator mit C'-Kern
K‘fp(g, 9) = Xyer f(g7"yg")(y). Wenn der Regularititsindex / von K? groBer ist als die
Dimension von I'\G, dann ist Ry (f) ein Operator der Spurklasse und

TR (f) = f K{(g.9)dg.
neG -

Fir f € Cl(G) ist diese Bedingung erfiillt, /s\iehe [Mia80]]. Die Voraussetzung K-endlich
wird bendtigt, damit die Summe {iber ¢ € M endlich ist. Fiir die Einzelheiten sieche Ab-
schnitt 2 in [Mi1a80]]. O

Bemerkung. Eine glatte Funktion f auf G heilit K-endlich, wenn die links und die rechts
K-Translationen von f: {l[;(f) | k € K} und {ri(f) | k € K} einen endlichdimensiona-
len Unterraum in C*(G) aufspannen. Man kann zeigen [Mia80, Lemma 2.4], dass eine
Funktion f genau dann K-endlich ist, wenn endlichdimensionale Darstellungen (o j, V),
1 < j < g von K existieren, so dass

q
f= Z dim(Vy)) troj = f,
j=1
wobei die Faltung von y; = troj und f wie folgt definiert ist

xj*flg) = fK x O f g)dk.

Daraus folgt, dass die Voraussetzung K-endlich von K X K-invarianten Funktionen f €
C*(G)®End(V,), wobei o eine endlichdimensionale Darstellung von K ist, erfiillt wird.
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3.2 Wirmeleitungskerne auf der universellen Uberlagerung

Ziel dieses Abschnitts ist es mit Hilfe des Wirmeleitungskerns auf der universellen Uber-
lagerung X von X den Wirmeleitungsoperator auf X zu konstruieren, um darauf die Sel-
bergsche Spurformel anwenden zu kdnnen.

Wir rekapitulieren zunichst einige bekannte Fakten iiber die lokal invarianten Differen-
tialoperatoren, siche [BMS83] fiir eine detailliertere Diskusion. Es sei o: K — GL(V)
eine unitdre Darstellung. Mit E” bezeichnen wir das zu o~ assoziierte homogene Vektor-
raumbiindel iiber X. Der Raum C °°(E”) bzw. Cg"(f") der C*-Schnitte bzw. C*°-Schnitte
mit kompaktem Trager von E“ wird mit dem K-invarianten Teilraum (C*(G)®V,)K bzw.
(Cr(G)® V)X von C®(G)®V, bzw. C > (G)® V, identifiziert, wobei die Wirkung von K
durch k — R(k) ® o(k) definiert ist. Hierbei bezeichnet R die rechtsregulédre Darstellung
von G.

Es sei (-, -), eine K-invariante Hermitesche Form auf V. Diese induziert eine G-invarian-
te Hermitesche Fasermetrik auf E7. Mit L2(E”) bezeichnen wir den Hilbertraum der L?-
Schnitte von E?. Dann identifizieren wir wie oben

L*(E%) = (L*(G) ® V)X, (3.10)

Das homogene Vektorraumbiindel E iiber X induziert ein lokal homogenes Vektorraum-
biindel E =TI \E‘T iiberX =T \55 . Wie eben identifizieren wir den Raum der C*°-Schnitte
C*(E“) mit dem K-invarianten Unterraum (C*(I'\G) ® V)X von C®(I'\G) ® V, beziig-
lich der Darstellung R ® o, wobei R die rechtsreguldre Darstellung von G in C*(I'\G)
bezeichnet. Analoges gilt fiir den Raum L*(E?) der L*>-Schnitte von E. Im Folgenden
werden wir Schnitte von E7 mit Abbildungen ¢: I'\G — V,; identifizieren, die folgender
Bedingung geniigen

P(gk) = a(k) "' #(g).

Es seien g¢ die Komplexifizierung von g und U(gc) die universelle einhiillende Algebra
von g¢. Mit Z(g¢) bezeichnen wir das Zentrum von U(gc). Es seien o, o’ zwei endlichdi-
mensionale unitire Darstellungen von K in V> bzw. V. Es sei (U(gc)®Hom(V,,, VO—Z))K
der Unterraum der Elemente von U(gc) ® Hom(V,, V), die invariant beziiglich der
Darstellung k — Ad(k) ® (o(k™") ® o’ (k)) von K sind. Wir ordnen Z = YiXi®A; €
(U(sc) ® Hom(V,, V)X ein D wie folgt zu:

D= ZR(Xi) ® A;.
i
Diese Formel definiert einen Differentialoperator D: C?(E‘T) - C?"(E‘r/), der mit der
Wirkung von G kommutiert. Umgekehrt entsteht jeder G-invariante Differentialoperator

von C;"’(E‘T) auf C?(E‘T/) auf diese Weise. Weil der Differentialoperator D mit der Wir-
kung von G kommutiert, definiert er einen Differentialoperator

D: C®(E”) —» C®(E”).

Das ist der zu Z assoziierte lokal invariante Differentialoperator.
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Zum Abschluss erinnern wir an die Definition Harish-Chandra’s Schwartz-Raum C?(G)
fiir p > 0 von schnell fallenden LP-integrierbaren Funktionen. Es sei ¢ der geoditische
Abstand von x = gK und xp = ¢K in G/K wie in (I.2)) definiert. Fiir alle g € G beziiglich
der Iwasawa-Zerlegung ka,n definieren wir Hr(g) = u. Es sei = die spirische Funktion

auf G
E(g):fe_pHR(kg)dk‘
K

Es sei V,; ein K-Modul. Dann ist C”(G) ® V,; der Raum der Funktionen f € C*(G)® V,,
so dass

sup (1 +8(g)"E(g) > PIRMNLY ) f(g)l]) < o0
ge

fiir alle » > O und alle Y, Y’ € U(gc). Dabei bezeichnet R(Y) bzw. L(Y) den durch Y €
U(gc) induzierten links bzw. rechts invarianten Differentialoperator auf G. Wir bemerken,
dass C'(G) in L' (G) enthalten ist, was aus [War72b), Proposition 8.3.7.5] folgt.

Es sei E” ein homogenes Hermitesches Vektorraumbiindel iiber X, das durch eine unitire
Darstellung o von K auf einem komplexen Vektorraum definiert wird.

Esseieny € C 00(]??i‘f), Y e pundn: G — G/K die kanonische Projektion. Der kanonische
Zusammenhang V7 auf E7 ist definiert durch

o d -
Vrom? = 3|, eXPEN) (g expVK),

wobei m.(g) das Differential von 7 in g € G ist. Wir betrachten den Bochner-Laplace-
Operator L _ _
Ay = V7*V7: CX(ET) — L*(E7).
Aus der Identifikation (3.10) erhalten wir, sieche [Mia80, Proposition 1.1]
Ay = —R(Q) ® 1d + 1d ®c(Qy), (3.11)

wobei Q das Casimir-Element von G und Qg das Casimir-Element von K ist. Wenn o
irreduzibel ist, existiert nach dem Lemma von Schur ein A, € R, so dass 0(Qg) = A, 1d.
Es gilt sogar A, > 0, siche [Wal73| Lemma 5.6.4]. Damit folgt aus (3.11)

Ay = —R(Q)®Td+1,1d. (3.12)

Der Operator A ist ein formal selbstadjungierter elliptischer Differentialoperator zweiter
Ordnung. Aus [Che73] folgt, dass der Bochner-Laplace-Operator Z,, wesentlich selbst-
adjungiert ist. Seine selbstadjungierte Fortsetzung wollen wir ebenfalls mit A, bezeichen.
Dann ist KU > 0. Es sei B

e : [X(E7) - LX(E")
der Wirmeleitungsoperator. Er ist ein Glittungsoperator fiir alle ¢ > 0, d.h., ein Integral-
operator mit einem C*-Kern

e y(x) = f} HY (t; x, y)y(y)dvol(y),
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wobei H” (t; x, y) der Wirmeleitungskern von ZU ist.

Weil A, ein invarianter Differentialoperator ist, kommutiert e "~ mit der rechtsreguliren

Darstellung von G auf (L*(G) ® V,)X. Damit erhilt man, siehe [Mil78],
e ¢(g) = f H{ (97'g")¢(g")dg’ (3.13)
G

mit ¢ € (L*(G) ® V)X, wobei H”: G — End(V,,) eine glatte L>-Abbildung ist, die
folgender Aquivarianz-Bedingung geniigt

HY (9) = o()HT (k™' gk Yo (k') ™!, (3.14)

fiir alle g € G und alle k, k' € K. Um den Wirmeleitungskern von A, abzuschitzen, fol-
gen wir der Arbeit von Barbach/Moscovici [BM8&3], in der ﬁ;’ durch den Wirmeleitungs-
kern p, von G ausgedriickt wird. Es seien {X;} eine orthonormale Basis von p beziiglich
BTy, und {Y} eine orthonormale Basis von f beziiglich —B ;. Dann ist

Q=>X}-> ¥} und Qx=-> Y}
i J J

Es sei
P=-Q+2Qk = —ZXZ.Z—ZYJZ» € U(go)-
i J

Dann ist R(P) der Laplace-Operator Ag von G beziiglich der linksinvarianten Metrik die
durch (Y,Y")y = —B(Y,60(Y")) induziert wird, wobei B die Killing-Form von g ist. Der
Wirmeleitungsoperator e 726 auf L*(G) ist ein Glittungsoperator, d.h., es existiert p, €
C=(G) N L*(G), so dass

e f(g) = fc g~ g0 f(g)dgr,  f € LXG). (3.15)

Nach Nelson [Nel59, Abschnitt 8] ist p; sogar in L'(G). Somit konnen wir (3.15) auch
schreiben als
e = R(p,).

Es sei weiter

Qs = f R(k) ® o(k)dk
K

die orthogonale Projektion von L*(G) ® V- auf seinen K-invarianten Teilraum, d.h., auf
(L*(G) ® V,)X. Aus (3.12) und (3.2) erhalten wir

Ay = —0x(R(Q) ®1d,) 0y + A, 1d®1d,,
= Q0-(R(P)®1ds)00 — 20,(R(Qk) ®1ds) 0y + A 1d®1d,
= 0,(Ag ®1d,)0y — A, 1d®1d,, .

Deshalb ist _
e = 0 (e ®Id)Q, - e . (3.16)
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Aus (3.13) und (3.15) folgt
H (g) = &' f f ik gk Yo (kk'~Vydk dK’. (3.17)
KxK
Damit haben wir den Wirmeleitungskern von Zg durch p; beschrieben.
Aus p; € LY(G) folgt sofort, dass
HY € (L'(G) ® End(V,,))K*K. (3.18)

Damit ist _
e = R(HY).

Aus (3.17) erhélt man den folgenden Satz.
Satz 3.5. Fiiralle p >0

HY € (CP(G) @ End(V,))*K, 1> 0, (3.19)
wobei CP(G) Harish-Chandra’s LP-Schwartz-Raum ist.
Beweis. Siehe Proposition 2.4 in [BMS&3]]. |

Nach konnen wir H” durch p; abschitzen. Um Abschiitzungen von p, zu bekom-
men, benutzen wir das folgende Resultat von Borel [Bor63]], wonach jede reelle halb-
einfache Liesche Gruppe eine diskrete torsionsfreie kokompkate Untergruppe I” hat. Das
heif3t, es existiert eine Untergruppe I” von G, so dass I'\G eine kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit ist.

Auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten, auf denen eine Isometriegruppe eigentlich dis-
kontinuierlich wirkt, so dass der Quotient kompakt ist, konstruiert Donnelly [Don79] eine
Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung, die eindeutig durch die Eigenschaften
P1)-P4) bestimmt ist. Es sei E(t; g, g’) die nach Donnelly [Don79, Seite 488] konstru-
ierte Fundamentallosung von der Wirmeleitungsgleichung % + Ag. Nach Donnelly gilt
insbesondere: Fiir alle 0 < ¢ < T existiert C > 0, so dass

(g, g’))
4 7
fir i, j,k € N, wobei N die Dimension von G und dg(g,g’) der geoditische Abstand

von g,g’ € G beziiglich der linksinvarianten Metrik auf G ist. Weil der Kern von e~*A¢
eindeutig bestimmt ist, konnen wir E(t; g, g’) wie oben mit p; identifizieren, d.h.,

Hg—;.VéV’;E(t; 9.9

1

< CrVFikexp (

plg™'g) = E(t:9.9).
Fiir p; folgt daraus

& o ~N/2-i—j dg(g. )
| 5 Vipa)| < crVP i exp (- <)
fir0<t<TundgegG,i,jeN. _
Mit (3.17) folgt dann die Eindeutigkeit von HY . Aus obigen Abschitzungen von p, erhal-
ten wir ferner den folgenden Satz, mit dessen Hilfe wir letztlich den Wirmeleitungskern

von A, konstruieren, sieche Theorem 3.1 in [Miuil98] fiir die Einzelheiten.
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Satz 3.6. Fiir 0 <t < T existiert C > 0, so dass

_99ry

7o -n—1/2
I (@)l < " exp (= =

wobei 2n + 1 die Dimension von X und & der geoddtische Abstand zwischen eK und gK
in G/K ist.

tA,

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir den Wirmeleitungskern von e "2~ aus H” konstruie-

ren. Zunichst beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.7. Fiir alle x,y € X gilt

_ 2
3 e < oo

yell

Beweis. Es sei F ein Fundamentalbereich von I" in X. Fiir m € N definieren wir I’ (m)
durch
I'(m) ={yel'|m-1<d(xy,yxg) <m},

wobei xg € F.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir, dass d(x,yy) < d(xo,yxo) + d(xg, x) +

d(xg, y). Dann ist
Z e—d(x,y!/)z <C Z Z e—d(xo,)’xo)2 ]

yel’ m=1yel'(m)

Behauptung:
#I'(m) < Ce*™. (3.20)

Beweis. Es sei Br(xo) der Ball vom Radius R um x; in X. Aus (L.3) folgt
Vol(Bg(xg)) < C" e*R. (3.21)

Weil F kompakt ist, existiert Ry > 0, so dass F' C Bg,(xp). Wir halten ein solches Ry > 0
fest. Nach Konstruktion ist dann

|J 7F € Bryrm(xo).
yel (m)

Aus yF Ny F = 0 fiiry # y folgt

Vol(Bgy+m(x0))

#m) < =01

und mit (3.21)) sofort die obige Behauptung.
Damit ist

(o)
_ 2 (112
Ze d(xyy)® < CZesze 20(m=1)" _ o O
yell m=1
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Wir kommen jetzt zur Konstruktion des Wirmeleitungskerns von A, auf X. Es sei
H(t;x,x') = Z HO(t; x, yx).
yel'
Aus Satz[3.6lund Lemma[3.7|folgt H” € C*(R* x X X X, EY ® E”*). Ferner gilt
1) (2 +An)H (1 x,y) = 0;
2) V¢ € C¥(X,E7) : limyor [ H (1 x, y)(@(y))dvol(y) = ¢(x);
3) H(t;x,y)" = H (1,9, %),

wobei * die adjungierte Abbildung in E ® E7* beziiglich der Hermiteschen Struktur ist.
Aus Satz[A | folgt, dass

H (1%, %) = > H (97" vg)) (3.22)
yel
ist der Wirmeleitungskern von e "+, wobei x = I'gK und x’ = I'g’K.
Bemerkung 3.8. Es sei f € C'(G). Dann kann man zeigen, dass die Reihe
Kig.g) = )" flgyg)

yell

absolut konvergent ist fiir alle g,g° € G. Sie konvergiert gleichméBig auf kompakten
Teilmengen und K¢(g, g’) ist C*-differenzierbar in g und ¢’. Fiir dieses Standardresultat
siehe zum Beispiel Korollar 3.9 in [Ml87].

Es sei A die gewohnliche Spur von ﬁ;’ in End(V,-). Mit Hilfe des obigen Satzes beweisen
wir das folgende Lemma.

Lemma 3.9. Fiir 0 < t < T existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass
D (g vl = 0.
y*e
Beweis. Nach Satz[3.6]ist zunéchst
_ . 5(g” ' vg)*
D E (@ ygll < 12y exp (- =),
t
y#e y#e

Ferner existiert ein cg > 0 (siche Bemerkung), so dass fiiry # e

5(g™"vg) > co. (3.23)
Damit ist 2 o
—~ _ e—CO/4l é‘(g— yg) _ CO
y#e Yre

Aus Lemma [3.7]erhalten wir die Aussage

D gyl < Ce!

Y#e

fir0<t<T. O
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Bemerkung. Zu zeigen bleibt die Existenz von ¢y, so dass (3.23) gilt. Wir nehmen an,
dass es eine Folge (gj‘.ly jgj) mit y; # e gibt, so dass

lim g7'yj9; =k € K.

Weil I' kokompakt ist, existieren Folgen (g;) in I'\G und (@;) in I' mit g; = a@;q; und
qj_.laj_.ly jajq; — k. Ferner konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass g; — ¢ €
I'\G. Also
a/j_-lyja/j - qkq_1 € qKq_l.

Weil I diskret ist, ist die Folge (aj‘.lyja/ ;) in I fast {iberall konstant. Also fiir j > 0 ist
a}‘.lyja/j € I' N gKq~'. Weil I torsionsfrei, ist aber I' N gKg~' = {e}. Das heiBt, dass
a/J_.ly ja;j = e bzw. y; = e fiir hinreichend groBe j, was ein Widerspruch zur Annahme ist.
Fiir die Einzelheiten siehe Korollar 5.2 in [Gan68]].

Es sei h{ (x) die lokale Spur von ﬁ;’ in End(V,). In [BM83|] wird der folgende Satz
bewiesen.

Satz 3.10. Fiir alle t > 0 gilt:
Tr(e ™) = TrRy(h?). (3.24)

Aus der Bemerkung nach Theorem 3.4]folgt, dass A eine K-endliche Funktion ist. Damit
konnen wir die Spurformel (3.9) anwenden, um die geometrische Seite von (3.24) zu
berechnen. Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir die zugrundeliegende Methode
zur Berechnung der Bahnintegral von 47 erkldren.

Es sei & eine unitidre Darstellung von G auf einem Hilbertraum H,. Mit H® bezeichnen
wir den Unterraum der C*-Vektoren von H,. Es sei Z = 3, X;®A; € (U(ac)®End(V,))X,
wobei o eine unitdre Darstellung von K. Wie oben ordnen Z wir den Differentialoperator

D: C™(E") > C™(E")
zu. Dann definieren wir einen Operator 7(Z) von H’ ® V- in H,” ® V,; durch

n(Z) = Z (X)) ® A,

1

Wir bemerken, dass 71(Z) eine Abbildung von (H® ® V,)K auf (H® ® V)X ist. Damit
definiert 71(Z) also einen Operator von (H;” ® V)X in (H ® V)X, den wir mit D™ be-
zeichnen.
Wir betrachten

QId-Qx ®Id € (Z(ge) ® End(V,)K,

wobei Q2 das Casimir—Elq{nent von G und Qg das Casimir-Element von K ist. Dann ist
der zugehorige Operator A : (H" ® VK - (HY ® V)X von der Form

AT = —1(Q) + o (Qk).
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Es sei ﬁ;’ der Wirmeleitungskern von A, Wir definieren
;) = [ n9)® o)y
G

Analog zu obigen Uberlegungen zeigt man, dass fiir eine unitire Darstellung 7 folgendes
gilt: N
e A7 = n(HY).

Ein weiteres fundamentales Resultat von Harish-Chandra fiir eine unitére irreduzible Dar-
stellung 7 von G besagt, dass die Einschrinkung von H, auf K in eine direkte Summe
von K-Modulen V,, mit Multiplizitét m,(7) < dim V), zerfillt. Daraus folgt

dim(H, ® V)X = dim Homg (Hy [ ¢, Vi) < o0.

Dann ist
(HT) = T @) g,

wobei Id die Identitit auf dem endlichdimensionalen Raum (H,®V,)X ist. Es sei 7 = ﬂ'g 1
Dann erhalten wir mit Hilfe der Frobenius-Reziprozitit: (Hg g VK = (We®Vir I M,
dass

H7(E ) = Trne () = e Cmer @) dim(W, @ V)M, (3.25)

wobei h7 die lokale Spur von ﬁ;’ in End(V,) ist und A, = 0(Qg) > 0. Der infinitesimale
Charakter von m¢ 5, d.h., 7z 1(Q), ist gegeben durch

mea(Q) = =22 = p* + |Ag + pull* = llowl?,

siehe [Art89, Seite 48], wobei A das hdchste Gewicht der irreduziblen Darstellung & von
M in W ist und p,, wie oben % > >0 @ ist. Damit ergibt sich

pm=(m-1,...,1,0) € R".

Bemerkung 3.11. Zum Beweis von Satz 3.4 [8.4]benétigen wir, dass der Resolventenkern von
(As + A1d)™!, Re(1) > 0 eine L'-Abbildung auBerhalb der Diagonalen ist. Dazu iden-
tifizieren wir zunichst den Resolventenkern mit einer K-dquivarianten C*-Abbildung
R7: G — End(V,). Fiir g # ¢’ ist

Ri(g7'g) = fo e HI (g7 g)dt.

Wir beschrinken uns zunichst auf den Funktionenfall, d.h., es sei o = 1: K — GL;(C)
die triviale Darstellung von K. Nach [GN98] ist der Wirmeleitungskern des Laplace-
Beltrami-Operators A auf der hyperbolischen Mannigfaltigkeit X der Dimension 21 + 1
gegeben durch

(_l)n 1 ( 1 d )n e_mz e_u2/4t

H(t,u) = —
1) = Gyt ) 2 \sinh u du

(3.26)
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wobei u = 6(g~'g’) der geoditische Abstand von x = gK und y = ¢’K in X bezeichnet.
Dann ist der Resolventenkern gegeben durch

2
© e Dt o™ L dv e f i) 12 —u2 /4t
— dr = 12, dr,
fo 2 (4m)1/2(sinhudu) © 0 © paltw)e

wobei p,(t"'/%; u) ein Polynom von ﬁt‘” 2 yvom Grad n ist:

n

Pty = Y (Y

inh
— sinh u

Damit ist der Resolventenkern von (Z + (@ +n)(z-n)ld)! gegeben durch

n

B — U Nk L2 s k-2
R = Y a( i) [ e e

wobei 72 = A + n?. Mittels partieller Integration erhélt man aus (8.9), dass

ﬁz(u) = Z by sinh () e ™ .
k=1

Weil die Volumenform auf G beziiglich der Cartan—Zerlegung~KA+K durch C sinh(u)*"
gegeben ist, wobei C = Vol(S?"), folgt damit schlieBlich, dass R, eine L'-Funktion ist.

Fiir den Fall des Bochner-Laplace-Operators wenden wir das Prinzip der Halbgruppen-
dominanz um den Wirmeleitungskern durch den Kern im Funktionenfall abzuschétzen.
Dieses auf Donnelly/Li [DL82, Thorem 4.3] zuriickgehende Resultat fiir kompakte Man-
nigfaltigkeiten wurde von Miiller in [Miil98, Proposition 3.2] auf allgemeine symmetri-
sche Rdume verallgemeinert. Damit konnen wir die Punktweise Norm |H| des Warme-
leitungskerns ﬁ”(t; X, Y) € Hom(E‘T, Ej{ ) von ZG durch H (t; u) abschitzen. Daraus folgt,
wie im Funktionenfall, dass der Resolventenkern kg € (LY(G) ® End(V,))X*K ist.

4 Die induzierte analytische Torsion 7%"(7)?

Wir behalten die Voraussetzungen iiber die zugrundeliegende hyperbolische Mannigfal-
tigkeit aus den vorherigen Abschnitten bei. In diesem Abschnitt wird der Spezialfall eines
assoziierten flachen Vektorraumbiindels iiber X, das durch einen G-Modul induziert wird,
diskutiert.

4.1 Endlichdimensionale Darstellung 7 von G

Es sei Iy eine maximal abelsche Untergruppe von g, die a enthilt. Es sei t ein maximaler
Torus in m, wobei die Lie-Algebra von M ist. Dann ist ) = t ® a. Die Komplexifizierung
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be von b ist dann eine Cartan-Algebra von g¢ = g ® C. Wir bemerken, dass g nur eine
Konjugationsklasse von Cartan-Algebren hat, siehe [Wal73 Abschnitt 7.9]. Es gilt

b = th @ al, (4.1)

wobeli t¢ bzw. ac mit den linearen Funktionalen auf I identifiziert werden, die auf a bzw.
t verschwinden. Mit Ag bezeichnen wir die Menge der Wurzeln von g¢ beziiglich he.Wir
wihlen eine Weyl-Kammer in D¢ derart, dass a* in ihr liegt. Es sei A/, das assoziierte
positive Wurzelsystem von ge. Wir benutzen folgende Basis von b;“E: Es seien ¢ € a* und
€; € it" mit

€(Hr) = 1

wie in [He190, Abschnitt IV.2.3.D]. Dann ist Ag ={e +¢€;|0<i< j<n} Fernerist
leo—€,61—€,....6-1 — €, 61 + &)

die Menge der einfachen Wurzeln von g¢ beziiglich A,. Aus (@.) folgt, dass die Menge
Ay der Wurzeln von mge beziiglich t¢ den Wurzeln @ € Ag mit af, = 0 entspricht.
Daraus erhalten wir die Menge der positiven Wurzeln A}, = {6 +€; | 1 <i < j < n}.
Fiir die Menge der eingeschrinkten Wurzeln von g beziiglich a erhalten wir A4 = {a €
Ag | aly # 0} = {x&}. Ferner ist AX = {eo}. Es seien pg bzw. p,, die halbe Summe der
positiven Wurzeln von g bzw. m. Dann ist

pg=mn-1,...,1,0) und pn=@m-1,...,1,0).

Es sei
7: G —» GL(V;)

eine irreduzible Darstellung von G in einem endlichdimensionalen Vektorraum V; tiber
C. Durch die Fortsetzung von 7 zu einer Darstellung von G¢ wird sie bis auf Aquivalenz
eindeutig durch ihr hochstes Gewicht beschrieben. Das ist die Aussage des Theorems
vom hochsten Gewicht, siehe [Wal73l, Theorem 4.5.3]. Wir verwenden das oben definierte
positive Wurzelsystem. Das hochste Gewicht A; von T ist

n
AT=Zm,-e,-, m,-E%Z, m[—ijZ
i=0
mit mg > my > my > --- > |my,l, siche [He190, Satz IV.3.2.5]. Wir werden von nun an das
hochste Gewicht von 7 bezeichnen durch

Az = (mg, ..., my).

Bemerkung. Wir bemerken, dass G = SO.(2n + 1, 1) eine reelle Form von G¢ = SO(2n +
2; C) ist. Darstellung 7 ist die Einschréinkung der Darstellung von G¢ vom hochsten Ge-
wicht A, auf G.
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Essei7: G — GL(VT) die komplexkonjugierte Darstellung von G, wobei ‘_/T der zu V;
komplexkonjugierte Vektorraum ist. In [Oni04] wird gezeigt, dass das hochste Gewicht
A+ der Darstellung 7 von G = SO.(2n + 1, 1) von der Paritiit von n abhéngt:

T =

x {(mo, .., My_1,my),  falls n gerade;

(mg, ...,my_1,—my), falls n ungerade.

Fiir das hochste Gewicht A7 der kontragredienten Darstellung 7 : G — GL(V7) gilt

A= {(mo, e My, My, falls n ungerade;

(mo,...,m,_1,—my), fallsn gerade,

siehe [Oni04], wobei V; der duale Vektorraum ist.
Es sei
7,0 G = GL(VY)

die irreduzible Darstellung von G die durch 74(g) = 7(6(g)) definiert ist, wobei 6 die
Cartan-Involution ist. Nach [[Oni04, Theorem 8.3] ist die Darstellung 7,: G — GL(Vf)
die kontragrediente Darstellung der komplexkonjugierten Darstellung von 7, d.h., 7, = 7".
Damit ist das hochste Gewicht AY der Darstellung 7, von G unabhéingig von der Paritit
von n. Es ist

Aﬁ = (mg,...,My_1,—My).

4.2 Der Hodge-Laplace-Operator A, (1)
Es sei 7: G — GL(V;) eine komplexe endlichdimensionale Darstellung, so dass
Ty #T. 4.2)

Es sei y: I' — GL(V;) die Einschrinkung von 7 auf die Untergruppe I" von G. Es sei
EX das assoziierte flache Vektorraumbiindel {iber X. Weil V; ein I'-Modul ist, ist die
Gruppen-Kohomologie H*(I"; V;) definiert und es gilt H*(I"; V;) = H(X; EX). Nach Theo-
rem VIL6.7 in [BWOO] folgt aus (4.2)), dass y azyklisch ist, d.h.,

H*(X; EX) = {0}.

Wir folgen der Konstruktion eines Hodge-Laplace-Operators auf einem flachen Vektor-
raumbiindel ¥ — X aus Abschnitt 2l Das heif3t, dass wir insbesondere eine Hermi-
tesche Struktur #¥ auf EX wihlen, mit dessen Hilfe der zu d, adjungierte Operator ¢,
auf A”(X, EX) konstruiert wird. Es sei A,(y; #¥): A"(X; EX) — L*A’(X; EY) der Hodge-
Laplace-Operator beziiglich #¥. Weil die Darstellung y = 71 azyklisch, ist die analyti-

sche Torsion
2n+1

70" = | | deta ey
r=0

unabhéngig von #¥. Um zu unterstreichen, dass die Darstellung y von I” durch die Dar-
stellung 7 induziert wird, schreiben wir 72"(t)? fiir die analytische Torsion 7%"(y)* und
nennen sie die T-induzierte analytische Torsion, oder einfach die induzierte analytische
Torsion.
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Bemerkung. Weil nach Lemma 4.3 in [Miil93] jede endlichdimensionale Darstellung t
von G unimodular ist, konnen wir die induzierte analytische Torsion mit der topologi-
schen Torsion TP(7) identifizieren.

Wir bemerken, dass uns zunéchst die Methode der Spurformel zur Berechnung der geo-
metrischen Seite der Theta-Funktion von A,(y; #¥) nicht zur Verfiigung steht. Das Hin-
dernis bildet dabei die nicht unitire Darstellung y und die daraus resultierenden Probleme
bei der Definition von L?(I'\G : y), siche Bemerkung Eine Losung dieses Problems
erhalten wir durch eine alternative Realisierung des assoziierten flachen Vektorraumbiin-
dels EX iiber X.

Es sei 7 die Einschrdnkung von 7: G — GL(V;) auf die maximal kompakte Untergruppen
K von G. Wie in Abschnitt E 2| definieren wir das homogene Vektorraumbiindel ET > X
und das lokal homogene Vektorraumbiindel

ET=TI\E" - X.
Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.1. Es sei 7 eine endlichdimensionale Darstellung von G. Dann gilt
IN\(G/K x V) = (I''\G x V)/K. 4.3)
Beweis. Siehe [MM63, Proposition 3.1]. O

Wir sehen also, dass die Vektorraumbiindel EX und E7 iiber X zwei unterschiedliche Rea-
lisierungen des selben Objekts sind.
Es sei

() =0,97: K> GL(Ap*"® V;). 4.4)

Nach (3-10) ist dann A”(X, E7) der Raum der r-Differentialformen in X mit Werten in E”
isomorph zu (C*(G) ® Ap* ® V;)X, wobei die Wirkung von K auf den Funktionen aus
C®(G) ® A"p* ® V; durch o ,(7) induziert wird. Ferner identifizieren wir mit Satz @4.1]

A(X; EX) = (C(I'\G) @ A"p* @ Vo)X,

Es sei {X;} eine onhonorma}g Basis von p beziiglich (-, -). Wir setzen den flachen kanoni-
schen Zusammenhang auf E7 zur duBeren Ableitung auf (C®(G) ® A"p* ® V,)X fort und
erhalten [MMG63| Proposition 4.1], dass

2n+1
= Z R(X) ® (X)) ® Id; + Id ®e(X;) ® 7(X;), (4.5)
i=1

wobei £(X;): A’p* — A™1p* wie iiblich die duBere Multiplikation bezeichnet; hierbei
wird X; durch die Metrik (-, -) mit dem dualen Element identifiziert.

Fiir die Konstruktion des zu HT adjungierten Operators auf (C°(G) ® A"p* ® V;)X miissen
wir eine geeignete homogene Hermitesche Struktur auf E" beschreiben. Dazu bemerken
wir, dass es unrealistisch ist anzunehmen, dass auf V. eine positiv definite G-invariante
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Hermitesche Form existiert. In der Tat, miiite G in diesem Fall dann eine kompakte Grup-
pe sein.

Es sei G das kompakte Dual von G. Es sei g? die Lie-Algebra von G¥. Dann ist ¢¢ = t®ip.
Nach allgemeinen Prinzipien existiert auf dem irreduziblen G¢-Modul V; eine bis auf
einen positiven Faktor eindeutig bestimmte positiv definite G?-invariante Hermitesche
Form (-, -);. Das heif3t, fiir alle Z € g, ist

(T(Du, v)r = =(u, 7(Z)v)s.

Wenn wir dies auf g zuriickiibersetzen, so sehen wir, dass
(T(Ypu,v)r = —(u, 7(¥Y)v), fir Y;ef,
(T(Xu,v)r = (W, 7(Xpv), fir X; €p.

Somit haben wir ein vertrdgliches (siehe [MM63, Lemma 3.1]) inneres Produkt auf V;
konstruiert. Weil das innere Produkt (-, ), auf dem G-Modul V; invariant unter der Wir-
kung von K ist, d.h.,

(4.6)

(r(lu, T(k)o)r = (u, V), 4.7)
konnen wir damit die kanonische Hermitesche Struktur (-, -); auf E7 definieren. Dann ist
(LXG)® N pe V)X = I2A"(X; EY).

Den Hodge-Laplace-Operator Zr(r) beziiglich (-, -); nennen wir t-induziert. Fiir den in-
duzierten Hodge-Laplace-Operator gilt der folgende Satz, der als Verallgemeinerung des
Lemmas von Kuga [BWO00, Theorem 2.5] verstanden werden kann.

Satz 4.2. Auf (C*(G) ® A"p* ® V)K ist

A7) = —R(Q) @ 1d®1d, + Id® Id ®7(Q). (4.8)
Beweis. Man findet den Beweis dieser Aussage in [MM63| Proposition 6.1]. Dabei ist
die Wahl der kanonischen Hermiteschen Struktur (-, -); auf E7 entscheidend. In der Tat

folgt aus (@.6), dass der zu ET formal adjungierte Operator auf (C°(G) ® A"p* ® V)X von
der folgenden Form ist:

2n+1
S = Z —R(X;) ® u(X;) ® Id; + Id ®u(X;) ® T(X;), 4.9)
i=1
wobei ¢ adjungiert zu € beziiglich (-, ) ist. Aus e(Xp)u(X)) + «(X))e(Xy) = Oy, erhalten wir
zundchst, dass

A ==Y RX}) ®ldold-ldelder(x?)

und mit Zin.z = Q + Qk, dass
A7) = —R(Q) @ 1d®1d + Id ® Id ®7(Q)
- R(Qg) ® Id®1d + Id ® Id ®7(Q).

Weil R eine induzierte Darstellung auf (L%2(G) ® V)X ist, gilt R(Qg) = 7(Qk). Damit
erhalten wir die Aussage. m|
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Der Hodge-Laplace-Operator A,(7,)

Nach Voraussetzung an den G-Modul ist T ¢ T, wobei 7,(g) = 7(6(g)) und 9 die
Cartan-Involution auf G ist. Daraus folgt, dass die zu den Darstellungen 7, und 7,[,
assoziierte flache Vektorraumbiindel iiber X nicht isomorph sind. Weil andererseits K
nach Definition die #-invariante Untergruppe von G ist, sehen wir, dass 7g = 7,[g ist.
Das heiBt, dass die K-Module V; und V¥ #quivalent sind. Damit sind die homogenen
Vektorraumbiindeln E” und E™ isomorph. Die flachen Zusammenhinge V' und V™ auf
E™ und E™ sind jedoch unterschiedlich. Beziiglich der Identifikation (4.3)) erhélt man,
dass

d d
ViV = Lo @ P UgexptVK) + | (g exp(t¥) g exp(tYK)),

siehe Lemma 1.4 in [Har75].

Es sei {X;} eine orthonormale Basis von p beziiglich (-, -). Wie oben setzen wir den flachen
kanonischen Zusammenhang auf ET zur duBeren Ableitung auf (C*(G)®A"p*®@V,)K fort
und erhalten, dass

2n+1
dry = D R(X) ® £(X)) © 1d, +1d ©e(X;) ® 7,(X).
i=1

Aus 1,(X;) = —7(X;) fiir alle X; € p folgt

2n+1
dr, = ) R(X) ® £(X) ® Id; — [d®&(X;) © 7(X)). @3h)

i=1
Man erkennt sofort, dass die kanonische Hermitesche Struktur auf E™ der von ET ent-

spricht. Wir erhalten schlieflich den zu HTH adjungierten Operator

2n+1
b, = ) —R(X) @ (X;) @ Id; ~ [d@u(X;) ® T(X)). @)

i=1
Fiir den induzierten Hodge-Laplace-Operator A,(7,) zeigt man wie in Satz dass
A1) = —R(Q)®1d®1d, + 1d®1d ®7(Q)

auf C*(G) @ AN'p* ® Vf)K ist. Also stimmen die induzierten Hodge-Laplace-Operatoren
A,(7) und A,(7,) fiir alle r tiberein. Nach Definition der induzierten analytischen Torsion
erhalten wir sofort das folgende Korollar.

Korollar 4.3. Es gilt
Tan(T)Z - Tan(Tg)Z'
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5 Die Spurformel von J.()
Es sei 7: G — GL(V;) eine irreduzible Darstellung von G vom hochstem Gewicht
A = (mgo,my,...,my).

Mit Hilfe von Satz [.1] betrachten wir die Realisierung des zur Darstellung y = 7|
assoziierten flachen Vektorraumbiindels EX als lokal-homogendes Vektorraumbiindel das
durch die Darstellung 7[ g von K induziert wird. Das heif3t, wir betrachten wie bisher eine
irreduzible Darstellung 7: G — GL(V;) von G. Die Einschrinkung dieser Darstellung auf
I" liefert uns ein flaches Vektorraumbiindel EX — X, wobei y = 7[ ist. Die Einschrin-
kung von 7 auf die kompakte Untergruppe K von G liefert das homogene Vektorraum-
biindel E” — X, wobei 7 = 7| k- Mit der Wahl der kanonischen Hermiteschen Struktur
auf ET haben wir im vorherigen Abschnitt den Hilbertraum LZ(ET) konstruiert und die-
sen mit (L*(G) ® V,)X identifiziert. Es sei E* = I \ET das assoziierte lokal-homogene
Hermitesche Vektorraumbiindel tiber X. Dann ist

LX(X,E7) = (LX(I'\G) ® V,)X.

Ziel dieses Abschnitts ist, die Funktion

2n+1

Je(0) = ) (1) FTre ™ (5.1)
r=0
mittels Spurformel mit geometrischen Objekten zu identifizieren.
Weil nach Konstruktion der Wirmeleitungsoperator e 2™ invariant unter der Wirkung
von G ist, kdnnen wir seinen Wirmeleitungskern IZ” fiir alle + > O mit einer Abbil-
dung auf G mit Werten in End(A"p* ® V;) identifizieren, die der folgenden Aquivarianz—
Bedingung geniigt:

H{"(9) = o (@) H] (k™' gk Yo (1)K ™),

wobei o (1) =0, ®71: K > GL(A'p*® V).

Damit kénnen wir die in Abschnitt [3.2] entwickelte Methode zur Bestimmung der Spur
von e "A"™ mittels Selbergscher Spurformel anwenden. Wir bemerken zuerst, dass nach
Satz 3.3l fiir alle 7 > 0

H™ € (CY(G) ® End(A"p" ® V,)K*K, (5.2)

Ferner erfiillt H™" die Abschiitzung aus Satz m Damit erhalten wir, dass der Wirme-
leitungskern H™'(t; x, y) von e "2V gegeben ist durch

HY (t,5,9) = ) HY (< 'y),
yel'

wobei x = I'xK und y = I'yK.



39

Es sei h;" die lokale Spur von ﬁf’ auf End(A"p* ® V). Aus Satzmmlgt
Tre > = TeRp(h™").
Es sei & eine unitére irreduzible Darstellung von G in einem Hilbertraum H,;. Dann ist
Ten(h™) = ¢~ IHQBIA+1ETQ) i H @ ATp* @ V,)K.

Bemerkung. Die Berechnung von dim(H,®A p*®V,)X istim Allgemeinen eine schwieri-
ge Aufgabe. Dazu muss man die Rdaume A"p, H; [ g und V; in ihre irreduziblen K-Module
zerlegen und dann die auftretenden Multiplizititen betrachten.

An Stelle von h:’r betrachten wir
2n+1

K= (=17 by
r=0

Wir wollen die Fourier-Transformierte von k7 bestimmen. Es sei 71z, eine Darstellung der
Hauptreihe von G. Einsetzen ergibt

. 2n+1 .
KED = D (= rh €D
r=0
2n+1
= e AT N (1) rdim(Hea ® ATp* ® V)X
r=0
2n+1
= g (e @+7(Q) Z (=1 rdim(We ® A"p* ® V)Y,
r=0

wobei wir im letzten Schritt die Frobenius-Reziprozitit zur Umformung benutzt haben.
Wir zerlegen p* in a* @ p*, wobei p* das orthogonale Komplement von a* in p* beziiglich
(-, -y ist. Der M-Modul p* ist isomorph zu n*. Weil M der Zentralisator von a in K ist,
gilt

2n+1 2n+1 2n

Z(—l)’ rATpt = Z(—l)r AT+ Z(—l)’“(r+ DA
r=0 r=0

r=0
2n
— Z(_1)1+1Aln*-
=0

Daraus folgt

2n

- M

k:(.f, A) = o172 (+7(Q) {im (Wg ® ( Z(_l)lHAln* ® Vr)) ‘ (5.3)
=0

Zur weiteren Vereinfachung dieses Ausdrucks benotigen wir das folgende Resultat von
Kostant [[Kos61l, Proposition 7.2].
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Theorem 5.1. Es sei 7: G — GL(V;) eine endlichdimensionale Darstellung von G vom
hochsten Gewicht A.. Fiir die MA-Module A'n* ® V- gilt:

2n
DDA @V = Y (=D Vi, (5.4)
=0

wew!

wobei T(w): MA — GL(Vy)) eine irreduzible Darstellung von MA vom héchsten Ge-
wicht

Ar(w) = w(Ar + pg) — py

ist und
W' = {we Wg|w(a)> 0fiirallea € Ayl (5.5)

Beweis. Es sei B die standard parabolische Untergruppe von G und MAN ihre Langands-
Zerlegung. Die irreduziblen Darstellungen von MA werden durch die hochsten Gewichte
parametrisiert, die in der positiven Weyl-Kammer in b wie in Abschnitt definiert
liegen. Nach Kostant [Kos61l, Theorem 5.14] zerfillt die Kohomologie der Lie-Algebra
von 1 mit Koeffizienten im G-Modul V; als MA-Modul

H'(: Vo) = € Vi) (5.6)

wew!
L(w)=I

in irreduzible MA-Module V() vom hochstem Gewicht Ar(w) = w(A; + pg) — py. Die in
dieser Arbeit verwendete Versions dieses Theorems von Kostant findet man in [BWO0Q]
Theorem III.3.1 und Theorem 2.5.2.1 in [[War72al].
Mit Hilfe des Prinzips von Euler-Poincaré, wonach

2n 2n
Z(—l)’ dim(A'n* @ VM4 = Z(—l)l dim H'(n; V),
=0 =0

siche [AB67, Abschnitt 7], erhalten wir aus (5.6)), dass fiir die MA-Module A'n* ® V;
folgendes gilt

2n
DDA @ V= Y (=1 Vi, (5.7)
1=0 wew!

Fiir die Einzelheiten siehe [[Kos61, Abschnitt 7.2]. m]

Zu einer irreduziblen Darstellung (7, V;) von G vom hochsten Gewicht A; definieren wir
zu jedem Element w € W!

ve(w) = w(A; + pg) Mt —Pms

(5.8)
() = ~w(Ag +py) Ty -

Weil M mit A kommutiert, sind die MA-Module V;(,, das Tensorprodukt eines irredu-
ziblen M-Moduls und des eindimensionalen A-Moduls mit dem Charakter y,: A —
GL;(C), wobei A = —A-(w) —p. Als M-Modul ist V() vom hdchsten Gewicht v, (w). Weil
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M nur eine Zusammenhangskomponente hat, existiert genau eine irreduzible Darstellung
von M vom hochsten Gewicht v, (w), die wir ebenfalls mit v,.(w) bezeichnen wollen.

Wir bemerken, dass die Weyl-Gruppe W von G aus der symmetrischen Gruppe S 41
und dem Paarweise-Vorzeichenwechsel besteht, d.h., W = § 41 < Z,. Die Weyl-Gruppe
Wy von M besteht entsprechend aus der symmetrischen Gruppe S, und dem Paarweise-
Vorzeichenwechsel, d.h., Wy, = S, = Z,. Weil W! die Menge der Representaten der
Rechtsnebenklassen Wyw in Wg; ist, folgt #W' = 21 und ferner

W ={wo, ..., wee1, 0 W, Wyt .., W)
mit
wl(mo, e ,mn) = (ml,mo, e, M1, M4, ... ,mn_l,mn),
wh(mo,...,my) = (m,,mo, ..., My_2,My_1),
w (my,...,my) = (—my,mo,...,My_3,—My_1),
W2n—1(Mos - -« s M) = (=1 MO, -« oy MY—1, M1 - oy M1, —Ny),

wobei w; und w* von der Linge / und n sind. Mit {(w) bezeichnen wir die Linge von
w € W', Es sei wg bzw. wy das Element der maximalen Linge in W bzw. Wy,. Dann
definiert

we w = wywwg

eine Involution auf W!. Dann ist
Lw) +(w') =2n

und ferner w) = wy,—; sowie w*’ = w”.
Fiir die Einzelheiten siehe das Buch von Borel/Wallach Kapitel I11.3 fiir den allgemeinen
Fall und Kapitel V1.3 fiir den Fall G = SO.(2n + 1, 1), [BWO0Q].

Wir notieren die hichsten Gewichte von v, (w) und A.(w) fiirr w € W':
) (mo+1,m+1,....m_1+ 1, myq,...,m_q, my,), firt(w)=1
ve(w) =
! (mo+ Lmy + 1, ,my + Lymyss .. My, —my), fiir £w) = 2n — |,
—(my+n-1), firl(w)=1,
/1-,-(11)) = .
(my+n-10), firl(w)=2n-1,
sowie
VT(wi) =@mo+1,...,mup +1,£(m,_1 +1)),
A(w*) = Fm,,.
Satz 5.2. Es seiy # e aus I'. Dann ist

e—Pf(V)
t = 1)@ try, =~ (W)e(y) )
) = G AdGaD we§Wl< Y wve()(my) e OO, (5.9)

wobeiy ~ mya, € MA.
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Beweis. Nach Theorem[5.1]ist

2n
DDA O Ve 3 (1) Ve,
=0

weW!

Das heilt, fiir alle y # e ist

2n
D =Dvilmy) eV @rmyay) = Y (-1 r(w)myay),
=0

weW!

wobei T(w)(myay) = yT(w)(my) e(_/lf(w)_P)f(V).

Aus
2n

Z(— DY trvi(my) e @ = det(Id — Ad(myay )y)
=0

erhalten wir sofort die Aussage. O

Zuriick zum Ausdruck (5.3):
Durch Einschrinkung beider Seiten von (5.4) auf M erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 5.3. Es sei 7: G — GL(V;) eine endlichdimensionale Darstellung von G vom hoch-
sten Gewicht A,. Fiir die M-Module A'n* ® V; gilt

2n
DDA @ V= Y (=D Vi, (5.10)
=0 weWw!

wobei die M-Module V., vom hochsten Gewicht w(Ar + pg) [t —pm sind, und W' wie
in (5.5).
Damit vereinfacht sich Ausdruck (5.3) zu
KT(&, 1) = e 1 Tea@rr@) Z (=) dim(Wg ® Vo)™,
wew!
Nach der Spurformel (3.9) ist
e—Pf(V)
det(Id — Ad(mya,)y)

1
J+(t) = Vol(XOk[ (&) + 5~ ) ((v0)
{y}#e}

LY wémy) f k(€ D) e,
R

fe]V[

(5.11)

Wir nennen dabei den ersten Summanden den Beitrag der Identitdt und den zweiten den
hyperbolischen Beitrag.

Wir betrachten zuniéchst den hyperbolischen Beitrag.
Zuerst wollen wir daran erinnern [Wal73l Lemma 5.6.4], dass der infinitesimale Charakter
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7(Q) einer endlichdimensionalen Darstellung 7: G — GL(V;) vom hochsten Gewicht A,
wie folgt gegeben ist
Q) = lIAr + pqll” = liogll,

wobei pg = % >, @ und die Summe tiiber positive Wurzeln von G gebildet wird:
Pg = (n,n— l,..., 1,0) = pey +pm c ]Rn+l.

Weiter ist
Ve)( Q) = [[w(Ar + p) T IF = llowl®

der infinitesimale Charakter der irreduziblen Darstellung v-(w): M — GL(Vy)) vom
hochsten Gewicht w(Ar + pg) [t —pm, wobei Qs das Casimir-Element von M ist. Nach
Definition (3.8)) von A;(w) folgt damit

L(w)? = |A: + pgll® = lw(Ar + pg) Tt I (5.12)

Wir bemerken, dass die Fourier-Transformierte ’k\f(f, A) nur dann nicht verschwindet,
wenn die Darstellung £ von M dquivalent zu v (w) ist. Es ist vielmehr,

dim(W; ® Vo)™ = 1

genau dann, wenn & = v (w).
Aus
mea(Q) = =27 = p* + [|Ag + pull® = llowll?

folgt mit obigen Uberlegungen schlieBlich
Ywém,) [ Hene v ar
R

§el\7

= DD O e by w)(my) f e e gy,
R

weW!

Aus

1 ) —P/4t
— [ ePetaga=" 150 (5.13)
2m Jr (4nt)!/2

folgt, dass jeder Summand {y} # {e} in (5.11) gleich

Z (_l)f(w)+l e—t/lr(w)2 {7(,)/0)

wew!

tr ve(w)(m,) e PLO) o=l)? /4t
det(Id — Ad(mya,)7) (4n)!/2

ist.

Wir kommen zur Bestimmung des Beitrags der Identitit. In Abschnitt [3.2] haben wir
Harish—Charngra’s Plancherel-Theorem fiir f € C*(G) erwihnt. Weil der Wirmeleitungs-
operator von A,(7) fiir alle p > 0 ein Element von C?(G) ist, kénnen wir die Umkehrfor-
mel von Harish-Chandra zur Berechnung des Beitrags der Identitét benutzen. Wir bemer-
ken, dass es fiir G = SO,(2n + 1, 1) keine Darstellung der diskreten Reihen gibt und das
Plancherel-Mal der Darstellung der Hauptreihe 7¢ ; das Plancherel-Polynom ist.
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Satz 5.4. Es gilt
k)= ) (=nfr! f e+ Py (w))da, (5.14)
wew! R

wobei P(id; v:(w)) das Plancherel-Polynom ist.

Beweis. Die Umkehrformel von Harish-Chandra im vorliegenden Fall ist von der folgen-
den Form:

HOEDY fR K& Ddug(D),

§e/l7

wobei das Plancherel-MaB dug(4) = P(id; £)dA durch das Plancherel-Polynom

P(id; &) = dim(Wy) ]_[ (Mg + pm +id, Hy) (5.15)

+
(YGAA

beschrieben ist, sieche [[Wal73, Theorem 1.12.9]. Analog zu oben erhalten wir, dass nur
fiir ¢ = v.(w) die Fourier-Transformierte k7 (¢, A) nicht verschwindet. Ferner ist

Ty a2 (Q) + T(Q) = 22 + L (w)*.
Daraus folgt die Behauptung. O
Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zu folgendem Theorem zusammen:

Theorem 5.5. Es sei X ein geschlossener hyperbolischer Raum. Weiter sei (1, V;) eine
irreduzible Darstellung von G und E* — X das durch T assoziierte Vektorraumbiindel.

Es sei
2n+1

Jo(t) = Z (=1) FTre &
r=0

Dann gilt

JoA1) = Z(—l)f(w>+1(Vol(X) f}R e MWL) p(i-y (w))dA

weWw!
g el (5.16)
+ L(yo)L(y; ve(w)) e ™ ,
{y}zat{:e} ' (4mn)!/2
wobei -
trv.(w)(m,) e PV
Loy, ve(w) = ————

det(Id — Ad(mya,)p)’
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6 Die induzierte Ruellesche Zetafunktion R7(z)

Es sei 7: G — GL(V;) eine irreduzible Darstellung von G vom hochsten Gewicht A; =
(mg, ..., m,) mit
mog=mp >...>|my,| #0.

Wir definieren die 7-induzierte Ruellesche Zetatunktion Z¢(s) durch

zZi(s)= [ | det1d-r(y)e !

[yl#le)
prim

fir Re(s) > 2p + ¢, wobei ¢, der kritische Exponent von y ist, siche Abschnitt [I] Wir
bemerken, dass c; die erste Komponente von A ist.

Fir A € Csei y,: A = GL{(C) der Charakter, der durch y,(a) = a' definiert ist. Weil
M und A vertauschen, zerfillt die Einschrinkung 7,4 : MA — GL(V;) in eine Summe
von Tensorprodukten & ® y, irreduzibler Darstellungen & € M und XA von A. Mit I(1)
bezeichnen wir die Indexmenge der Zerlegung von 7: G — GL(V;) in irreduzible MA-

Darstellungen
TIma = @ E®xa
(ExEl(T)

Damit ist
det(fd—1(y)e™ ) =[] det(ld—£(m))e VD),
Exnel(r)
Daraus folgt
zi= || zG-xo,

(Exel(T)

wobei Z,(z; £) die Ruellesche Zetafunktion von der folgenden Form ist

Zp(&)= [ | detd—gGmy) ey,
{yl#e}
prim

fiir Re(z) > 2p. Mittels der Produktdarstellung (I.12)) fiir Z,(z — A; ¢) erhalten wir

2n
zzo= || [|zGe-1-p+EE@m) ™" 6.1)
(Exel(r) =0

Diese Produktdarstellung der 7-induzierten Ruelleschen Zetafunktion Z(z) kann mittels
Satz[5.2] wesentlich vereinfacht werden.

Satz 6.1. Fiir die T-induzierte Ruellesche Zetafunktion Zg(z) gilt:

Zi@ = | | Zs(z+ Ay v (62)

weW!
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Beweis. Nach Definition von Zg(z) ist

1
logZx@) = ), s uwt(ne ™,
i#ie) MY

wobei w(y) die Multiplizitiit von vy ist. Aus (5.9) folgt

1 trve(w)(my)e P
loe Z%(7) = 1w+l - Y (z+A:W))(y)
087D = 2L D i detid - Adumayy

wew! {y}#le}
= > D og Zg (2 4+ Ac(w); ve(w)). o
wew!

Bemerkung. Die Produktdarstellung (6.2)) der induzierten Ruelleschen Zetafunktion Z%(z)
ist eines der Hauptresultate von Brocker [Bro98, Satz 17]. Sein Beweis basiert auf einer
aufwendigen, schwierig zu iiberblickenden kombinatorischen Rechnung, im Wesentli-
chen bestehend aus dem Herauskiirzen der auftretenden Faktoren in (6.1)).

Wir bemerken, dass v (w) fiir alle w € W' nicht invariant beziiglich der Wirkung von w, €
Wy ist, was aus der Voraussetzung folgt, dass das hochste Gewicht A, = (my, ..., m,) von
7 in der letzten Komponente m,, nicht verschwindet. Desweiteren sind aus dem gleichen
Grund A-(w) # O fiir alle w € W'.

Esseit,: G — GL(Vf ) die irreduzible Darstellung von G vom hochsten Gewicht Af =
(mg, ...,m,_1,—m,). Es seien

Ve ) = WAL+ p) Ny —pms Ay (W) = —w(AL + pg) 1,
fir w # w* € W! wie in (5.8) und
Ve ) = w AL+ p) N —pms Ar,*) = —w (AL + py) .

Dann ist v, (w) = wav(w) und A, (w) = A(w) fiir alle w € wl.
Wir betrachten die 7,-induzierte Ruellesche Zetafunktion ZIT;’ (2).
Analog zu Satz[6.1]erhalten wir dann folgende Produktdarstellung

ZR@ = [ | Zs(@+ Acw) wave(w) =" &)

wew!

Wir erinnern an Definition (1.9) der Selbergschen Zetafunktion S (z; &) fiir & # waé:

S (zvr(w)) = Zg (23 v (W) Zg (z; wave(w)),

die wir von nun an mit S (z; w) bezeichnen werden.
Es sei

R'(2) = Zy(2) - Z (2).
Dann erhalten wir aus (6.2)) und (6.2)] den folgenden Satz.

Satz 6.2. Fiir die Ruellesche Zetafunktion R (z) gilt

R'(7) = l_l Sz + A (w); w)(_1

wew!

Y+l

(6.3)
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7 Die virtuelle Theta-Funktion H(t; w)

In diesem Abschnitt werden wir virtuelle Theta-Funktionen konstruieren, mit deren Hil-
fe die Selbergsche Zetafunktion S (z; w) meromorph auf C fortgesetzt wird. Den Aus-
gangspunkt dieser Methode bildet die Arbeit von Fried [Fri86a]. In [MS]] haben Mosco-
vici/Stanton die Konstruktion der virtuellen Theta-Funktion weiter verallgemeinert.

7.1 Die Methode von Fried

Es sei p: I' — GL(V,y) eine unitire azyklische Darstellung und E¥ das assoziierte flache
Hermitesche Vektorraumbiindel tiber X. Wie in Abschnitt[2]konstruieren wir den Hodge-
Laplace-Operator A,(¢) auf A"(X, E¥). Es sei

e M@ [2A"(X, E¥) » L’A"(X, E¥) (7.1)
der Wirmeleitungsoperator von A,(¢).

Theorem 7.1 ([Fri86al Theorem 2]). Fiirl =0, ...,2n sei

I9() = Vol(X) dim(V,,) f e W=D p(id; y)da,
R

o) /41
Gi(1) = o)L (ys vy e’ :
: {y};e} (4r)!f2
sowie I () = G* (n =15 () =G5 (1)=0.
Dann ist fiiraller =0,...,2n+ 1
Tre ™9 = If(t) + GH(t) + IZ_ (1) + G¥_(1). (7.2)
Wir definieren eine Funktion J,(f) von ¢ > 0 durch
2n+1
Jo() = Y (=1 rTre ™)., (1.3)
r=0
Aus Theorem[7.1] folgt sofort
2n
Jo() = Y (=D + G (o). (7.4)
=0

Bemerkung. Diese Identitit entspricht der Aussage von Theorem [5.5|fiir die triviale Dar-
stellung 1: G — GL(C) von G:

Jo = > (DU w) + GH (5 w)),

weWw!

wobei

I#(t;w) = Vol(X) dim(V,,) f e W) p(id; vy (w))da,
R
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2 et /4

(42

G¥tw) = ) Ly)L¥(s;va(w)) e
{y}#le}

Es ist zunidchst nicht klar, dass If(t) und Gf(t) zuldssige Funktionen fiir die Laplace-
Mellin-Transformation sind, d.h., wir miissen das Verhalten dieser Funktionen fiir t — 0"
und ¢ — oo genau beschreiben. Die Funktion If(t) konnen wir explizit bestimmen und er-
halten fiir / # n, dass If(t) eine zuldssige Funktion fiir die Laplace-Mellin-Transformation
ist und

ZPf, f e @00 121y 71 dr = 7 VOl(X)P(z; i), (7.5)
0

sieche Satz[8.3]unten.

Damit stellt nur noch die Zulassigkeit von Gf(t) ein Problem dar. Eine Losung dieses
Problems erhilt man aus der Hodge-Zerlegung von A,(¢). Wir definieren den Operator
D,(¢) in A"(X, E¥) durch Einschriankung von A,(¢) auf die koexakte r-Differentialformen
mit Werten in E¥, d.h.,

Di(¢) = A(@) Tim(s,) -
Fiir den Operator D,(¢) in Im(6,,) gilt:
1) (D (@), ¢ = (p, Di(@)), ¢, € Im(Sy);
2) (D), ¢) = lldegll” > 0, ¢ € Im(5y);

d.h., D,(¢p) ist formal selbstadjungiert und positiv. Aus der Konstruktion von D,(¢p) folgt,
dass D,(¢) ein diskretes Spektrum hat.

Wir folgen den Ausfiihrungen aus Abschnitt|Al Es sei e *Pr¢) der Wirmeleitungsoperator
von D,(¢). Wir definieren die Theta-Funktion Hf(t) fiir ¢ > 0 von D;(¢) durch

HY(1) = Tre™™P@) (7.6)
Aus der Hodge-Zerlegung folgt A;(¢) = Di(¢) ® D;—1(¢) und damit
Tre™™% = HY (1) + HY (1. (7.7)
Aus Definition (7.3)) von J(7) folgt mit (7.7) schlieBlich
2n
ROED NI HOY (7.8)
1=0
Damit erhalten wir die Spurformel von Hf(t).

Satz 7.2. Es sei 0 < | < 2n. Dann gilt:

HY(0) = I£(1) + GY (), (7.9)
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wobei

19(5) = D" Vol(X) dim(V,) f e P(id;v)da,
R
ol /41 (7.10)

G =" ) (onLA i)

lyi#le}

Beweis. Wir stellen Hf(t) als eine alternierende Summe der Theta-Funktionen von A,(¢)
dar und benutzen dann Theorem Aus (7.7) folgt

l
H{(5) = ) (=) Tre ™)
r=0

Daraus erhalten wir sofort die Aussage. O

Satz 7.3. Es gilt
2n

Ty = | | (det Dy """ (7.11)
=0

Beweis. In Abschnitt[Alhaben wir den Logarithmus der regularisierten Determinante ei-
nes strikt positiven elliptischen Differentialoperators der Ordnung zwei auf einer kom-
pakten Mannigfaltigkeit ungerader Dimension durch die Mellin-Transformation seiner
Theta-Funktion an der Stelle s = O definiert, d.h.,

—logdet Dy(¢) :f Hf(t)ts_ldt| .
0 s=0

Nach Definition (7.3) ist —log T*(p)? die Mellin-Transformierte von Jy(?) an der Stelle
s =0. Aus folgt

2n

— log Tan((p)Z — Z(_l)l+l L H;P(t) ts_l |s:0
=0

2n
= > (=)' log det D(¢). O
1=0
Jetzt schreiben wir (7.9) als
HE () - I(1) = G2(0) (7.12)

und bemerken, dass jeder der Summanden der linken Seite exponentiell fallend fiir r — oo
ist und Gf(t) = O(e™/") fiir t — O*. Letzter Aussage folgt sofort aus Lemma , sieche
auch Satz[7.8 unten.

Damit kdnnen wir eine meromorphe Funktion auf C durch die Partie Finie von der Lapla-
ce-Mellin-Transformation an der Stelle s = 1 beider Seiten von definieren. Daraus
erhélt man die meromorphe Fortsetzung von Z? (z; v1) und folgende Determinantenformel

Z{(z:v1) = det(Di(g) — (n = 1) + 2) exp - 27 Vol(X) f ) P(A;v)dA),
0
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siehe Theorem 8.9 unten oder Theorem 4 in [Fri86a]. Aus der Produktdarstellung (I.1T])
erhalten wir die meromorphe Fortsetzung von Zz(z). Mittels der Determinantenformel
von Z‘S‘J (z + n — [;v;) zeigt man, dass die Ruellesche Zetafunktion Zlf(z) in z = 0 regulédr
ist. Aus Satz[7.3|folgt sofort

Z(0) = T*(p)".

7.2 Die virtuelle Theta-Funktion H(z; w)

Es seien R(K) und R(M) die Darstellungsringe von K und M. Zur Definition des Rings
der virtuellen Darstellungen einer kompakten Lieschen Gruppe verweisen wir auf Ab-
schnitt 4.10 in [Wal73]]. Die kanonische Einbettung i: M — K induziert eine Abbildung
ix: R(K) — R(M). Die Wirkung der reduzierten Weyl-Gruppe Wy auf M durch

wA(kl’ o ’kn) = (kla o ’kn—l’ _kn)’

wobei Ag = (ki,...,k,) das hochste Gewicht einer Darstellung & € M ist [BOYS, Sei-
te 20], setzen wir auf R(M) fort. Es sei R(M)"4 der Teilring der W4-invarianten virtuellen
Darstellungen von M.

Satz 7.4. Die Abbildung i,: R(K) — R(M)"A ist ein Isomorphismus, d.h.,
R(M)W* = R(K).
Beweis. Siehe Proposition 1.1 in [BO93]. O

Zur Konstruktion der virtuellen Theta-Funktion betrachten wir zunichst die folgende

Funktion
2n+1

Je(0) = ) (1) Tre ™™,
r=0

wobei A,(t,) der Hodge-Laplace-Operator auf A" (X, E7) wie auf Seite [37|ist.
Aus Theorem [5.5]folgt

T, () = Z(—n"(w)“ e—mre<w>2(Vol(X) f e P(id; vz, (w))dA
weW! R
e—f(y)2/4t)

+ ) 0Ly v @) s
{ly}#le}

wobei
Ve, W) = WAL + p) Ny —pms Ary(w) = —w(AY + pg) 1,
fiir w # w* € W! wie in (5.8)) und

Ve, ) = w AL+ p) T —pms Az, W) = —w (AL + pg) .
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Dann ist fiir alle w € W'
V(W) = wave(w) und A (w) = A (w). (7.13)

Fiir alle w € W! ordnen wir v-(w) ® vr,(w) € R(M) W4 nach Satz die virtuelle Darstel-
lung w(w) zu durch

w(w) = i;l(vT(w) @ vy, (w)) € R(K). (7.14)
Aus Lemma 4.10.6 in [Wal73]] folgt
w(w) = Z mew)or, me(w) € Z. (7.15)
oek

Fiir jeden K-Modul V- in ((7.15) betrachten wir den Operator

e—tA,, = e—t(—R(Q)+T(Q) 1d)

im Hilbertraum (L*(G) ® V,-)X. Nach (3.12) entspricht —R(Q) auf (L*(G) ® V)X bis auf
einen Skalar dem Bochner-Laplace-Operator auf C*(E?), genauer ist —R(Q) = A, —
o(Qk) Id, wobei Qg das Casimir-Element von K ist. Damit ist

e"Xﬂ' _ o 1A+ (T(Q)-0(Qk)) 1d) (7.16)

ein Operator in L? (E7). Wir folgen den Ausfiihrungen in Abschnitt Danach ist
e INET) — [XEY), >0

ein Glittungsoperator, der mit der rechtsreguldren Darstellung von G auf (LA(G) ® V)X
kommutiert. Daraus folgt

@%W@=L@@Wwww

fir ¢ € (L*(G) ® V)X, wobei K7: G — End(V,) eine C*-Abbildung ist, die die
Aquivarianz-Bedingung (3.14) erfiillt. Aus (7.16)) folgt

K7 € (C1(G) ® End(V,))*K. (7.17)

Es sei _ _
A = " I (w)l e
oek

der Wirmeleitungsoperator in (LX(G)® V(w))X, wobei V(w) der virtuelle K-Modul (7.14)
ist. Es sei . _
Ky =" Ime K.
ocek
Dann ist
Kt x,x') = Z K9 'vg), x=TgK,x =T'gK
yell
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eine C*-Abbildung auf X X X mit Werten in E(w) R E(w)*, wobei E(w) das durch den
K-Modul V(w) induzierte Vektorraumbiindel iiber X ist.
Wir definieren e "A®) in 2ocR Imge-(w)|(L*(I'\G) ® V)X durch

<WMW=Lmemmmw.

Ferner konnen wir nach den Integraloperator e "™ mit dem C*-Kern K“(t; x, y)
auch schreiben als

e AW = R(KY), (7.18)
wobei Ry die rechstregulire Darstellung in L>(I'\G) ist.
Es sei _
ki =t K} . (7.19)

Die ganzen Zahlen m,(w) in behandeln wir in iiblicher Weise: Fiir positive m,(w)
nehmen wir eine direkte Summe der zugehorigen K-Module Vi, fiir negative bilden wir
eine direkte Summe der zugehorigen K-Module V- und benutzen die Z,-Graduierung
zur Berechnung der Spur. Das heif3t, wir betrachten K-Module

V= > Ime@)Ve.

sgn(mgy(w))==+1

Dann ist E(w) = E (w~)+ @ E\ (w)~ das zu w(w) assoziierte Z,-graduierte homogene Vek-
torraumbiindel {iber X. Mit dieser Vereinbarung definieren wir den virtuellen Wdirme-
leitungskern k" beziiglich w € W! durch

K= mo (k. (7.20)

Wir definieren die virtuelle Theta-Funktion beziiglich w € W' durch
H(t;w) = Trge "A®),
wobei Trg die super-Spur beziiglich dieser Z,-Graduierung ist. Das heif3t
H(t;w) = ) me(w)Tre ™,
ek

wobei A, der durch Xa induzierte Operator in C*(E?) ist.

Bemerkung. In Abschnitt[7.T]ist keine Verdopplung wie oben dargestellt notwendig, weil
fiir alle [ # n die Darstellungen v;: M — GL(A'R?") invariant beziiglich Wy sind. Fiir
die Spin-Darstellungen v* von M gilt wav™ = v~. Wir betrachten deshalb im Sinne von
Satz [7.4die Darstellung v, = v* @ v~. Fiir alle 0 < / < 2n ist

l
vi= ) (Do,
r=0

wobei o dir r-te duBere Potenz der Standarddarstellung von K bezeichnet. Dies folgt
sofort aus o, [y = v, ®v,_|. Wie oben konstruieren wir damit virtuelle Theta-Funktionen
HY (1) fiir alle [ # n. Weil der Faktor e~ fiir | = n in (7.10) verschwindet, kénnen wir
ebenfalls die virtuelle Theta-Funktion H (¢) konstruieren.
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Die regularisierte Determinante von A(w)

Fiir alle my(w) # 0 in (7.15) betrachten wir den verallgemeinerten Laplace-Operator
Ay = As + (T(Q) — 0(Qg)) Id: CT(E7) = CT(E?)

in L?>(E?). Wir definieren den verallgemeinerten Laplace-Operator A(w) beziiglich w €
W' in L*(E(w)) durch

Alw) = Z Mo (w)|Ags. (7.21)
Mg (w)#0
Es sei
by, = minmin{A | A € 0(Ay) mitm,(w) # 0} (7.22)
oek

die untere Schranke von A(w).
Wir gehen wie in Abschnitt[A.T]vor. Es sei

Eu(s, p) = f e H(t;w)*~'dr
0

die Xi-Funktion von A(w) und £, (s, p) = ﬁfw(s; p) seine verallgemeinerte Zeta-Funk-
tion. Nach Korollar [A.T6]ist £,,(s, p) in s = O regulir fiir alle p € U(b,) und es gilt

d
—log dety(A@W) + p) = -6u(z )|._g = Plezo (. P)

wobei dets(A(w) + p) die graduierte regularisierte Determinante von A(w)+ p Id beziiglich
der Z,-Graduierung bezeichnet. Mit Pf,_y G(z) bezeichnen wir das konstante Glied der
Laurent-Entwicklung einer meromorphen Funktion G um z = 0, sieche Abschnitt[A.T] fiir
die Einzelheiten.

Aus Definition (7.21) von A(w) konnen wir im Allgemeinen nicht folgern, dass A(w)
einen nicht trivialen Kern hat. Es sei N,, = dimg, ker(A(w)) die graduierte Dimension von

ker(A(w)). Es sei
g= Z (_l)f(w)an.
wew!
Wir zeigen jetzt, dass g = 0. Dazu bemerken wir, dass nach Konstruktion von H(¢; w):

2n+1
Z (=1) H(Tre ™™ 4 Tre )y = Z (= ){@1 Ty g=1AW) (7.23)
r=0 weW!

Weil A, (1) = A(7,) strikt positiv, ist

lim Tre 2@ = 0,

>0

Aus ([7.23) folgt dann

Z (_l)f(w)+1 thm TI.S e—lA(w) — Z (_l)f(w)+1(Nw + llm Trs e—lA(ll))/) _ 0’
—00 —oo

wew! weW!
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wobei A(w)’ die Einschrinkung von A(w) auf das orthogonale Komplement von ker(A(w))
in L?(E(w)) ist. Daraus erhalten wir sofort die Behauptung:

g= > (=N, =0, (7.24)

wew!

Weil A, (1) = A (1), folgt fiir alle p € U(by)

2n+1
[ ] detcar )+ p1ayP = T detu(aw) + pray=""
r=0 wew!
Nach (A.21)) ist dann
lii% l_[ (dets(A(w) + pId) - p~ w)(—l)f(w)H _ 1—[ dets(A(U))’)(_l)“w)H. (7.25)
P wew! wew!
Aus folgt

2n+1

- 1_[ det(A,(7))>CD'T,
r=0

. ) _Nw (_l)f(w)ﬂ
;1:135 ]—[ (dets(A(w) + pId) - p~™)

wew!

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 7.5. Es gilt
Tyt =[] dety(A(w))D"™", (7.26)
weW!

Bemerkung. Man vergleiche (7.26) mit der Aussage von Satz[7.3]

7.3 Die Spurformel von H(¢; w)

Ziel dieses Abschnitts ist die geometrische Seite der Selbergschen Spurformel fiir die
virtuelle Theta-Funktion beziiglich w € W! zu bestimmen.

Aus Satz[3.10|folgt mit
H(t;w) = TrRr(ky),

wobei £ in (7.20) definiert ist.
Wir bestimmen die Fourier-Transformierte von k;”. Es sei 7z 1 € G eine unitire induzierte
Darstellung von G. Fiir alle o € K ist

EO'(é_-, /l) — e—t(—ﬂf’,((ﬂ)+T(Q) Id) dlm(Hf/l ® VU')K-
Die Wirkung des Casimir-Elements €2 von G auf mz y ist

mea(Q) = =22 = p* + |Ag + pull* = llowll?,
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wobei A; das hochste Gewicht von & ist. Nach Konstruktion erhalten wir wie in Ab-
schnitt[3]

/k\;w(f, ) = e—t(/12—||/\§+/0m||2+||/\r+/0g||2)(dim(v[/f ® Vr(w))M + dim(Wg ® VT@(w))M)~

Weil die M-Module V() und Vf(w) irreduzibel sind, erhalten wir weiter

D RE D) =K 02 w), D)+ K (v ), ).
ceM
Aus (5.12)) und (7.13) folgt
K o), A) = K (v (w), 2) = e X407
Nach der Spurformel (3.9) erhalten wir unter Ausnutzung dieser Resultate

trve(w)(my) + tr vy, (w)(my) Pl)
det(Id — Ad(mya,)y)

w w 1
TeRr (k') = VOICOK! () + {y;e} (yo)

R

Eine Wiederholung der Argumentation aus Abschnitt[5]liefert dann

TeRr (k) = e Vol(X)f e P(id; w)dA
R
o1l /41

—tA2 .
+e N Uyo)Liysw) STl

{yl#le}

wobei L(y; w) = L(y; vt(w)) + L(y; v, (w)), also

ot ve(w)(my) + trve, (w)(m,) _ )
Llysw) = det(ld— Ad(myay)) - e

und entsprechend das Plancherel-Polynom P(id; w) = P(id; v-(w)) + P(id; v,,(w)).
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 7.6. Fiir alle w € W' gilt:
H(t,w) = I(t;w) + G(t; w), (7.27)
wobei
1t w) = e @ Vol (X) f e~ P(id; w)da,

R
ol /41 (7.28)

G(t:w) = e—t/lr(w)l Z K(VO)L(% w)w

{y}#e}
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Wir zeigen, dass das asymptotische Verhalten von H(z; w) fiir t — 0% durch I(z; w) be-
stimmt ist. Fiir die Theta-Funktion von A, ist dieses Ergebnis wohlbekannt, siehe Theo-
rem 5.1 in [Mia80]. Fiir die virtuelle Theta-Funktion folgt aus Lemma [3.9] das folgende
Lemma.

Lemma 7.7. Fiir 0 < t < T existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

DGyl = 0.

y#e
Daraus erhalten wir dann

Satz 7.8. Es gilt
H(t;w) ~ I(t; w), t— 0",

Beweis. Aus der Spurformel (7.27) von H(t; w) folgt mit obigem Lemma

H(t;w) - I(1; w)| < Z fr o K" (g~ yg)ldg

y*e
_2 2_ 2
e Co/H f d(gK,ygK)~ —c;
<C——r>r exp|( — dg
< Ce_c/t, c>0
wobei ¢o wie in (3.23). mi

8 Die Ruellesche Zetafunktion R'(z)inz =0

Oben haben wir gezeigt, dass die Ruellesche Zetafunktion R"(z), Re(z) > 2p+ ¢ folgende
Produktdarstellung besitzt

R'(2) = ]_[ S+ L (w); w)!

wew!

){'(w)+]

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass R*(z) eine meromorphe Fortsetzung auf C hat und
im Ursprung regulér ist mit

R7(0) = T*(1)*.
Zum Beweis benutzen wir die von Moscovici/Stanton [MS91]] entwickelte Methode, die
auf der Herleitung einer Determinantenformel fiir Selbergsche Zetafunktionen basiert.

8.1 Determinantenformel von S (z; w)

In diesem Abschnitt zeigen wir das die regularisierte Determinante von A(w) im Wesent-
lichen durch die Selbergsche Zetafunktionen S (z; w) beschrieben wird.

Wir zeigen zuerst, dass I(f; w) eine zuldssige Funktion im Sinne der Laplace-Mellin-
Transformation ist. Weil A.(w) # O fiir alle w € W! ist, folgt aus (7.28)), dass ein ¢ > 0
existiert, so dass I(f; w) = O(e™") fiir t — co. Das asymptotische Verhalten von I(z; w) fiir
t — 0" wird im folgenden Satz beschrieben.
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Satz 8.1. Fiirt > 0 gilt

(o)

I(t,w) = Z U, (8.1)

k=—n—1
wobei ay = k + 1/2 und

T(w)ZI

& =Vol(X) > (=1)*a;w)l(a))

i—j=k+1

Beweis. Weil das Plancherel-Polynom P(id; w) von der folgenden Form ist

P(id;w) = Z(—l)ja Hw)a%, (8.2)
7=0
folgt aus
R : aj(w)
1(; w) = Vol(X) e~ Z(—l)fr( +1/2) ’+ - (8.3)
7=0
Wir setzen in (83) die Potenzreihe von ¢ (" um 7 = 0 ein. Dann ist
S 1)’t’ I(j+3)
1w = Voo 3 S ). ) (31w —)
i=0 j=0
= Z C]lft_ak,
k=—n—1
wobei a; =k + 1/2 und
wo__ i+j T(w)2l
¢, = Vol(X) Z =D aj(w)I'(a;) (8.4)
i—j=k+1
miti >0und0 < j<n. O

Damit sind H(¢; w) und I(#; w) zuldssige Funktion im Sinne der Laplace-Mellin-Transfor-
mation. Aus Satz[7.8|und der Spurformel von H(z; w) folgt

Pf,_; f e P H(t; w)r*~'dr = Pfy_; f e P I(r;w)r* "' dr
’ 0 - (8.5)
+ Pfy_ f e G(t; w)r* " dr.
0
Wir bestimmen den ersten Summanden auf der rechten Seite dieser Relation.

Lemma 8.2. Es sei z € C, so dass Re(z?) > 0. Fiir alle j € Ny gilt

Pf,_; f e_’ZQ( f e /lzjdﬂ)t“"ldt=(—l)jnzzj_l.
0 R
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Beweis. Aus

R

1i+1/2
folgt
f et ( f et /12jd/1) #1dr = T(j + 1/2) f e 532y
0 R 0
=T+ 1/2)0(—j — 1/2 + §)z2/725*1,
Aus
(1 -2)I(z) = =
SIN7TZ
und ['(z + 1) = zI'(z) folgt dann fiir s = 1 die Aussage. O
Also ist fiir Re(z2) > 0
® —t72 -2 2. s—1 a .
Pf,_, f e ( f e p(in: w)d/l)t dr = ZP(z: w). (8.6)
0 R Z

Wir fassen dieses Ergebnis zu folgendem Satz zusammen.

Satz 8.3. Fiir alle z € C mit Re(z%) > 0 gilt
ZPfyo fo " e A0 [ ) s = 2 VOl (O P(: ). (8.7)
Jetzt soll der zweite Summand auf der rechten Seite von (8.5 bestimmt werden.
Satz 8.4. Es sei Re(z + 2zA.(w)) > —by,. Dann ist
(27 + 22, (w)) Pfyoy fo ) e W (H (1 w) — I(w)) £~ de

= D Eyo)Lly; w)e D
{y}#ie}

(8.8)

Die urspriingliche Beweisidee geht auf Moscovici/Stanton [MS89] zuriick. Man zerlegt
die ganze Funktion auf der linken Seite von (8.8) beziiglich der Integration in zwei Sum-
manden. Aus der Spurformel folgt unter Ausnutzung folgender Relation

o0 , e M
e = 2u P —; (8.9)
0 (4711)1/2

fir Re(w) > 0 dann die Aussage. Zum Beweis von bestimmen wir die Mellin-
Transformierte beider Seiten dieser Relation. Fiir die linke Seite erhidlt man sofort fiir
Re(w) > 0

f e Pldl = T(s)w™.
0
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Fiir die rechte Seite von (8.9) erhélt man

00 00 e—]2/4t s 00
2wf e’ (f ls‘ldl)dt = n_l/ZZS_IF(—) . wf e~ [=1)/2q;
0 0 (471'1‘)1/2 2

0

= n_]/ZZS_IF(%) : r(““zr 1)w—5.

Aus der Legendre-Identitit:
1
1/2 _ A2s-1 1
a'20(2s) = 227 T(s)I (s + 2)
folgt sofort die Aussage.
Beweis von Satz Aus Satz[7.6|folgt
(27 + 22 (w)) Pf o=y f e T2 (4 ) 1571 dr
0

= (22 + 24.(w)) Pfy- f e A Gty w) N dr
0

+ (27 + 22 (w)) Pf_; fo ) e @24 1. ) 7 dir.
Essei T > 0. Wir zerlegen
(27 + 22 (w)) Pfy fo " 2 w) H(t;w) r*~'dr
in zwei Summanden:
Jr = (22 + 22:(w)) Pf = fo " a2t w) H(t;w)™dr
und

Joo = (22 + 22 (w)) Pf f e W) F(w) £ dr.
T

Wir bemerken zunéchst, dass A(w) ein verallgemeinerter Laplace-Operator im Sinne von
Abschnitt [A]ist. Dann ist J7 eine holomorphe Funktion in z. Als eine Funktion von z hat
J eine meromorphe Fortsetzung auf C.

Aus (A7) folgt, dass

(Aw) + 2(z + 22 (w)) 1) : L*(E(w)) - L*(Ew))

fiir Re(z? + 2z4.(w)) > —b,, ein beschrinkter Operator ist. Aus der elliptischen Regulari-
titstheorie erhalten wir eine stetige, lineare Fortsetzung zu einem Operator

(AW) + z2(z + 2, w) 1)~ : HYEW)) —» H**(E(w)),
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fiir Re(z?) > —b, + A.(w)?, wobei H*(E(w)) und H**?(E(w)) jeweiligen Sobolevriume
sind. Nach dem Lemma von Rellich ist (A(w) +(z2 = A-(w)?) Id)~! ein kompakter Operator.
Damit ist Jo, fiir Re(z> + 2z4-(w)) > —b,, ein Operator der Spurklasse. Es gilt

Joo = (22 + 22:(w)) Try ((A(w) + 2(z + 24:(w)) 1)~ e 7A@ +2(+24:w) )

Wir wollen die Spurformel auf Jo, anwenden. Dazu miissen wir zeigen, dass der Kern
dieses Operators in C (G) liegt. Es sei A(w) der verallgemeinerte Laplace-Operator auf
C*(E(w)). Wir schreiben den Operator

(AW) + 2(z + 2, (w)) Id)~! e TAWH++24w) (8.10)

unter Ausnutzung der Halbgruppeneigenschaft des Wirmeleitungsoperators von Z(w) in
folgender Form

((Z(w) + 2(z — 2z4:(w)*) Id) ™! e EBWHEE-22:@)?) ) e~ (T=OBWH-22de )

fiir ein 0 < € < T. Der erste Faktor im obigen Ausdruck ist ein Glittungsoperator. Sein
Kern liegt im Harish-Chandra’s L!-Schwartz-Raum von G, siehe Bemerkung Der
zweite Faktor ist ein Wirmeleitungsoperator auf den wir die Theorie aus Abschnitt [3.2]
anwenden. Die Faltung der Kerne dieser Operatoren ist wieder ein Element in (C!'(G) ®
End(V(w)))**K. Damit konnen wir die Spurformel auf J,, anwenden, siche Bemerk~ung
Wir bemerken zunichst, dass nach Konstruktion in Abschnitt der Operator A(w) +
2(z + 24+(w)) Id mit
—R(Q) + () Id +z(z + 24-(w)) Id

auf (C®(G) ® V(w))X identifiziert wird. Es sei mg 4 eine unitére irreduzible Darstellung
von G. Aus (5.12) folgt

2+ @+ W) = g + pull + lw(Ar + pg) .
Fiir die Fourier-Transformierte von k;’ gilt

e ) — {e_zumr(w)z)’ fiir & = vi(w), &€ = v, (w);

0, sonst,
siehe Abschnitt Daraus folgt, dass die Fourier-Transformierte der lokalen Spur des
Kern von (8.10) nur fiir v(w) und v,,(w) nicht verschwindet. Aus (3.9) folgt damit

1 2Z + 2/17-(11)) -T 1 2 2 .
Jo = Vs L(y; w)— o~ T+ A (w)™+4%) Lidl(y) 4
{V}Z;t{:e} GOt oy fR (z+ A (w))? + 22

+ (22 + 22:(w)) f e HER2L W) I (1. w)ds.
T

Wir formulieren dieses Ergebnis wie folgt um. Aus
e T+ w)*+2%)

(z+ A (w))? + 22

00
- f e~ (@) +a%) 4,
T
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folgt mit (5.13)

00 —l(y)* /4t
Jo= Y CO0L; w)(22 + 2A:(w)) f e I gy
(1le) T (4mr)!/
(8.11)

+ (22 + 22:(w)) f e 24 W) I (1: w)ds.
T

Nach Lemma [7.7]ist G(¢; w) fiir 0 < ¢ < T eine gleichmiBig konvergente Reihe. Nach
dem Satz von Lebesgue konnen wir also die Grenzwerte in Jr vertauschen. Das heif3t

T L et /4
Jr = Z E(yo)L(y; w)(2z + 24 (w)) Pl f o (@+Ae(w)) - s1gy
{y)le} 0 (Anrn)l/
T
+ (22 + 24:(w)) P f e ) I ) dr,
0
Daraus folgt
T ~()* /41
Jr = Z L(yo)L(y; w)(2z + 22(w)) f e~ 1(@+ () 64_1/2 d
{y}#{e} 0 (4rr) S
T
+ (22 + 2/17—(w)) Pf,—1 f e—tZ(Z+2/1T(w)) I([; w)ts_ldt,
0
Aus (B-11) und (8:12) folgt
(22 + 22:(w)) Pf o=y f e W) (1 w) 1571 dr =
0
o0 2 e_[(')’)z/‘h
= Z C(y0)L(y; w)2z + 21 (w)) f e 1@+ Ac(w)) - dr
{(yile} 0 (4rt)
+ (27 + 24:(w)) Pf =y f e~ 12@ 24 (w)) (1 w)l‘S_ldt,
0
Aus (8.9) erhalten wir schlieBlich die Aussage. -

Wir bemerken, dass die linke Seite von (8.8) die logarithmische Ableitung Y (z+ A-(w); w)
von S (z + A (w); w) ist.

Mit Hilfe von Satz[8.4]konnen wir die Menge der Null- und Pol-Stellen von Y (z+4.(w); w)
beschreiben. Es sei

o(Aw)) : —co<b, <l <Pl <> o0

das Spektrum von A(w), wobei ,u]“.’ mit der Multiplizitét Nw(p;” ) auftritt. Eine triviale Ver-
allgemeinerung von ergibt eine meromorphe Fortsetzung Pf - &,(s; p), Re(p) >
—by, auf C mit Pol-Stellen in —,u]".’ und Residuum Nw(,uj“.)). Daraus erhalten wir dann den
folgenden Satz.
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Satz 8.5. Die logarithmische Ableitung Y (z; w) von S (z; w) hat eine meromorphe Fortset-
zung auf C. Die Menge der Singularitdten von Y (z; w) ist

(61 = 2t + 1) |4 € oAy,

—w 2 .. W 2.

(12 + A (w)H?* = K+ )t fiir iy < A (w)%
04 A -

: i1 = Aew)?,  fiir g > Ar(w)’.

Das Residuum von Y (z; w) an der Stelle z = z; fiir ,u;.” #+ = (w)? ist Nw(u]".’).
Wenn A(w)?* € o(A(w)), dann ist das Residuum von Y(z; w) an der Stelle z = 0

wobei

2N, = 2 dimg ker(A(w)).

Beweis. Aus Satz[8.4]folgt unter der Variablentransformation z ~» z — A(w)
Y(z;w) = 2zPfy f e @AW (F (1 w) — I(t; w)) £ de
0

fiir Re(z?) > —by, + A:(w)?. Aus Satzerhalten wir dann
Y(z;w) = 2z Pfo; €453 2% = A:(w)?) — 27 VOI(X) P(z; w). (8.13)
Aussage folgt sofort aus den vorherigen Uberlegungen. O

Korollar 8.6. Die logarithmische Ableitung Y(z; w) von S (z; w) geniigt folgender Funk-
tionalgleichung
Y(z; w) + Y(—z; w) = —4n Vol(X)P(z; w). (8.14)

Beweis. Nach (8.13) ist

Y(zzw) = 2Py €u(s, 2% — :(w)?) — 27 Vol(X)P(z; w),
Y(~zw) = =2z Pf—; &u(s, 22 — A:(w)?) — 27 Vol(X) P(—z; w).
Aus P(z;w) = Z;?ZO a;’zzf' folgt P(—z; w) = P(z; w) und damit die Aussage. O

Wir bemerken, dass Y(z; w) exponentiell konvergiert fiir z — oo. Den Logarithmus von
S (z; w) erhalten wir aus Y(z; w) durch

log S (z; w) = —f Y(s;w)ds.
Z

Weil die logarithmische Ableitung Y (z; w) von S (z; w) Singularititen besitzt, ist das obige
Integral apriori nicht unabhingig von der Wahl des Intergrationsweges. Nach Satz [8.5]
ist das Residuum jeder Singularitit z; von Y(z;w) eine ganze Zahl. Damit ist das obige
Integral wohldefiniert. Aus Satz [8.5]folgt unmittelbar das folgende Theorem.
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Theorem 8.7. Die Selbergsche Zetafunktion S (z;w) hat eine meromorphe Fortsetzung
auf C. Die Menge der Singularitditen ist

fej = £ + 2@ | 1 € o).
Die Ordnung von S (z; w) an der Stelle z = z; fiir ,u;'f #+ = (w)? ist Nw(ﬂ?)-
Wenn A-(w)* € o(A(w)), dann ist die Ordnung von S (z;w) an der Stelle z = 0
2N, = 2 dimg; ker(A(w)).
Satz 8.8. Die Selbergsche Zetafunktion S (z; w) geniigt folgender Funktionalgleichung

S(z;w)
S(-z;w)
Beweis. Weil P(z;w) ein Polynom ist, hingt die rechte Seite von (8.135) nicht vom Inte-
grationsweg ab. Die Aussage folgt sofort aus Funktionalgleichung (8.14) von Y(z;w). O

Aus (A.16) folgt fiir p € U(by,)

= exp - 47 Vol(X) fo ) P(2;w)dA). (8.15)

d
d_ Pfs—0 &w(s; p) = — Pl &u(s; p).
4

Unter der Variablentransformation p ~» 7> — A:(w)? erhalten wir daraus folgende Identitit

d% Pfyoo £u(s5 2% — Ar(w)?) = =2z Pfy £,(s53 22 = A:(w)).

Nach (A.T8) ist
log dets(A(w) — Ao(w)? + 2%) = = Po—g £u(s5; 2> = A (w)?).
Aus (8.7) folgt damit

S (z:w) = dety(A@w) — A-(w)” + 2%) exp (- 27 Vol(X) f ) P(A;w)dd + C(w)),
0

wobei C(w) eine Konstante ist, die wir jetzt bestimmen werden.

Das asymptotische Verhalten von dets(A(w) + plId) fiir p — oo wird durch die asym-
ptotische Entwicklung von H(t; w) fiir # — 0% bestimmt, siche (A.19). Nach Satz ist
das asymptotische Verhalten von H(t; w) fir + — 0" aber identisch mit dem asymptoti-
schen Verhalten von I(f; w) fiir t — 0*. Daraus folgt, dass das asymptotische Verhalten
von dety(A(w) — A-(w)? + Z2) fiir z — oo bis auf eine Konstante mit dem asymptotischen
Verhalten von

"z
exp (27 Vol(X) f P(;w)dl), z— o0
0
iibereinstimmt. Aus der Definition der Selbergschen Zetafunktion folgt

lim S (z;w) = 1.

700

Damit ist C(w) = 0 und wir erhalten das folgende Theorem.
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Theorem 8.9. Fiir die Selbergsche Zetafunktion S (z; w) gilt
"z
S (z:w) = dety(A@w) — Ac(w)” + %) exp (= 27 Vol(X) f P(A;w)dA). (8.16)
0

Wir bemerken, dass der oben gefiihrte Beweis der meromorphen Fortsetzbarkeit von
S (z; w) unabhéngig von dem in [BOY3] ist. Bunke/Olbrich benutzen die Spur einer ge-
wissen Potenz der Resolvente eines a priori definierten elliptischen Differentialoperators.

8.2 Determinantenformel von R7(7)

Die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts benutzen wir, um die Ruellesche Zetafunkti-
on R7(z) auf C meromorph fortzusetzen, eine Funktionalgleichung herzuleiten und mit
Hilfe einer Determinantenformel die singuldren Stellen explizit zu beschreiben. Hierfiir
benutzen wir die Produktdarstellung (6.2)):

R'(2) = 1_[ S(z+ A (w): w) =V

wew!

Aus Theorem [8.7)folgt damit das folgende Theorem.

Theorem 8.10. Die Ruellesche Zetafunktion R*(z) hat eine meromorphe Fortsetzung auf

C.
Aus der Funktionalgleichung (8.13) von S (z; w) erhalten wir zunichst
RT 7+ A+ (w)
@ _ exp (- 4m Vol(X) Z (— 1)l f P(A;w)dA). (8.17)
R(-2) weWw! 0
Es sei
F) = ) (=D PQU+ Ae(w); w),
weW!
Dann ist R .
z .
= — 47 Vol(X F()dA).
prs = exp (= 4mvolc0) [ Fa)

Lemma 8.11. Die Funktion F(A) ist konstant mit
F) =(2n+2)2dim(V,),
wobei dim(X) = 2n + 1.
Beweis. Siehe Lemma 15 in [Bro98]). ]

Bemerkung. Wir benétigen dieses Ergebnis, um eine geschlossene Form fiir die Funk-
tionalgleichung und die Determinantenformel von R(z) anzugeben, siehe dazu Theo-
rem [8.12][[)] & [2)] unten. Zum Beweis von Theorem [§.13}-dem Hauptergebnis dieser
Arbeit- reicht jedoch schon die folgende Aussage:

p(2) = f 'F(/l)d/l
0
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ist ein ungerades Polynom vom Grad 2z + 1 mit p(0) = 0.
Zum Beweis dieser Aussage benutzen wir, dass das Plancherel-Polynom P(A; w) von der
Form }}_, aZ'/IZk ist. In der Tat folgt damit sofort

p2) = f Z Z (=D P + A (w); w)dA,

Z weW,;
wobei W, = {wy, ..., w,_1,w"} ¢ W! ist. Daraus erhalten wir p0) =0. O
Es sei

Cx = Vol(X)(dim X + 1). (8.18)

Aus Lemma [8.TT|erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 8.12. /) Die Ruellesche Zetafunktion R7(z) geniigt folgender Funktionalglei-
chung

R'(2) —8rdim(V,)Cx -z
_ ICxs 8.19
R e (8.19)

2) Fiir die Ruellesche Zetafunktion R (z) gilt

R@)= || detu(Aw)+2c+ 20, (w))) "D g Brdim(Ve)Cxz

weW!

Beweis. Zu 2): Aus Theorem [8.9] und Satz [6.2] folgt, dass die Ruellesche Zetafunktion
R (z) gleich

(_ l)l’(w)+l

Z+Ar (W)
[] (detS(A(w) + 2z + 24 (w))) exp  — 4m Vol(X) PQL; w)d/l))
weW! 0
ist. Mit Lemma [8.11]erhalten wir dann die Aussage. i

Damit kommen wir zum Hauptergebnis dieser Arbeit:

Theorem 8.13. Die Ruellesche Zetafunktion R*(z) ist an der Stelle z = 0 reguldir mit
R'(0) = T"(0)*".

Beweis. Aus Theorem folgt, dass die Laurent-Entwicklung von R?(z) an der Stelle

z = 0 von der folgenden Form ist:

_l)f(w)+l
+0(z'"),

[T (detsa@(@ + 22w

wew!
wobei g = ¥ eyt (- DI@*IN,, wie in definiert ist. Damit ist
R(©0) = [ | deto(a@))="""".

weWw!

Aus Satz[7.5|folgt die Aussage. i
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9 Diskussion

9.1 Die super Ruellesche Zetafunktion

Zum Abschluss wollen wir den Wert der durch die Darstellungen 7 und 7, von G indu-
zierten Ruelleschen Zetafunktionen an der Stelle z = 0 bestimmen. Dazu bemerken wir,
dass aus Korollar und Definition von R*(z) als das Produkt von Zz(z) und ZI? (z) folgt,
dass das Hauptergebnis in folgender Form geschrieben werden kann

ZRO0)Z(0) = T™(7)* - T*(7,)". (9.1)

Um mehr iiber die einzelne induzierte Ruellesche Zetafunktionen zu erfahren betrachten
wir die super Ruellesche Zetafunktion R}(z), die wie folgt definiert ist.

Zy(2)
Zy @)

Ri(z) =

Aus der Produktdarstellung von Z;(z) und ZIT;’ (z) durch Selbergsche Zetafunktionen Z (z+
Ar(w); ve(w)) und Z (z + Ary(w); v, (w)) in Abschnitt@ erhalten wir

(_l)l(u)Hl

R;(Z) _ l—[ ( ZS (2 + A (w); v-(w)) ) ,

weW! ZS (z + Ar(w); wav:(w))

wobei wir ausgenutzt haben, dass A.,(w) = A:(w) und v;,(w) = wav,(w) fiir alle w € w!
ist. Wir folgen Bunke/Olbrich [BO95, Seite 92] und definieren die super Selbergsche
Zetafunktion S(z; w) durch:

Zy(z; ve(w))

S = G wan )

Damit erhalten wir folgende Produktdarstellung der super Ruelleschen Zetafunktion R(z)
durch die super Selbergschen Zetafunktionen Sy(z + A-(w); w):

)[(w)+ 1

Ri@ = [ | S+ dew);w)™

weWw!

Die super Selbergschen Zetafunktionen werden im allgemeineren Rahmen von Bunke/Ol-
brich untersucht. Insbesondere zeigen sie [BO9S| Theorem 3.18], dass die super Selberg-
sche Zetafunktion S;(z; w) folgender Funktionalgleichung geniigt:

Ss(z; w)Sy(—z; w) = ¥ MNPW), (9.2)

wobei n(I)(w)) die Eta-Invariante von IP(w) ist. Hier ist D(w) der Dirac-Operator auf
dem lokal homogenen graduierten Spinor-Biindel £(w) iiber X, das durch die Darstellung
vr(w) ® wav.(w) von M mittels des Isomorphismus induziert wird. Wir schreiben
Spin(p) fiir die Z,-Uberlagerung von SO(p), die in der Clifford-Algebra C£(p) liegt. Weil
p ungeradedimensional ist, hat C£(p) genau zwei einfache Moduln (c., L.), die bei der
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Einschriankung auf Spin(p) dquivalent sind. Es sei (o, .5) die Spin-Darstellung von K. Es
sei w(w) € R(K) die virtuelle Darstellung aus und E(w) das assoziierte virtuelle
Vektorraumbiindel iiber X. Dann ist £ (w) das zur Darstellung o ® w(w) assoziierte homo-
gene Vektorraumbiindel iiber X. Wir verzichten an dieser Stelle auf die Einzelheiten und
verweisen auf [MS89].

Bemerkung. Die Eta-Invariante eines selbstadjungierten elliptischen Differentialoperators
A auf einer kompakten Mannigfaltigkeit X wurde von Atiyah, Patodi und Singer [APS76]
eingefithrt im Zusammenhang mit der Index-Theorie fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Sie ist eine spektrale Invariante, die die Asymmetrie des Spektrums o-(A) misst.

Es sei A ein selbstadjungierter elliptischer Differentialoperator auf den Schnitten eines
Hermiteschen Vektorraumbiindels E iiber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit X der Di-
mension d. Die Eta-Funktion von A ist definiert durch

n(siA)= Y SIENW) - pets) > djm.

S
e |l

p#0
wobei m die Ordnung von A ist. Mit Hilfe der Mellin-Transformation zeigt man, dass

1
i)

n(s;A) = f Tr(A e A )"D/2ds,  Re(s) > d/m.
0

Die Methode der Wirmeleitungsgleichung liefert uns eine asymptotische Entwicklung
von Tr(A e™"4%) fiir t — 0" von der folgenden Form:

Tr(A e—tA2) ~ d+D/m Z aktk/m.
k=1

Diese benutzt man, um die Eta-Funktion auf die gesamte komplexe Ebene fortzusetzen.
Es ist ein nicht triviales Resultat, dass 7(s; A) in s = 0 immer holomorph ist [APS76],
(G1184, Abschnitt 4.3]. Zum Beweis dieser Aussage bendtigt man globale Argumente,
weil das lokale Residuum in s = 0 von 7(s; A) nicht verschwindet. Der Wert von 1(0; A)
heilt die Eta-Invariante n(A) von A.

Aus (0.2) erhalten wir, dass die super Ruellesche Zetafunktion R}(z) folgender Funktio-
nalgleichung geniigt:

R{(2)R{(-2) = l_l Q2mi(=DI (B (w))
wew!

Daraus erhalten wir R}(0) = [ ew! emi=D"*nBW) ypd damit schlieBlich
Z5(0) = Z(0) | ] emih @,
wew!
Das Einsetzen dieser Relation in (9.1)) ergibt
Zi0) = T"(@)" | ] e300

weWw!
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73O =Ty [ ] i,

wew!

Wir bemerken, dass die induzierten Ruelleschen Zetafunktionen Z;(z) und Z;" (z)inz=0
insbesondere komplex sind. Weil die induzierte analytische Torsion 7%"(t) = T*"(ty)
reell ist, erhalten wir damit, dass Z4(0) = Z;”(O), wobei — die komplexe Konjugation
bezeichnet. Diese Tatsache legt es nahe eine Modifikation der analytischen Torsion als
einen Kandidaten fiir den Wert von Z;(z) in z = 0 zu suchen.

9.2 Komplexe Torsion

Wir erinnern an die Definition der analytischen Torsion 7%"(y) in Abschnitt[2}
d
T () = [ | detcaon",
r=0

wobei A,(y) = 6,d, +d, 6, der Hodge-Laplace-Operator auf L?A"(X, EX) ist mit
6)( — (_1)d(r+1)+1 * Oﬁ_l ° dX ° ﬁ o %

auf A"(X, EX). Mit §f: EX — EX* bezeichnen wir den durch die Hermitesche Metrik ¥
induzierten Isomorphismus, die wir frei gewéhlt haben. Im Falle einer azyklischen Dar-
stellung y der Fundamentalgruppe von X haben wir oben festgestellt, dass 7%"(y) nicht
von der Wahl einer Hermiteschen Struktur auf dem assoziierten flachen Vektorraumbiin-
del EX abhingt. Wir greifen die Idee von Barverman/Kappeler [BKOS]] zur Definition
einer komplexen Torsion auf und betrachten den Operator

b . (_1)dr+D+1
8y = (=MD sy dy

anstelle von ¢,, wobei x, die Fortsetzung des Hodge-Stern-Operators in A"7T*X auf
AN'T*X ® EX durch * ® Id, bezeichnet. Dann definieren wir den flachen Hodge-Laplace-
Operator A"r()() auf A"(X, EX) durch:

Ko (x) = 6)dy +dyo).

Als ein Operator in L2A’"(X, EY) ist der flache Hodge-Laplace-Operator offensichtlich
nicht selbstadjungiert. Wir bemerken, dass die Hauptsymbole von A,(y) und A’ (y) iiber-
einstimmen:

(A (X)) = Tpr( A (1))

Zum Beweis betrachten wir
A=6,-0): N (X, EX) > N7\(X, EY).

Dies ist ein Operator nullter Ordnung, also eine glatte Abbildung zwischen den Vektor-
raumbiindeln A’7T*X ® EX und A"~ T*X ® EX. Daraus folgt, dass die Differenz

S = A0 — N (y)
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ein Differentialoperator von hochstens erster Ordnung ist.

Damit ist der flache Hodge-Laplace-Operator ein elliptischer Differentialoperator zweiter
Ordnung mit einem selbstadjungierten Hauptsymbol.

Wir betrachten die Differentialoperatoren Abr(/\() und S auf H>A’(X; EY). Es sei A ein
Element der Resolventenmenge von A,(y). Dann ist die Resolvente

(A1d —A ()" LPAT(X; EX) — LA (X; EY)

von A,(y) ein kompakter Operator. Weil die Ordnung von S hochstens Eins ist, ist auch
S(A1d—=A,(x))"" ein kompakter Operator auf LA’(X; EX). Das heiBt, A’(y) ist eine re-
lativ kompakte Storung von A,(y), siehe [RS78, Abschnitt XIII.4], insbesondere Theo-
rem XIII.14 von H. Weyl iiber das wesentliche Spektrum, woraus letztlich folgt, dass
die Spektren von A,(y) und A",()@ in ihrem Hifungspunkt (co) iibereinstimmen. Aus der
Relation:

A=K = AId-A() ' Ad+S (A = A, )™

folgt, dass das Spektrum von A"r(/\() diskret ist und die verallgemeinerten Eigenrdume zum
Eigenwert A € o-(Abr(X)) endlichdimensional sind, d.h.,

dim U; ker(11d —A’.(y))! < 0. 9.3)

Weiter erhélt man [[GK69, Kapitel. V, Lemma 10.1], dass die Einschrankung von Abr()()
auf das orthogonale Komplement N; Im((4 Id —Abr()())l) von verallgemeinerten Eigenriu-
men U ker((A11d =A% (y))")) zu A € o<(A.(x)) in L>A”(X, EY) bijektiv ist, d.h.,

L*A"(X; EX) = Urker(A.(x)) @ 0 Im(A.(x))).

Daraus folgt, dass es ein vollstindiges System von verallgemeinerten Eigenfunktionen
existiert, das jedoch keine Basis von L*A’(X, EY) bildet. Fiir die Einzelheiten siche [GK69,
Kapitel V.8]. Die elliptische Regularitétstheorie liefert, dass die verallgemeinerten Eigen-
funktionen zum Eigenwert A glatt sind, d.h.,

U ker(A1d —A’ ()  AT(X; EX).
Es sei N(R; Abr()()) die Eigenwertzédhlfunktion des flachen Hodge-Laplace-Operators:
NQR; K () = #{u; € o(X.00) | il < R).

Theorem 9.1 (Die Weylsche Formel fiir A"r(,\()). Die Eigenwertzdhlfunktion von Ab,(x) hat
das folgende asymptotisches Verhalten:

NQR; A.() ~ CRY?* R - o, (9.4)

wobei C eine Konstante ist, die von X und y abhdngt.
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Beweis. Der Beweis dieses Theorems geht fiir relativ kompakte Storungen beliebiger
selbstadjungierter Differentialoperatoren auf Markus und Matsaev [MMS&2]] zuriick. Fiir
elliptische Differentialoperatoren siche [Mar88, Theorem 1.10.1]. Der Beweis basiert auf
folgender Uberlegung:

N(R; K.(x)) — N(R; A(x)) = O(N(R + [|AIIR"?; A, (x)) — N(R — [|AIRY; A (x))),
wobei N(R; A.(y)) die Eigenwertzidhlfunktion von A,(y) ist. O

Weiter konnen wir die Teilmenge der komplexen Ebene, in der das Spektrum von Ab,()()
liegt, genau beschreiben. Dafiir benutzen wir ein dhnliches Argument, wie in [APS76] fiir
den ungeraden Signatur-Operator Bey mit einem flachen nicht-unitdren Twist.

Satz 9.2. Das Spektrum von 6;’( liegt im Steifen
—lIAll < Im(2) < [|A]l.
Wenn A # 0, dann liegt das Spektrum von Abr()() auf oder in der Parabel:

Im(2)?

2
A

Re(1) >

die die positive reelle Achse umfasst.
Wenn A = 0, dann ist Ab,(,y) = A,(x) und das Spektrum ist reell.

Beweis. Fur0 <t <1 sei
Ai(A) = (AId=(d, + 6, + tA)).

Nach Definition ist A,(1) fiir alle ¢ ein elliptischer Differentialoperator erster Ordnung.
Ferner ist A,(1): H'A"(X, EY) — L*A’(X, EX) ein Fredholm-Operator. Weil nach Kon-
struktion Ag(2) selbstadjungiert ist, verschwindet sein Index, d.h.,

Ind(Ap(2)) = 0.

Weil A;(1) ein Fredholm-Operator ist, folgt aus der Homotopie-Invarianz des Indexes,
dass Ind(A1(1)) = 0. Deshalb gilt: Wenn ker(A (1)) = {0} ist, dann ist auch coker(A (1)) =
{0}. Also ist A;(A) surjektiv und damit ein Isomorphismus. Daraus folgt, dass A nicht im
Spektrum von d,, + 6)b( liegt, auBler es existiert eine Eigenfunktion zum Eigenwert A. Es sei
{/j} jen eine orthonormale Basis von L*A"(X, EY) die aus Eigenschnitten von d, + 6, zu
den Eigenwerten y; € R besteht. Es sei

[ee]
Y= Z Vi s
J=1
mit |vj|2 = 1. Dann ist

I(A1d ~(dy + & Nyll = I(ATd =(dy, + 6, + AD|
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2 [[((A1d =(dy + 5 )l - [|A¥|

= (D m)? + Re(d) — ")) — 11A]
j=1
> [Tm(D)] — [IAl.

Damit ist der Kern von A;(4) fiir |Im(2)| > [|A|| trivial: (A1d —(d, + 6;))90 # 0. Daraus
folgt der erste Teil der Aussage. Zum Beweis des zweiten Teils bemerken wir, dass die
Parabel gerade das Bild von z — 7% der Geraden Im(z) = +||A]| ist. m|

N
S
4
S

AN

Abbildung 1: Das Spektrum von Ab,()()

Wir sind damit in der Lage die Zeta-Funktion von A’.(y) zu definieren:

Loy (s N(y)) = TrA (y) %,

wobei Tr die Matrix-Spur bezeichnet. Die komplexe Potenz Ab,(/\/)’_s des auf das orthogo-
nale Komplement von U, ker(Abr(X))l eingeschrinkten flachen Hodge-Laplace-Operators
A (x)' ist definiert durch
B0 = 5 [ o - iy
21 Jrg,
wobei I'(p) ein Integrationsweg wie in Abbildung|Ifund log,, der Logarithmus beziiglich
des Spektralschnitts L) ist. Siehe auch die Diskussion in Abschnitt @ Nach einem
Theorem von Lidskii [GK69] folgt, dass die Matrix-Spur von Abr(x)"s mit der spektralen
Spur iibereinstimmt:
Lo(ssbon = ) ez,
pEa(,00)
p#0
Aus Theorem 13.1 in[Shu01]] folgt, dass die Zeta-Funktion von Ab,(X) in s = 0 reguldr ist.
Wir definieren

d
et (B, 0)) = exp (= -t (s 800)] )
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Man kann zeigen [BKOS, Abschnitt 3.10], dass die Determinante von Abr()() nicht von der
Wabhl eines Spektralschnitts abhiingt insofern dieser nicht vollstiandig in der parabolischen
Umgebung des Spektrums von A",()@ liegt.

Wir definieren die komplexe Torsion T¢(y)? durch

d
00" = | et 0"
r=0

Im Gegensatz zur analytischen Torsion 7%(y)? ist die komplexe Torsion T¢(y)> eine
komplexe Zahl.

Vermutung. Der Wert der induzierten Ruelleschen Zetafunktion Zp(z) in z = 0 ist die

komplexe Torsion
2n+1

)7 = | | dewcay ()",
r=0

Eine der Schwierigkeiten beim Beweis dieser Vermutung ist es, den Kern des Wirmeleit-
ungsoperators e ™ mit einer K x K-4quivarianten Abbildung auf G mit Werten in
End(A"p*®V;) zu identifizieren, wie wir es in Abschnitt[3.2]fiir selbstadjungierte Bochner-
Laplace-Operatoren durchgefiihrt haben. Ferner konnen wir aus der Voraussetzung, dass
die induzierte Darstellung y azyklisch ist, nicht die Trivialitdt der verallgemeinerten Ei-
genrdume zum Eigenwert Null folgern.

A Determinanten verallgemeinerter Laplace-Operatoren

Es sei X eine geschlossene, orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
d. Sei E — X ein Hermitesches Vektorraumbiindel mit Fasermetrik 4. Durch die Rie-
mannsche Metrik g und die Fasermetrik % erhalten wir ein inneres Produkt im Raum der
C*-Schnitte C*(X, E) von E, das definiert ist durch

G0y = fX h(@(), p(x)dvol(x).

Dabei bezeichnen wir mit dvol(x) das Volumenelement, das durch die Metrik g bestimmt
wird. Es sei L?(X, E) die Vervollstindigung von C*(X, E) beziiglich der Norm, die durch
dieses innere Produkt induziert wird.
Es sei

A: C¥(X,E) > C*(X,E)

ein verallgemeinerter Laplace-Operator, d.h., ein wesentlich selbstadjungierter Differen-
tialoperator zweiter Ordnung mit dem Hauptsymbol

oa(x, &) = lIEI* 1, -

Es sei _ _
A: D(A) — LX(X,E)
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die selbstadjungierte Erweiterung von A, die wir im Weiteren mit A bezeichen. Es gilt
dann D(A) = H*(X, E), wobei H*(X, E) der Sobolevraum ist.

Lemma A.1. Es sei A: C*(X, E) —» C®(X, E) ein selbstadjungierter verallgemeinerter
Laplace-Operator. Dann ist das Spektrum o (A) von A von der folgenden Form

o(A): —co<ba<p <pp <. — 0.

Beweis. Siehe [Gi1l84, Lemma 1.6.4]. O

A.1 Die Theta-Funktion von A

Fiir ¢ € H*(X, E) betrachten wir das folgende Anfangswertproblem:

(A.1)

(2 +Au(t;x) =0,  fiirr>0;
lim,_,g u(t; x) = ¢(x), fiiralle x € X.

Um dieses Anfangswertproblem zu behandeln, bemerken wir, dass A eine Halbgruppe
e (¢t > 0) erzeugt, die mittels Spektralzerlegung definiert werden kann: Es sei {¢ i} jeN
eine orthonormale Basis von L(X, E) aus Eigenschnitten von A. Aus dem Regularitiits-
satz fiir elliptische Operatoren folgt ¢; € C*(X, E) fiir alle j € IN. Fiir ¢ € L*(X,E) ist
dann e~ ¢ definiert durch

= ) g, B,
=1
wobei die Reihe in L?(X, E) konvergiert. Es gilt dann

(o)

e gl = > e (g ) < C Y ey = ClP,

=1 =1

weil #{u € o(A) | u < 0} endlich ist.
Daher ist e ein beschrinkter Operator im Hilbertraum L*(X, E).
Es sei ¢ € H*(X, E). Dann ist A¢ € L*>(X, E) und es gilt

[ (o9

IAGIE = > Ko A2 = D" 12K, )P < oo.

J=1 J=1
Daraus folgt

Lemma A.2. Es sei ¢ € H*(X,E). Dann gilt

!
e_tA¢—¢:—fe_TAA¢dT fiir t>0.
0
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Beweis. Aus der Spektralzerlegung folgt

o0 o ¢
B g—g= > 1 ) = > i fo e A\, D)
=1 =

=
t X t

:_f Ze‘”‘-"(gb,-,Aqﬁ)gzbde:—f e ™ Agdr. o
(e 0

Essei ¢ € H?*(X, E). Wir setzen
u(t) =e ¢, firreR".

Dann folgt aus Lemma dass R* 3 t — u(t) € H*(X, E) eine differenzierbare Funkti-
on ist, und es gilt

D) Su(r) = -Ae™™ ¢ = —Au(t);
2) lim,_o+ u(t) = @.
Damit haben wir gezeigt

Satz A.3. Es sei ¢ € H*(X, E). Dann ist u(t) = ¢~ ¢ die eindeutig bestimmte Losung
des Anfangwertproblems (A.T).

Weil die Eigenwertzdhlfunktion
NR;A) =#Hpeo(A)||ul <R}

von A polynomial in R wichst und es endlich viele nicht positive Eigenwerte von A gibt,
ist fiir alle k € Nound ¢t > 0

D ouke™ < oo, (A.2)
j=1
Es sei ¢ € L>(X, E). Dann folgt aus der Spektralzerlegung von A:
A g =3 ik, 0)9,
j=1
und aus (A.2)) erhalten wir

[Se]
k —tA 4112 2k —2tu; 2
1Ak e gl < > it e gl < oo
J=1

Daher ist A¥ e "2 ein beschrinkter Operator im Hilbertraum L*(X,E).

Satz A.4. Fiir alle t > 0 ist e ein Glittungsoperator:
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Beweis. Es zu zeigen ist, dass fiir alle [ € Z und k € N eine stetige lineare Fortsetzung
von e~"2 zu einem Operator

e H (X, E) > H**™)(X, E)

existiert. Es sei k € N. Dann ist (cId +A,)* ein elliptischer Differentialoperator der Ord-
nung 2k, wobei ¢ > —bp. Aus der elliptischen Regularititstheorie folgt, dass fiir alle s € R
Konstanten C, C; > 0 existieren, so dass fiir alle ¢ € H*(X, E) gilt:

CillcId +AY¢lls < llgllar+s < Call(c Id +A)].
Seien [ € Z und k € N. Dann gilt fiir alle ¢ € C*(X, E):

le™ llgerny < Call(cId +A)* e glg
< Coll(cId +A) e ™2 (b 1d +A) ¢llo
< Coll(cId+A) e ™ lli(c Id +A) Bl
< G3l|9lla. O

Insbesondere folgt daraus
e L*(X, E)) c C¥(X, E).

Fiir ¢ € C*(X, E) sei
u(t; x) = e ™ (x), xeX.

Dann gilt
1) ueC®R* x X, E)und (2 + Au(t; x) = 0.
2) limy—o+ u(t; x) = ¢p(x), x € X.

Damit 16st e "2 ¢ die Wirmeleitungsgleichung:

24+ Au(t;x)=0, fiirt>0
lim;—o u(t; x) = ¢(x), fiir alle x € X.
Jetzt bendtigen wir die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma A.5. Es sei P: [*(X,E) —» L*(X,E) ein stetiger linearer Operator. Fiir k € N
und | > d|2 + k existiere fiir P eine stetige lineare Fortsetzung P: H™'(X, E) — H'(X, E).
Dann ist P ein Integraloperator mit Kern K € CK(X x X,E R E*) und es gilt |Kllex <
ClIP|-14-

Beweis. Siehe [Gil84]. O
Damit erhalten wir

Korollar A.6. Fiirt > 0 ist e ™ ein Integraloperator mit einem C®-Kern HA(t; X, y).
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Beweis. Folgt sofort aus Satz[A.4lund Lemma m]
Fiir (t; x,y) € R* X X x X ist
Ha(t; x,y) € Ex ® E;

Fiir ¢ € L*(X, E) ist nach Definition des Kernes

(™ §)x) = fx Ha(t: x. p)(g)dvol(y).

Wir bestimmen jetzt die Entwicklung von Ha(; x, y) beziiglich einer orthonormalen Basis
{¢;}jen von L?(X, E) aus Eigenschnitten von A. Es sei

Agj=u¢j,  jeN.

Satz A.7. Es sei t > 0. Der Kern der Wiirmeleitungsoperators hat folgende Entwicklung

(o)

Ha(tx,9) = ) €7 ¢,(0) ® 7).

j=1
Die Reihe konvergiert in der C*™-Topologie.

Beweis. Firt > 0 sei

[ee)

Ht; x,y) = ) €7 () ® ¢7(y). (A3)
j=1
Es seim > 0 und sei s € N, so dass 2s > d/2 + m. Aus dem Einbettungssatz von Sobolev
und der elliptischen Regularititstheorie folgt, dass Konstanten Cy, C, > 0 existieren mit

g jllcm < Cillgjllas < Calligjllo + 1A°@jll0) = Ca(l + p13).
Daraus folgt
IH(E X, pllon < €3 ) e i1 +15) < oo,
=1
Damit haben wir gezeigt, dass die Reihe (A.3) in der C*-Topologie konvergiert und
H(t; x, y) ein glatter Schnitt von E ® E* ist. Sei ¢ € L*(X, E). Dann gilt

(9]

| ool = 300000 = @ o

J=1

A eindeutig bestimmt ist, folgt Hy = H. m]

Da der Kern von e~
Der Wirmeleitungsoperator e "2 hat die folgenden Eigenschaften:

D (& +A)e ™ =0;
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2) V¢ € (X E) : limor e ¢ = ¢
3) (e =e A

Daraus folgt unmittelbar, dass der Kern Ha(t; x, y) des Warmeleitungsoperators entspre-
chende Eigenschaften hat:

D) (£ +A)HAt x,y) = 0;

2) Y¢ € Co(X,E) : limo+ [i Ha(t; X, y)(@(y))dvol(y) = ¢(x);
3) Ha(t;x,y)" = Ha(t;y, %).
Es ist nicht schwer den folgenden Satz zu beweisen:

Satz A.8. Der Wirmeleitungskern Ha(t; x,y) von A ist durch die Eigenschaften 1)-3)
eindeutig bestimmt.

Der Kern H(t; x, y) heifit Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung (A.T).

Satz[A.§]ist wichtig fiir die Konstruktion der Fundamentallosung der Wirmeleitungsglei-
chung, da man die Fundamentallosung auf verschiedene Weise konstruieren kann. Um zu
zeigen, dass die konstruierte Losung tatsdchlich die Fundamentallosung ist, miissen ledig-
lich Eigenschaften 1)-3) nachgepriift werden. Dies ist unser Ansatzpunkt in Abschnitt [3]

Satz A.9. Fiir alle t > 0 ist e™™ ein Operator der Spurklasse.

—tA

Beweis. Aufgrund der Halbgruppeneigenschaft von e™* gilt

e A =g oe A, (A4)

Es sei {¢;}jen eine orthonormale Basis von L*(X, E), die aus Eigenschnitten von A be-
steht. Dann ist

[ee)
—tA |2 —tA 4 12
le™ lligs = § lle™ ¢jlI” < co.

j=1
Daher ist e ein Hilbert-Schmidt-Operator. Aus (A.4) folgt damit, dass e 240 ein
Operator der Spurklasse ist. O
Es sei {4 }ren eine orthonormale Basis von L[*(X,E). Die Spur von e "2 ist dann

Tre ™ = Z(e_m Ui, Wie).
k=1

Man sieht sofort ein, dass Tre™*2 nicht von der Wahl der orthonormalen Basis abhingt.

Wir definieren die Theta-Funktion 9A(t) von A

Ia(t) == Tre AW = Z e, (A.5)
j=1
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Esseitr: Ex®E; — C die iibliche Spur eines Endomorphismus. Fiir den Wirmeleitungs-
kern HA(t; x,y) ist Ha(t; x, x) € End(E,) und wir konnen die Spur dieses Endomorphis-
mus bilden. Nach Satz[A.7]ist

(o8]

Halt; %00 = )¢ 6(x) ® 7).

J=1

Daraus folgt

(o)

trHa(t; 5,0 = ) e [lg ()|
j=1

Durch Integration beider Seiten erhalten wir

Z e i = ftr H(t; x, x)dvol(x).
=1 X

Damit haben wir mit (A.5]) folgenden Satz bewiesen.

Satz A.10. Es sei HA(t; x,y) der Kern des Wirmeleitungsoperators von A. Dann gilt fiir
allet > 0:

Tre ™ = f tr Ha(#; x, x)dvol(x). (A.6)
X

Ein weiteres Ziel ist es, eine Parametrix fiir den Wirmeleitungsoperator zu konstruie-
ren. Dazu miissen wir den Warmeleitungsoperator durch die Resolvente ausdriicken. Aus
Lemma [A.T]folgt, dass das Spektrum o(A) von A in [ba, c0) enthalten ist. Daher gilt fiir
die Resolventenmenge p(A) von A:

C - [ba, ) C p(A).

Es sei yu € C—[ba, o0). Dann existiert (A—pu Id)~! und wir erhalten einen linearen, stetigen
Operator
(A-uld)™": L2(X,E) —» L*(X, E).

Fiir ¢ € L*(X, E) ist
(A—uld) ¢ = Z(,Uj - )b ).

J=1
Daraus folgt
) o (8, o)
A — uId)y el = BARSL N . AT
I =l ol = ) PP <P G 7

=1

wobei dist(u, [ba, 00)) den Abstand von u zu [ba, o0) bezeichnet. Damit erhalten wir das
folgende Lemma:
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Abbildung 2: Integrationsweg I'

Lemma A.11. Es sei u € C — [ba, ). Dann ist

1
—_— _1 —
A = p1d) ”Sdist(p,[bA,oo))‘

Es sei I' ein Weg wie in Abbildung[2]

Lemma A.12. Fiirt > 0 ist

e = L | e A - u1d)y ' du (A.8)
2w r
Durch Konstruktion einer Parametrix von (A — u Id)~! mittels des Kalkiils der Pseudodif-
ferentialoperatoren erhilt man das folgende Theorem.

Theorem A.13. Es sei A: C*(X, E) — L*(X, E) ein selbstadjungierter verallgemeinerter
Laplace-Operator. Es sei 9x(t) die Theta-Funktion von A
(1) Dann ist

[

Ia@) ~ " cxpt® D2 fiir 1 0%, (A.9)
k=0

wobei d die Dimension von X ist.
(2) Fiir ungerade k ist cxja = 0.
Beweis. Siehe [Gil184, Lemma 1.7.4]. O

Wir notieren die asymptotische Entwicklung (A.9) von JA(¢) fiir t+ — 0% in folgender
Form
DIA(E) ~ ant" fir t— 07,

(07

wobei die Summe iiber {a }ren, mit @y = k%d gebildet wird.
Weiter ist
I - Y eM=0@") fir 1 oo, (A.10)

peo(b)
u<0
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d
o7 aq Qd—1 Qg

Abbildung 3: Koeffizienten asymptotischer Entwicklung von J(¢)

Wir sehen also, dass die Theta-Funktionen eines verallgemeinerten Laplace-Operators A
auf eine geschlossenen Mannigfaltigkeit zuldssig im Sinne der Laplace-Mellin-Transfor-
mation sind, siehe Einleitung.

Die Xi-Funktion €y von A ist definiert durch die Laplace-Mellin-Transformation von

Pa(®): N
Enls, p) = f e P It dt
0
fiir Re(s) > d/2 und Re(p) > —ba, wobei by = min{u | 4 € o(A)}.
Eine ausfiihrlich Diskussion der Xi-Funktion findet man zum Beispiel im Buch von Jor-

genson/Lang [JLL93]]. An dieser Stelle wollen wir einige Eigenschaften von £A(s; p) her-
ausarbeiten.

Lemma A.14. Die Xi-Funktion £x(s, p) hat eine meromorphe Fortsetzung fiir alle s € C
und p € U(bp) = C—(—o00,—bp). Ferner hat fiir alle p € U(bp) die Funktion s — &a(s, p)
einfache Polstellen in —a € {ay} mit

Res(—a; En(-, p)) = cq.

Beweis. Aus (A.10) erhilt man leicht die Aussage fiir p — &a(s, p). Fiir die meromorphe
Fortsetzung von s — &a(s, p) zerlegt man die Xi-Funktion von A in

1 00
f e P9 () dr + f e P9 () dr
0 1

und benutzt dann die asymptotische Entwicklung von 9 () fiir t — 0*.
Einzelheiten findet man in [JL93, Theorem 1.5]. O

Satz A.15. Die Xi-Funktion éx(s, p) von A hat fiir alle s in einer Umgebung um 0 und fiir
alle p € U(bp) die folgende Laurent-Entwicklung:

&a(s, p) = w +ap(0, p) + a1 (0, p)s + O(s°), (A.11)

wobei .
a10.p)= Y (-2,

il
a+i=0 L

Beweis. Es sei p € U(bp). Dann ist

&(s,p) = f N e P 90 dr
0
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:f e (1) — ant")t‘ 1dt+anf e P el

a<0 a<0

+ Z Cdf —tp ts+a ldt

a<0

Die beiden ersten Integrale sind holomorph in s = 0 und Re(p) > 0. Das dritte Integral
wird zu

anf eIp psta- ldt_zcaf Z( 1)zp stati=1 4,

a<0 a<0
p
- i
;) IZ(;( Do Csta+i
=( > 1)l—ca ~+9(p) + 0(s),
a+i=0
wobei ¢(p) eine ganze Funktion in p ist. O

Das konstante Glied in der Laurent-Entwicklung einer meromorphen Funktion G um sy
bezeichnet man mit Pf,_;, G(s), wobei Pf fiir “Partie finie” nach Hadamard steht. Also
ist

Pfs—0&a(s, p) = ao(0, p). (A.12)

Wir definieren die verallgemeinerte Zeta-Funktion von A durch

Ia(s, p) = mfA(S D)

Korollar A.16. Die verallgemeinerte Zeta-Funktion {a(s, p) von A ist regulir in s = 0
fiir alle p € U(bp). Es gilt:

d
34805, Py = Pfi=0 (s, p) + ya-1(0, p), (A.13)

wobei v die Eulersche Konstante ist.

Beweis. Aus

1
o) = 5 +7vs° + O(s%) (A.14)
folgt zunichst, dass
pi
20.p) = a-0.p) = ) (~Dico (A.15)
a+i=0

Nach Satz[A. T5|hat éA(s, p) in s = 0 hochstens eine einfache Polstelle. Damit ist

{a(s, p) = a-1(0, p) + (Pfs=o &(s, p) + ya_1(0, p))s + O(s?).

Daraus folgt sofort die Aussage. O
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Fiir p € U(by) sei
d
det(A + p) = exp( = 3-4a(s. Pls=0)
s
die regularisierte Determinante von A + p Id.

Satz A.17. 1) Fiir alle s € C und alle p € U(by) gilt
d
d—fA(S, p) = —&éa(s + 1, p).
P

2) Es gilt

d
T Ple0éals, p) = —Plet éa(s. ). (A.16)
4

Beweis. Zu 1): Fir Re(s) > —ap und Re(p) > —b konnen wir die Grenzwerte nach
Lemmal[A.14] vertauschen und erhalten somit:

d <. d : 0
—&n(s,p) = f (3¢ )ﬁA(f)t“‘ldt = - f SRENG
dp o dp 0
= —&a(s + 1, p).
Durch analytische Fortsetzung erhélt man dann die Aussage.
Zu 2): Folgt sofort nach Definition aus 1). O

Als Funktion in p hat Pf,=; éA(s, p) eine meromorphe Fortsetzung auf C mit einfachen
Polen in p = —u;, wobei u; € o(A) und

Res(—p; Pfyoy £A(s, ) = dimker(A — y; 1d). (A.17)

A.2 Die /-regularisierte Determinante von A

Es sei X eine Mannigfaltigkeit der Dimension
dim(X) =2n + 1.

Nach Satz [A.T3] 2) verschwinden die Koeffizienten ¢, der asymptotischen Entwicklung
von 9a(?) fiir t — 0" fiir alle o € 7. Damit ist a_;(0, p) = 0 fir alle p € U(ba).

Aus (A.T3) folgt
log det(A + p) = — Pfy_o £(s, ). (A.18)

Zum Schluss wollen wir festhalten, dass nach Voros [Vor87, p 448 (5.1)] das asymptoti-
sche Verhalten von det(A + pId) fiir p — oo in diesem Fall von der folgenden Form:

[Se]

logdet(A + p) ~ = > exT(2k)p™* fiir p — oo, (A.19)
k=0
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Wir wollen das Verhalten von det(A+p Id) fiir p — 0 beschreiben. Dazu benétigen wir die
regularisierte Determinante von A, die mit Hilfe der Zeta-Funktion {4 (s) von A definiert
wird. Fiir Re(s) > d/2 definieren wir die Zeta-Funktion von A

a(s) = TrA ™5,

wobei A’ die Einschriankung von A auf das orthogonale Komplement von ker(A) in L*(X,E)
ist; die komplexe Potenz von A’ ist definiert durch

A~S L 6—510g(9)#(A’ — uId)_ld/J, (A.20)

B 2 T
wobei log der Logarithmus beziiglich des Spektralschnitts L) ist mit
0 <Imlogg pu <27 +6

und I'g) ein Integrationsweg wie in Abbildung 4|

Lo

Abbildung 4: Ein Spektralschnitt L) von o(A)

Dabei ist ry > 0, so dass
ocAYN{zeC |z £ ro} =0.

Die meromorphe Fortsetzung von {a(s) auf C mittels Mellin-Transformation von 94 ()
ist aufgrund des negativen Spektrums von A nicht anwendbar.

Wir folgen Shubin [ShuO1, Kapitel II]. Durch Konstruktion einer Parametrix von (A —
uId)~! mittels des Kalkiils der Pseudodifferentialoperatoren erhilt man das folgende
Theorem.

Theorem A.18. Die Zeta-Funktion {A(s) hat eine meromorphe Fortsetzung auf C mit
einfachen Polstellen in ay = %, k € No. Fiir s = —ay € Ny ist {a(s) regulir.

Beweis. Siehe [ShuO1l, Theorem 13.1] O

Aus diesem Theorem folgt, dass {a(s) regulir in s = 0 ist. Wir definieren die regularisierte
Determinante von A durch

d
det(A") := eXP( - EQ(S)L:O)'

Wir bemerken, dass die Zeta-Funktion {o(s) von A von der Wahl des Spektralschnitts
L) abhingt. Um diese Abhingigkeit zu dokumentieren schreiben wir {a ()(s) fiir die
Zeta-Funktion von A beziiglich des Spektralschnitts L.
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Lemma A.19. Die regularisierte Determinante det A’ von A hdngt nicht von der Wahl
des Spektralschnitts L) ab.

Beweis. Es sei Ly ein weiterer Spektralschnitt von o-(A). Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit nehmen wir an, dass 27 > ¢ > 6 > 0 ist. Wenn ¢ und 6 in der selben
Halbebene liegen, so gibt es nicht zu zeigen. Wir nehmen daher weiter an, dass ¢ und
@ nicht in der selben Halbebene liegen. Es sei also & > 7 > 6. Wir betrachten die nicht
positiven Eigenwerte von A

Dann ist
log g (), fir j> p;
logghup =4 " 1" .
logg () + 2ni, fir 1<j<p.
Also ist
d d .
a(A,(e’)(S)L:O - £§A,(9)(S)|S:O = 27ip.
Nach Definition der regularisierten Determinante folgt die Aussage. O

Es seien 94 (7)" die Theta-Funktion von A’ und
Np = dimker(A).
Dann ist
Ia(t) = Iat) = Na.
Daraus folgt

[ee)

Ia(r) ~ 41?2 Z Ck/ztk/2 — Ny, fir t— 0%
k=0

Wir definieren die Xi- und die verallgemeinerte Zeta-Funktion von A’ durch

£x(s, p) = f P Pty di
0

1
gA(S’ p)’ = mfA(s’ p)/

Die asymptotische Entwicklung von ©#(#)" hat im Unterschied zur asymptotischen Ent-
wicklung von 94 (7) fiir t — 0% einen zusitzlichen Term —Naf°.

Aus (A.T3)) folgt
d ’ ’
aCA(S, p) =Pl &a(s, p)’ — YNa,

wobei y die Eulersche Konstante ist. Nach Definition ist

Pfs—0én(s, p)’ = Pfs=o f e P(Ia(t) — Na)* ' dt
0
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= Pf_0&a(s, p) — Na PfS=0f P 1145,
0

0 1
f e 571t = — + (—y — log p) + O(s)
0 N
fiir s in einer Umgebung um Null folgt
Pf—0 €a(s, )" = Pls=0 éa(s, p) + Na(y + log p).

Damit ist q
aé’A(s, p) =Pf—0&(s, p) + Nalog p.

Die regularisierte Determinante von A’ + p Id ist
det(& + p) = exp ~ ~-ats. pY) = exp( = ~-als. p) ~ Nalog p)
ds ds
= det(A + p) - p 2,
Aus lim,_,o det(A” + p) = det(A’) folgt

lim det(A + p) - pNA = de(A). (A.21)
p%
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