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Zusammenfassung

In dieser Arbeit beweisen wir Aussagen iiber die symplektischen Eigenschaften
beschriinkter streng konvexer Kérper C in (R*,wy), indem wir diese in Relation
zu den metrischen Eigenschaften der Korper setzen. Zunéachst betrachten wir
den Reeb-Fluss auf dem Rand > des Koérpers C. Wir beweisen, wie sich der
Maslov-Index () eines geschlossenen Reeb-Orbits v mit Hilfe der Weingarten-
Abbildung entlang v berechnen lasst. Mit dem Satz von Fary-Milnor folgt dann
sofort, dass jeder Reeb-Orbit v mit Maslov-Index p(y) = 3 auf dem Rand eines
beschriankten streng konvexen Korpers, dessen Hauptkriimmungen a > b > ¢
in jedem Punkt die Relation b 4+ ¢ > a erfiillen, eine in ¥ eingebettete Schei-
be berandet. Weiter zeigen wir, dass diese Orbiten die Selbstverlinkungszahl
—1 haben. Spannen wir minimale Flachen in Reeb-Orbiten vom Maslov-Index
drei ein, so zeigen wir unter den obigen Krimmungsvoraussetzungen, dass diese
Scheiben symplektisch und nach einem Theorem von Ekholm, White und Wien-
holtz ebenfalls eingebettet sind. Wir definieren weiter eine Verklebeoperation fiir
Reeb-Orbiten. Dazu verwenden wir die Tatsachen, dass mit Hilfe des Orbits mi-
nimaler Wirkung auf dem Rand eines konvexen Korpers eine Kapazitét definiert
werden kann und dass ein konvexer Korper der Durchschnitt der Halbréaume ist,
die durch seine Tangentialebenen definiert werden. Das bedeutet, dass wir un-
ter speziellen Voraussetzungen aus einem beschrankten streng konvexen Kérper
einen neuen konvexen Korper konstruieren konnen. Auf diesem entsteht ein ge-
schlossener Reeb-Orbit dadurch, dass wir eine offene Flusslinie auf dem alten
Korper ”verkleben”. Das letzte Kapitel der Arbeit ist in Zusammenarbeit mit
Ursula Hamenstadt entstanden. Es ist bekannt, dass fiir Ellipsoide alle normier-
ten Kapazitaten den gleichen Wert haben. Wir zeigen, dass dies auch fiir kleine
Deformationen von Ellipsoiden, die nicht der runde 4-Ball sind, richtig ist.
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Einleitung

Die Eigenschaft einer Teilmenge von (R%, (.,.)) konvex zu sein, ist eine rein me-
trische und keine symplektische Invariante. Bezeichnen wir mit wq die zu (.,.)
kompatible symplektische Standardstruktur, so sind konvexe Kérper, aufgefasst
als Teilmengen von (R*,wy), dennoch von groflem Interesse in der symplekti-
schen Geometrie. Neben der Darstellbarkeit als Niveaumengen besonders einfa-
cher Funktionen haben sie weitere vorteilhafte geometrische Eigenschaften, die
die notwendige Grundlage fiir viele Beweise bilden.

Wir befassen uns ausschliefilich mit der Betrachtung beschréankter, streng kon-
vexer Korper mit glattem Rand in (R?,wp). Weiter gehen wir davon aus, dass
die konvexen Korper den Nullpunkt enthalten. Da konvexe Gebiete beziiglich
ihrer inneren Punkte sternférmig sind, erhélt damit der Rand eines konvexen
Korpers mit der kanonischen Eins-Form \g als Kontaktform die Struktur ei-
ner Kontaktmannigfaltigkeit. Die Flusslinien des Reeb-Flusses auf dieser Kon-
taktmannigfaltigkeit entsprechen den Trajektorien des Hamiltonschen Flusses.
Fiir die genauen Definitionen der hier verwendeten Begriffe mochten wir auf
Kapitel 1 verweisen.

Wenn wir von konvexen Korpern sprechen, meinen wir von nun an beschrank-
te konvexe Korper mit glattem Rand. Wir betrachten zwei besondere Aspek-
te konvexer Korper. Der erste ist der Reeb-Fluss auf dem Rand der Korper.
Weinstein vermutete, dass der Reeb-Fluss jeder Kontaktmannigfaltigkeit einen
geschlossenen Orbit hat und konnte seine Vermutung fiir die Rénder konvexer
Korper selber beweisen. Hofer und Zehnder fanden weiter heraus, dass die mi-
nimale Wirkung der Reeb-Orbiten eine symplektische Kapazitit, d.h. eine Art
Volumenform, fiir konvexe Korper darstellt. Genauere topologische Ergebnisse
erbrachten Hofer, Zehnder und Wysocki in ihren Artikeln iiber die Dynamik des
Reeb-Flusses. Sie zeigten, dass der Fluss auf dem Rand eines konvexen Korpers
entweder zwei oder unendlich viele unverknotete Orbiten hat. Unverknotet be-
deutet in diesem Fall, dass der Orbit eine in den Rand des Koérpers eingebettete
Kreisscheibe berandet. Auflerdem zeigten sie neben weiteren dynamischen Ei-
genschaften die Existenz eines unverknoteten Orbits mit der Selbstverlinkungs-
zahl —1. Alle diese Ergebnisse wurden mit Hilfe der Variationsrechnung und
der Theorie der pseudo-holomorphen Kurven bewiesen. Leider ergaben die Be-
trachtungen keine weiteren Einsichten iiber den Orbit minimaler Wirkung. Un-
verknotete Orbiten mit Selbstverlinkungszahl —1 kénnen sogenannte ”Surfaces
of Section” beranden. Wire es moglich eine solche Fldche in den minimalen
Orbit einzuspannen, gibe das weiteren Aufschluss tiber die Dynamik des Reeb-
Flusses. Daher stellten Hofer, Zehnder und Wysocki die Frage:
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Frage 1: Ist der Orbit minimaler Wirkung auf dem Rand einer konvexen Teil-
menge von R* unverknotet und hat er Selbstverlinkungszahl —17

Die Kapitel 2,3 und 4 dieser Arbeit befassen sich mit der Problematik des Reeb-
Flusses und geben fiir eine grofle Klasse von Korpern eine positive Antwort auf
diese Frage. Anders als die oben genannten Autoren verwenden wir dazu Me-
thoden aus der Riemannschen Geometrie, um Aufschluss tiber den Reeb-Fluss
zu erhalten.

Der zweite wichtige Aspekt bei der Betrachtung konvexer Kérper und symplek-
tischer Mannigfaltigkeiten allgemein ist der der Kapazititen. Wie oben erwahnt
ist die Wirkung des Orbits minimaler Wirkung auf dem Rand eines konve-
xen Korpers eine solche Kapazitat. Weitere Kapazitaten sind beispielsweise der
Gromov-Radius ¢y und die Zylindrische Kapazitét c,. Fiir jede normierte Ka-
pazitit ¢, d.h. ¢(B1) = ¢(Z1) = 1, gilt ¢cg < ¢ < ¢,. Es ist leicht zu zeigen, dass
Ellipsoide E die Gleichung c¢o(E) = ¢,(F) erfiillen, d.h. auf Ellipsoiden sind
alle normierten Kapazititen gleich. Hermann hat diese Eigenschaft auch fiir
sogenannte Reinhart-Bereiche nachgewiesen, die nicht notwendig konvex sind.
Er hat andererseits auch sternformige Gebiete konstruiert, die diese Gleichung
nicht erfiillen. Fiir konvexe Korper ist dahingehend nichts weiteres bekannt. Es
stellt sich daher die Frage:

Frage 2: Fiir welche Teilmengen von (R*, wq) sind alle normierten Kapazititen
gleich?

Mit dieser Frage beschéftigen wir uns im letzten Kapitel und beweisen eine Sta-
bilitatsaussage fiur die Gleichheit aller normierten Kapazitéten in der Ndhe von
Ellipsoiden.

Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut. In Kapitel 2 betrachten wir den Maslov-
Index fiir geschlossene Orbiten des Reeb-Flusses. Dazu definieren wir zunéchst
eine kanonische Trivialisierung der Kontaktstruktur und stellen das Differential
des Flusses eingeschrankt auf die Kontaktstruktur mittels der Flachennormalen
auf dem Rand des Korpers dar. Daraus ergibt sich eine Integraldarstellung fiir
den Index, die nur von der Weingarten-Abbildung entlang des Orbits abhéngt.
Diese Darstellung ist auch auf sternférmigen Gebieten richtig. Wir kénnen al-
lerdings auf konvexen Gebieten die totale Kriimmung des Reeb-Orbits durch
Abschétzen der Weingarten-Abbildung beschranken. Bei sternférmigen Gebie-
ten ist dies auf diese Weise nicht moglich. Betracht man nur Koérper, auf denen
in jedem Punkt des Randes die Summe von zwei Hauptkrimmungen grofler ist
als die dritte, so zeigen wir mit dem Satz von Fary-Milnor, dass jeder Reeb-Orbit
mit Maslov-Index drei unverknotet ist. Da nach einem Resultat von Ekeland der
Orbit minimaler Wirkung ebenfalls Maslov-Index drei hat, haben wir somit die
erste Frage teilweise beantwortet.

In Kapitel 3 untersuchen wir global flichenminimierende Kreisscheiben in R*,
die an einem Reeb-Orbit aufgehiingt sind. Nachdem wir R* kanonisch mit C?2
identifizieren, erhalten wir Aussagen tiber die Anzahl holomorpher und antiholo-
morpher Punkte sowie iiber die Einschrankung der symplektischen Form auf
die Scheiben. Dazu verwenden wir die von Webster und Wolfson ausgearbeitete
Theorie iiber immersierte minimale Flichen in Kahler-Mannigfaltigkeiten. Wir
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schrianken nun wieder die Hauptkrimmungen auf dem Rand des Korpers ein.
Dann erhalten wir mit der in Kapitel 2 bewiesenen Integralformel und einem
Theorem von Ekholm, White und Wienholtz folgende Aussage: Jede minimale
Fléche, die einen Orbit vom Index drei berandet, ist eingebettet und genau dann
symplektisch, wenn die Selbstverlinkungszahl des Orbits —1 ist. Mit Hilfe einer
explizit konstruierten Seifert-Flache zeigen wir, dass jeder Orbit vom Index drei
auf dem Rand eines Korpers mit den gestellten Kriimmungsbeschrankungen
diese Voraussetzung erfiillt. Dabei geht erneut die Abschétzung der Kurven-
krimmung tiber den Maslov-Index ein. Damit haben wir als Antwort auf die
erste Frage das folgende Theorem bewiesen.

Theorem. Wenn die Hauptkrimmungen a(p) > b(p) > c(p) auf dem Rand
eines beschrinkten streng konvexen Korpers in jedem Punkt p die Relation
c(p) + b(p) > a(p) erfiillen, ist jeder Reeb-Orbit v mit Maslov-Index pu(y) = 3
unverknotet. Auferdem hat er die Selbstverlinkungszahl lk(y) = —1 und beran-
det eine eingebettete, symplektische, flichenminimierende Kreisscheibe, die den
Korper nicht verlasst.

In Kapitel 4 benétigen wir die Eigenschaft konvexer Koérper, dass iiber den
Reeb-Orbit minimaler Wirkung eine Kapazitat definiert werden kann. Zunéchst
definieren wir eine Verklebeoperation, mit der wir die Enden einer offenen Fluss-
linie ”zusammenkleben”, die nahe genug beieinander liegen. Genauer gesagt kon-
struieren wir einen neuen konvexen Kérper in R*, auf dem die Kurve, die durch
Verkleben der offenen Enden entsteht, ein Reeb-Orbit ist. Diese Konstruktion
ist auf jedem streng konvexen Korper durchfithrbar, sobald die offenen Enden
sich naher als eine Konstante kommen, die nur von der Weingarten-Abbildung
des Randes des Korpers abhéngt. Die Verklebeoperation und die Tatsache, dass
die Wirkung des minimalen Orbits eine Kapazitat ist, ermoglicht eine Schranke
€ anzugeben, die nur von der Weingarten-Abbildung abhéngt, sodass die e-Tube
um den minimalen Reeb-Orbit eingebettet ist.

Kapitel 5 ist in Zusammenarbeit mit Ursula Hamenstadt entstanden. Darin
kommen wir der Antwort auf die zweite der oben gestellten Fragen ndher. Ord-
net man einem konvexen Korper die minimale Wirkung der Reeb-Orbiten auf
dem Rand zu und teilt diese durch 7, so erhdlt man die oben beschriebene
Hofer-Zehnder-Kapazitit cpz. Zunachst definieren wir die C"-Topologie auf
dem Raum der streng konvexen Korper. Damit kénnen wir folgendes Theorem
formulieren und beweisen.

Theorem. Sei E(r,R) ein Ellipsoid in R*.

1. Es existiert eine C*-Umgebung U um E, sodass cpz(C) = c,(C) fir alle
konvexen Korper C € U.

2. Gilt weiter r < R, so emistiert eine C*-Umgebung V. um E, sodass
cnz(C) = co(C) fir alle C inV.

Dazu konstruieren wir explizit einen Symplektomorphismus, der den konvexen
Korper so in den Zylinder abbildet, dass der Standardball im Inneren des Bildes
liegt, falls die zweite Voraussetzung erfiillt ist. Zur Konstruktion dieser Abbil-
dung ist es wichtig, dass der minimale Reeb-Orbit eine symplektische Scheibe
berandet, die im Inneren des Korpers liegt. Unter den Voraussetzungen des
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Theorems lasst sich diese Scheibe explizit konstruieren. Ob sich die Konstrukti-
on mit Hilfe der in Kapitel 4 gefundenen Scheiben auf Korper mit den in Kapi-
tel 2 und 3 angegebenen Kriimmungsvoraussetzungen verallgemeinern lasst, ist
noch unklar.



Kapitel 1

Grundlagen

Sei (3, A) eine Kontaktmannigfaltigkeit, d.h. ¥ ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension 2n + 1 und A € I'(T*X) ein Schnitt in T*¥, sodass
A A (dA)™ eine Volumenform auf ¥ ist. Die Kontaktstruktur & := ker(\) ist ei-
ne nichtintegrable Distribution von T'Y und (&, dA|¢) ein symplektisches Blindel
iiber ¥. Als allgemeine Einfithrung in die Theorie der Kontaktmannigfaltigkei-
ten bietet sich [Gei06] an.

Das Reeb- Vektorfeld X € T'(T'Y) zu \ ist eindeutig definiert durch

Ap(X(p) =1 und ixpdA, =0 VpeX.

Der Reeb-Fluss ¥, : % — ¥ ist dann gegeben durch

Pty = X (T, (p))

Hofer, Zehnder und Wysocki haben sich in ihren Artikeln [HWZ03],[HWZ99],

[HWZ98|,[HWZ96],[HWZ95a| ausfithrlich mit dem Reeb-Fluss auf der Drei-
Sphére, den wir hier ebenfalls betrachten, beschéftigt.

1.1 Der Maslov-Index

Da der Reeb-Fluss die Kontaktform A invariant lasst, ist

d¥(p) : £(p) — £(We(p))

eine lineare, symplektische Abbildung. Seien auf ¥ alle Reeb-Orbiten nullhomo-

top und es gelte w2 (X)) = 0. Dann existiert iber jedem geschlossenen Reeb-Orbit

~ eine bis auf Homotopie eindeutige, symplektische Trivialisierung von &, die sich

auf jede Kreisscheibe u : (D?,0D?) — (X, ) fortsetzten lisst. Bezeichne mit
T, : ¢(p) — R

diese Trivialisierung. Dann ist

D(t) := Ty, (p) 0 dU4(p) o T, !

)
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Abbildung 1.1: Eigenwerte in SP*(1)

ein Weg in der symplektischen Gruppe SP(n) mit ®(0) = id. Fiir geschlossene
Kurven ¢ : S' — SP(n) existiert der kanonische Isomorphismus

12378 7T1(SP(77,)> — 7.

Dieser bildet die Kurve von Matrizen

e27rzt 0

.t €[0,1]
0 1
auf eins ab. Bezeichne nun SP(n)* die Teilmenge von SP(n), deren Elemente
nicht den Eigenwert eins besitzen. Sei S die Menge der stetigen Kurven

c:[0,T] — SP(n)

mit ¢(0) = id und ¢(T) € SP(n)*. Dann existiert eine eindeutige Abbildung
S — Z mit den Eigenschaften:

1. p ist homotopieinvariant in S

2. Fiir ¢ € S und jeden Reprasentanten b von [b] € w1 (SP(n),Id) gilt

pu(cob) = p(e) + 2par (b)),
wobei o das Hintereinanderdurchlaufen der Wege beschreibt.
3. pu(e) + pu(c™t) =0, wobei ¢71(t) := c(t) !
4. p(t — eId) = n fiir t € [0, 7]

Sei v nun ein geschlossener Reeb-Orbit auf ¥ mit der Periode T. Dann heifit
~ nichtdegeneriert, wenn ®(T") € SP*(n), wobei ® : [0,7T] — SP(n) wie oben
definiert ist. In diesem Falle definieren wir den Maslov- oder Conley-Zehnder-
Index von v als:

p(y) = pu(®)

Fiir eine allgemeine Beschreibung des Maslov-Index verweisen wir auf [RS93].
Wir bendtigen den Maslov-Index nur fiir Kurven in SP(1). Wie in [HWZ95b]
gezeigt, lasst er sich dann wie folgt berechnen.

In Dimension zwei haben die Eigenwerte symplektischer Matrizen die Form
v, € R oder \,A € S c C. ®(T) habe nun keinen Eigenwert eins. Sollten

v
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die Eigenwerte nicht-reell oder negativ sein, so lasst sich der Weg @, wie in
Abbildung[1.1 zu sehen, in SP*(1) zu einem Weg ® € S mit

Blprr) € SP*(1) und S(T +7) = —Id

fortsetzen. Ansonsten existiert eine Fortsetzung ® € S mit §>|[T}T+T} C SP*(1)
bis zur Abbildung

= (20
Im ersten Fall existiert eine Homotopie von Kurven in S, deren Rand fest bleibt
und die ® in die Kurve oy € S deformiert, mit

o1:10,1] — SPQ1)

b ikt

In diesem Fall gilt dann p(®) = 2k + 1. Im zweiten Fall ist die Fortsetzung in
S tiber Kurven mit festem Rand homotop zur Verkettung oo =cobvon o € S
und b : ST — SP(1), wobei

b:[0,1] — SP(1)

t ei2k:7rt

und
o:[1,2] — SP(1)
t — (8 g) .
In diesem Fall gilt p(®) = 2k. Wir benétigen folgendes Lemma.

Lemma 1.1.1. Sei ® € S ein Weyg in SP(1). Falls u(®) = 2k + 1, dann gilt
fiir alle V € S1, dass

arg(®(T)V) —arg(V) € 2k, 2n(k + 1)).
Falls p(®) = 2k, existiert ein Vektor V € S*, sodass gilt
arg(®(T)V) — arg(V) = 2rk.

Die vollen Umdrehungen der Kurve ®(t)V € C — {0} werden in beiden Fdillen
matgezahlt.

Beweis. Wir setzen wie oben ® € S
®:[0,T] — SP(1)
udesS B
®:[0, T+ 7] — SP(1)

mit entweder

ST +7)=—1Id

oder }
(T +17) = (¢

N e}

)
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fort. Sei V so gewihlt, dass es reeller Eigenvektor zu ®(T + 7) ist. Da ® in
S homotop mit festem Rand zu einer der oben angegebenen Standardkurven
01,09 € S ist, gilt

arg(®(T +NT)f/) - tzj"g(f/) =(@k+ )1 & p(®) =2k+1,

arg(S(T + 1)V) —arg(V) =2kn < p(P) = 2k.
Im ersten Fall ist V beliebig und es muss nach Voraussetzung gelten, dass
é(t)ff £yV, firallerv>0,te T+ 7,7,
da sonst die Fortsetzung nicht in SP*(1) verlduft. Daher folgt
arg(®(T)V) — arg(V) € (2knm, 2(k + 1)7).

In diesem Fall ist V =V beliebig in S wahlbar. R
Sei im zweiten Fall V; der stetige Weg von Eigenvektoren von ®(t),¢ € [T'+7,T]
mit Vpi, = V. Die zugehérigen Eigenwerte sind reell. Daher gilt

arg(®(T + t)V;) — arg(V;) = konst.

Somit erfillt V = Vp das Gewlinschte. O

1.2 Kapazitaten

Kapazitidten dienen einer quantitativen Beschreibung symplektischer Mannig-
faltigkeiten. Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Eine Kapazitat ist
eine Abbildung

(M7w) = C(M7w) € RZO
mit den folgenden Eigenschaften:
1. Monotonie: Sei ¢ : (M,w) — (N, 7) eine symplektische Einbettung, dann
gilt
c(M,w) < ¢(N,T).
2. Konformitét: Fiir alle o € R, |a| # 0 gilt

(M, aw) = |a|e(M,w).
3. Lokale Nichttrivialitit: Fiir den offenen Einheitsball By in (R?",wq) gilt
¢(B1,wp) > 0.
4. Nichttrivialitdt: Fiir den offenen, symplektischen Einheitszylinder Z

Zl = {(xl,yhf%y% cee 7xn,yn)\($1,y1) € D27 (x“y’b) € Rz fir ¢ > 1}

gilt:
c(Zy,wp) < 00
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Mit wo wird die Standardform auf R?™ bezeichnet, die bei Standardkoordinaten
T1,Y1,-- -, Tn,Yn gegeben ist durch

n
W = Zdl’z AN dyl

i=1
In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf beschrénkte, streng konvexe Teilmen-
gen C von (R* wp) mit glattem Rand. Die Beschriinktheit wird im Folgenden
vorausgesetzt aber nicht jedes mal erwihnt. Der Nullpunkt von R* soll dabei
immer im Inneren von C' liegen. Dies ist keine Einschrankung fiir die Kapa-
zititen, da Translationen in R* Symplektomorphismen sind. Sei ¥ := dC und
Ao € I(T*R*) die kanonische Eins-Form auf R*. Diese ist im Punkt p € R*
definiert als Ag(p) := %ipwo, d.h.

M) T, — R
1
V = 5(4)0(10, V)7

oder in Koordinaten als

2
1
Ao =5 Zl Tidy; — yid;.
(3, Ao) ist eine Kontaktmannigfaltigkeit. In diesem Fall ist das Kontaktbiindel
& = ker(\p) eine sogenannte straffe Kontaktstruktur, d.h. es existiert keine in X
eingebettete Kreisscheibe, die am Rand tangential an £ ist. Die Wirkung A(v)
eines geschlossenen Reeb-Orbits v definieren wir als

A(’}/) Z:/A().
Y
Sei

A*(C) := min{A(7)|7y ist geschlossener Reeborbit auf 3}.

Ekeland, Hofer und Zehnder haben in [EH87] und [HZ90] fiir beschréankte, kon-
vexe Teilmengen von (R* wy) bewiesen, dass A* eine Kapazitit ist. In [Eke90]
ergab es sich, dass der minimale Orbit Maslov-Index p = 3 hat. Schlief8lich
haben Hofer, Zehnder und Wysocki in [HWZ98| gezeigt, dass im nichtdegene-
rierten Fall alle Reeb-Orbiten auf dem Rand eines streng konvexen Korpers
Maslov-Index grofler oder gleich drei haben.

1.3 Die Selbstverlinkungszahl

Sei (X, ) eine orientierte Kontakt-Dreimannigfaltigkeit, deren zweite Homo-
topiegruppe mo(X) trivial ist. Ein transversaler Knoten « in ¥ ist eine glatte
Einbettung

y:8' - %
t = ),
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sodass %fy transversal zur Kontaktstruktur £ = ker(\) ist. Sei nun ~ ein trans-
versaler Knoten in ¥, und sei F' eine Seifert-Flache zu «, d.h. eine orientierte,
in ¥ eingebettete Flache mit Rand ~, sodass die Orientierung von F' die ur-
spriingliche Orientierung von « induziert. Da F' eine Flache mit Rand ist, 1asst
sich die Kontaktstruktur {iber F trivialisieren. Sei v ein Schnitt in &| g, der nir-
gends verschwindet, und ' eine Kurve, die entsteht, wenn man -~ in Richtung
v verschiebt. Die Selbstverlinkungszahl Ik(y) von v sei dann die Verlinkungszahl
Ik(v,v") von v und +/, d.h. die Summe der Schnittpunkte von F' mit +" gezdhlt
mit Orientierung. Die Selbstverlinkungszahl ist unabhéngig von der Wahl der
Seifert-Flache, da wir m2(X) = 0 gefordert haben.

Sei Np € I'(T'Y|r) die Normale an F in 3. Sei weiter v € I'(T'F|,) die dufle-
re Normale an « im Tangentialbiindel von F. Dann spannen Np und v ein
zweldimensionales Unterbiindel von T'Y iiber 4 auf. Angenommen der oben
gewihlte nichttriviale Schnitt v € I'(§) entlang ~ sei senkrecht zu %7, d.h.
v € span(Ng, v). Dann ist die Selbstverlinkungszahl von v gleich der Umlaufzahl
von v in span(Np, v) beziiglich der durch { N, v} gegebenen Trivialisierung. Im
allgemeinen Fall miissen wir die orthogonale Projektion von v auf span(Npg,v)
betrachten. Einen tieferen Einblick in die Theorie der transversalen Knoten
erhélt man beispielsweise in [Etn05].



Kapitel 2

(GGeschlossene Orbiten und
deren Krummung

Der Maslov-Index wurde tiber Begriffe der symplektischen Geometrie definiert.
In diesem Kapitel beschreiben wir den Maslov-Index p(y) eines Reeb-Orbits v
auf dem glatten Rand ¥ eines beschrinkten, streng konvexen Koérpers C' mit
Hilfe der Kriimmung von ¥ entlang -, d.h. wir verbinden Gréflen aus sym-
plektischer und Riemannscher Geometrie. Diese Beschreibung stimmt auch bei
sternformigen Gebieten mit der alten Definition iiberein, jedoch erlaubt sie uns
nur im streng konvexen Fall, weitere Aussagen iiber die Kriimmung der Orbiten
in R* zu machen.

In [HWZ98] wird die Frage aufgeworfen, ob der Orbit minimaler Wirkung auf
dem Rand eines konvexen Korpers unverknotet ist und Selbstverlinkungszahl
lk = —1 hat. Das abschliefende Theorem dieses Kapitels besagt, dass alle
Reeb-Orbiten v mit Maslov-Index () = 3 unverknotet sind, wenn die Haupt-
kriitmmungen des Randes des Korpers spezielle Voraussetzungen erfiillen. Damit
beantworten wir den ersten Teil der Frage fiir eine grofle Klasse konvexer Korper.
Die minimalen Orbiten kénnten somit als Rander fiir die in [HWZ98| konstru-
ierten ”Surfaces of Section” dienen und sehr einfache Offene-Buch-Zerlegungen
von Y ermoglichen.

2.1 Eine Formel fiir den Maslov-Index

Wie oben sei C C R* ein beschriinkter, streng konvexer Korper mit glattem
Rand ¥ = 9C und sei A = \g € I'(T*X) definiert durch A\(p) := Ji,wo. Wir
identifizieren ab jetzt R* kanonisch mit C2. Dadurch erhalten wir die zu wq
kompatible komplexe Struktur

J:R* - R
Definiere die Gauss-Abbildung
N:¥ — 5
p — N(p),

11
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die jeden Punkt p auf die duflere Einheitsnormale N von ¥ C R* abbildet. Sei
N(p) in komplexen Koordinaten von C? = R* gegeben als (Ny(p), Na(p)). Wir
bendtigen weiter ein zu N komplex orthogonales

M:y — S8
p — M(p).

Betrachten wir N, M als Vektoren in C? und definieren die Abbildung z — Z

als komplexe Konjugation in C, so habe M die Form M (p) := (—=N2(p), N1(p)).
Wir bezeichnen mit M die R—lineare Abbildung

M:C2 - (2
(21,22) — (—%22,71).

Damit gilt R
M(p) = MN(p).

Auferdem ist M komplex antilinear, d.h. iM = —Mi. Sei y(t) eine Kurve in ¥.
Dann schreiben wir kurz N (t) fiir N(v(¢t)) und M (t) fir M (y(t)). Fassen wir N
und M als Vektoren in R* auf, so gilt das Folgende: Das Reeb-Vektorfeld X zu
A ist gegeben durch

X(p) = f(p)JN(p),

mit

Dies sieht man daran, dass

d/\p(X7 ) = f(p)WO(JN’ ) = _f(p)<Nv > =0
auf T,¥ und

MIE)X) = 5 F@)igo(X) = 37(0)(Ip, IN) = 1.

Ab jetzt bezeichnen (-, -) das euklidische Skalarprodukt und | - | die euklidische
Norm in R%.

Lemma 2.1.1. Sei
Tt Ty N JTpY — &,

das Inverse der orthogonalen Projektion von &, auf die kompleze Ebene, die in
T,% enthalten ist. Dann bilden {mo M (p),mo JM(p)} eine symplektische Basis
von &, fir alle p € X.

Beweis. Die symplektische Form wy ist in jedem Punkt p gegeben durch
wol(.,.) = (J,.).
Da N(p) in p senkrecht auf ¥ steht, gilt weiter, dass
mM(p) = M(p) +1JN(p), nJM(p)=JM(p)+sJN(p) ,l,.s€eR
und daher

wo(rM,nJM)={(JorM,nJM) = (JM,JM) = 1.
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Die Orthonormalbasis

{N(p), JN(p), M(p), JM(p)}

existiert fiir alle p € X. Die Schnitte {M, JM} ergeben daher eine globale Tri-
vialisierung von T N JT'X. Da 7, ein Isomorphismus fiir alle p ist, bilden
{nM,rJM} eine globale Trivialisierung von £ auf X. O

Wir benutzen die folgende Definition der Weingarten-Abbildung. Seien X,Y
Vektorfelder auf ¥ C R%. Dann gilt:

dY,(X(p)) = (dYp(X(p))"™" + (dY,(X(p)))" "™
= VXY — HX,yN(p)

In diesem Fall ist V der von der euklidischen Metrik auf ¥ induzierte Levi-
Civita-Zusammenhang und IT die Weingarten-Abbildung, die den Normalanteil
der Ableitung beziiglich der inneren Flachennormalen — N angibt, d.h.

IIxy = —(dY(X),N) = (dN(X),Y).

Die Weingarten-Abbildung IT im Punkt p ist demnach eine bilineare, symmetri-
sche Abbildung von T,,X x T, nach R. Ist X der kompakte, glatte Rand eines
streng konvexen Kérpers C, so ist die Weingarten-Abbildung positiv definit.
Mit 11,4, beziehungsweise Il,,;, bezeichnen wir den gréfiten beziehungsweise
kleinsten Eigenwert von II auf ganz ¥, wenn wir IT beziiglich (-, -)|rs als Endo-
morphismus auffassen.

Sei v ein Reeb-Orbit auf 3. Wir gehen ab jetzt davon aus, dass (3, A) nicht-
degeneriert ist, d.h. dass fiir alle Reeb-Orbiten y der Maslov Index p(7y) wie in
Abschnitt[1.1 definiert ist. Sei ¥; : ¥ — 3 der Reeb-Fluss auf (2, \). Wir wollen
nun den Maslov-Index p(7) berechnen. Dazu betrachten wir die oben gegebene
Trivialisierung von &

T,:&(p) — R?
urM +ondJM +— (%) ,u,veR

Sei p = 7(0). Der Maslov-Index von + ist dann definiert als der Maslov-Index
der Kurve @ € S
D(t) := Ty, 0 dVs(p) o T, "

S ist wie in Abschnitt definiert, die Menge der Kurven in SP(1), die in der
Identitat beginnen und deren Endpunkte keinen Eigenwert eins haben.

Da wir die Rechnungen in komplexen Koordinaten durchfithren und N und
M wieder wie Vektoren in C? behandeln wollen, definieren wir die C-lineare
Abbildung O € U(2) als Matrix beziiglich der komplexen Standardkoordinaten.

a

O(t) := (N(t), M(t)), dh. O() (b

) =aN(t) +bM(t).

Wenn wir O(t) auf die zweite Koordinate von C? einschriinken und C mit R?
identifizieren, konnen wir 7 o O(t) auffassen als

moO(t): 0 x C— &(y(t)).
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Dann gilt
T,Y_(i) =m0 O(t)|oxc-

Wir kénnen also ®(t) auch schreiben als:
O(t) := O(t) '~ 1d¥;wO(0)|oxc-

Ab nun rechnen wir in Koordinaten von C2. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit kénnen wir annehmen, dass o) = Ty (0)XNJ Ty )X ist und dass V =1 € C
fir den Vektor V' aus Lemma [1.1.1] gilt. Der allgemeine Fall ergibt sich, wenn
man My := M(0) durch me?® My ersetzt, wobei e/®0 = V. )
Nun ist es mit Lemma [1.1.1 mdglich, den Maslov-Index iiber die Anderung des
Arguments von

o) ' tdv, M, : [0,T] — C — {0}
zu bestimmen.
Bemerkung. Definieren wir die unitére 2 x 2 Matrix U(t) als

_ d\IJtMO
U =N Rl S
®) < (), 7 |7r1d\I/tMo> ’

dann ist der Drehwinkel von O(t) "7~ 1d¥; M in C um den Nullpunkt gleich
dem Argument von det(U(t)).
Lemma 2.1.2. FEs gilt

0 0 O(t)'r=1dW, M,
—det(U(t)”t:to = ( ) T 10

lt=ty = i.f (Iyn,un +17 yp) det(U(2)),

ot ot | 1dW, M|
wobei fir v(to) = p gilt f(p) =|X(p)| = |¥(to)| = ﬁ. M (p) ist ein Vektor in
T,2N JT,X gegeben durch %.

Beweis. Man beachte, dass wir Vektoren in den Argumenten der zweiten Fun-
damentalform IT weiterhin als reelle Vektoren in R* auffassen. Vereinfachend fiir
die Rechnung ist, dass

O ltor l=mo0™t,

wobei 7, die Projektion auf die zweite Komponente von C? ist.
Wir rechnen

1o} O(t)flﬂfld\I/tMo 1 dW, My
v _ 0, 0(t o, o temmY
ot | ldW M| |, O le=to LWy, Mo
_ 1
+7T20(t0) 1815 m d\I/tOMO (21)
t=to
+W20(t0)_1matdthO‘t:to-
0
Fiir den ersten Term gilt
_ d\IJt MO _ — d\Ijt MO
DO(t) M impy ———— = —mO(t0) L0 (t)] 41, O (o)t e —
o0t ( ) ‘tfto |7T*1d\I/tOM0| ) ( 0) t ( )|t7to ( 0) |7T71d\IItOMO‘

O(to)_ld\I/tOMo

= —m0(to) " (8:N(t), MO, N(t)) a0, M|

= %.



2.1. EINE FORMEL FUR DEN MASLOV-INDEX 15

Sei nun M (to) := 77_1%. Wir unterdriicken ab jetzt den Punkt ¢o.
0

Dann bilden {N, M} eine unitire Basis von C2 fiir alle ¢o. Es gilt M = e M,
wobei ¢ von t abhingt. Wir definieren weiter N := —MeYM(N) = e *“N.
Nach Ableiten von O(t) ergibt sich in Koordinaten von C?

ysnoniN _HfJN,MNN
x = —mO0(ty) ! Iy gM - Ay giiN
sy it N gniM

O(to)_ld\I/toMO
|7T_1d\I’tOM0‘

Es gilt
O(to)~"d ¥, My [ ic
|T=1dWU, Mo| — \e*¥
Da M = ¢ M und O~'M = (9),07'N = (}), folgt:

) , fiir ein ¢(tp) € R.

*% = —Tr . . ;
? <ew(HfJN,Z\Z +illy ;v gar) —ilfsnN
= cew(_inJN,M + g yn gar) + i€ TN, N

Fiir den dritten Term in (2.1) gilt:

illgsN, N e_w(_HfJN,M + inJN,JM)) ( ic )
et

18td\I]tMO|t:t0 o 7T20(t0)_1

7T20(t()) |7T_1d\I/tOM0| = |7T_1d\IJtOM0|ataS\IIt(eXp“ (SM[)))|t:t0,s:()
. 7T20(t0)71 3
= 7‘F_1d\1,t0M0|3s(f(‘Ifto (exp,, (sMo)))iN (¥(exp,, (sMo))))

=m0~ (to) (3sfiN — My N+ [Ty iM — fy M
—CfHJN,JNN + CfHJN,MiM — CfHJN,JMM)
= ifei”’HMM - fewHM,JM + icfewHJN N~ CfewHJN JN

Die Ableitung eines Weges ¢ in C, der konstanten Betrag hat, hat immer die
Form ¢ = ire fir r € R. Daher konnen wir die radialen Anteile vernachlissigen
und erhalten durch Aufsummieren der drei Terme aus (2.1):

Oy det(U(t))|e=t, = if (N, gn + 1y ) det(U(to))

Damit ergibt sich mit Lemma 1.1.1 sofort der folgende Satz.
Satz 2.1.3. Sei~y ein geschlossener Reeborbit auf ¥ mit Periode T. Dann gilt

T
/ SIMynw + Ty )dt € (2, 20k + 1)), fiir () = 26+ 1,
0

T
/0 Y (Wyn,an + Uy )dt = 2kn , fiir p(y) = 2k,

wobei M(t) = I:jg—g:%ﬁ‘,MO = O0(0)V mit V wie in Lemmal1.1.1 gewdhlt.
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Bemerkung. 1. Das Integral ist parametrisierungsunabhingig.

2. Der erste Teil des Integrals

T
/ YLy, gndt
0

ist genau die Wirkung der Kurve N : St — S3.

3. Die vorangegangenen Berechnungen gelten auch fiir sternférmige Gebiete.

2.2 Knotenobstruktionen

In [Mil50] definiert Milnor den Begriff der Beugung von Kurven in Vektorrdum-
en. Sei
v:8' - R?

eine geschlossene Kurve. Dann definiere fiir jedes b € S® — U den Wert m(, b)
als die Anzahl der Maxima der Funktion

st = R

t o= (y(1),b).

Mit U ist die Nullmenge der Punkte in S® bezeichnet, fiir die die Funktion
degenerierte kritische Punkte hat. Die Beugung m(v) von « ist dann definiert

als m(y) := min{m(v,b)|b € S* — U}. Nach Milnor gilt fiir nach Bogenlinge
parametrisierte Kurven v weiter

J.

In unserem Fall heifit das fiir die Lange I(N) der Kurve N(t), wenn ~ ein nach
Bogenlinge reparametrisierter Reeb-Orbit in ¥ C R* ist

82
@w)\ gt > 2mm(7).

/'g;fy(t)‘dt—/';N(t)‘dt—l(N) > 2mm (7).

Daraus folgt der folgende Satz.

Satz 2.2.1. Angenommen auf OC = % seien die Hauptkrimmungen entlang
eines geschlossenen Reeb-Orbits v mit Periode T gegeben durch a(t) > b(t) >
c(t). Fir ein k € N gelte k(c(t) +b(t)) > a(t), fir alle t € [0,T). Dann folgt fiir
diesen Reeb-Orbit:

w(y) ungerade = k(u(y) +1) > 2m(y)
p(vy) gerade = k(u(y)) > 2m(v)

Beweis. Wir parametrisieren v nach Bogenldnge. Im Fall, dass u(vy) ungerade
ist, gilt nach Lemma [1.1.1

T T T
/ adt < k/ b+c dt < k/ NN + 1y pdt < k(u(y) + 1)
0 0 0
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Es gilt aber auch

T 9 T
2rm(y) < / —N(t)‘ dt < / adt,
o |0t 0

d.h.
k(u(y) +1) > 2m(v).

Der Beweis des zweiten Falles lauft analog. O
Als Korollar dazu ergibt sich:

Korollar 2.2.2. Angenommen fiir 0C = X seien die Hauptkrimmungen fiir
alle p € 3 gegeben durch a(p) > b(p) > c(p) und es gelte c+b > a. Dann
hat jeder geschlossene Reeb-Orbit v mit Maslov-Index u(vy) = 3 die Beugung
m(y) = 1 und ist unverknotet.

Beweis. Da u(y) = 3 ist, gilt nach Satz [2.2.1 m(v) < 2, also m(y) = 1. Dann
konnen wir aber wie in Abschnitt [3.4 eine in X eingebettete Kreisscheibe kon-
struieren, die v berandet. Damit ist v unverknotet. O

Da nach [Eke90] der Reeb-Orbit minimaler Wirkung auf den hier betrachteten
Korpern Maslov-Index () = 3 hat, muss dieser Orbit unverknotet in X sein.
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Kapitel 3

Minimale und
symplektische Scheiben

Sei C wie bisher ein beschrankter, streng konvexer Korper mit glattem Rand X.
In diesem Kapitel beschreiben wir unter welchen Umstédnden minimale Flachen
in C, die von einem Reeb-Orbit in ¥ berandet werden, symplektisch sind. Das
Hauptresultat lautet:

Theorem 3.0.3. Sei C C C? ein beschrinkter, streng konvexer Kérper mit
glattem Rand. Sei ¥ := 0C und Ny die Standardkontaktstruktur auf . Weiter
gelte fir die Hauptkrimmungen a > b > c von X3, dass b+c > a. Dann berandet
jeder Reeb-Orbit v mit Maslov-Index p(y) = 3 eine eingebettete, symplektische,
minimale Kreisscheibe in C.

Auflerdem geben wir in Abschnitt eine hinreichende Bedingung dafiir an,
dass Reeb-Orbiten v auf dem Rand beliebiger beschrénkter, streng konvexer
Korper die Selbstverlinkungszahl lk(y) = —1 haben. Fiir die oben betrachtete
Klasse konvexer Korper ergibt sich dann die positive Antwort auf die Frage,
ob der Orbit minimaler Wirkung die Selbstverlinkungszahl [k = —1 hat. Die
Séatze und ergeben zusétzlich fiir beliebige konvexe Korper, dass die
Selbstverlinkungszahl lk(y) = —1 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
einer eingebetteten, symplektischen Scheibe ist, die v berandet.

Zum Beweis von Theorem [3.0.3 benotigen wir global minimale Kreisscheiben.
Solche minimalen Scheiben, berandet von einer Jordankurve -, sind stetige Ab-
bildungen

f(D%8Y) — (R, 7)

mit minimaler Oberfliche. Das Bild von f hat notwendigerweise mittlere Kriim-
mung H = 0. Diese Abbildungen erfiillen beziiglich einer geeigneten Parametri-
sierung die Gleichungen

Af=0
|fm|2 - |fy‘2 =0= <fzafy>

19
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Weiter ist f|s1 eine orientierte Parametrisierung von . Siehe dazu [Str88]. Am
Ende des Abschnitts bendtigen wir folgende Existenzaussage.

Theorem 3.0.4 ([Str88],Theorem 4.10). Sei v eine rektifizierbare Jordan-
kurve in R™. Dann ezistiert eine Losung [ der Minimalfidchengleichung, die
etne Kreisscheibe mit absolut minimaler Fldche parametrisiert.

Der Regularitatssatz [Str88, Theorem 5.1] garantiert, dass minimale Fléchen, die
von einer glatten Kurve berandet werden, eine glatte Parametrisierung zulassen.
Diese Parametrisierungen sind a priori nicht notwendigerweise Immersionen.
Nach einem Theorem von Ekholm, White und Wienholtz kénnen wir fiir die
hier betrachteten Falle jedoch Einbettungen als Parametrisierung wéhlen.

Fiir den Beweis von Theorem [3.0.3 modifizieren wir zunéachst die Beweise und
Ergebnisse von [Web84],[Web86| und [Wol89], die ihre Resultate fiir geschlossene
Flachen in Kéhler-Mannigfaltigkeiten bewiesen haben.

Wir behalten der Ubersicht wegen die Notation von [Web84] bei. Sei

f:(Dstl) - ((Czafy)

eine minimale Immersion, das heifit die immersierte Parametrisierung einer mi-
nimalen Flache, die die Minimalflichengleichungen erfiillt. Ein komplexer Punkt
p € D? ist ein Punkt, in dem f.T,D? = Jf.T,D? gilt. Wir unterscheiden bei
komplexen Punkten zwischen holomorphen und antiholomorphen Punkten. Ein
komplexer Punkt p heifit holomorph, wenn die durch J auf f.T,D? induzierte
Orientierung mit der urspriinglichen {ibereinstimmt. Ansonsten heifit p antiholo-
morph. Nach [Web84, Proposition 2] ist eine Minimalflache entweder holomorph,
antiholomorph oder hat nur isolierte komplexe Punkte.

Von nun an sei f weder holomorph, noch antiholomorph und p sei ein kom-
plexer Punkt. Wir stellen zunéchst lokale Betrachtungen um diesen isolierten,
komplexen Punkt p an.

Sei V := f*TC? das Tangentialbiindel von C2 iiber der Scheibe D? mit kom-
plexer Multiplikation J. Dann zerfillt V ®r C in +4, —i Eigenbiindel zu J, d.h.
V@C=V'+V" wobei V=V’ und J = ild auf V'. Wir betrachten nun die
Biindel V,V @ C und V := TD? C V iiber D2, mit den entsprechenden von C2
und f induzierten Metriken. Wie Webster wéhlen wir um p einen orthonormalen
Rahmen e1, ..., e, von V mit

Jei(p) = e2(p), Jes(p) = ea(p).

Weiter gelte
span(ey,ez) = V und span(es,eq) = ND?,

wobei ND? das Normalenbiindel zu V in V ist. Man beachte hier, dass die durch
e1, eo gegebene Orientierung von V' in antiholomorphen Punkten nicht mit der
urspriinglichen iibereinstimmt. Seien weiter

1 . .
E; = 5 (e;j —iej41), j=1,3.
Wir kénnen dann einen unitdren Rahmen v1, v, in V'’ wahlen, sodass gilt

Ly = qui +71v23, FE = svy + 1oy,
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mit
gl +Ir)* = s® + [t =1

und
q(p) = s(p) = 1,7(p) =t(p) =0,

das heifit E;(p) = vi(p) und Eo(p) = va(p). Da f : D? — C? Minimalfliiche
ist, gilt desweiteren, wie in [CW83| gezeigt, dass sich r(z) in der Nahe von p
schreiben lésst als

Fg(z), fiir ein k > 0, (3.1)

r(z) = (z —p)
wobei ¢g(z) # 0. Sei dann der Index eines komplexen Punktes p unabhingig
davon, ob p holomorph oder antiholomorph ist, definiert als

ind(p) := —k.

Wenn ind(p) = —k ist, sagen wir p hat die Vielfachheit k. Man beachte, dass
der Index immer negativ ist.

3.1 Berechnung der relativen Euler-Klasse

Sei wie oben
f(D?,8Y) = (C?n)

eine minimale Immersion mit isolierten komplexen Punkten. Sei w € T'(V') ein
Schnitt mit isolierten Nullstellen im Tangentialbiindel TD? =V C V = f*TC2,
sodass die Nullstellen von w und die komplexen Punkte disjunkt sind. Wir ver-
gleichen nun die Indizes von w und 7y Jw, wobei my : V — N D? die orthogonale
Projektion auf das Normalenbiindel ND? zu V in V ist.

Sei nun 2 eine Nullstelle von w und somit auch eine Nullstelle von 7 Jw. Dann
wissen wir nach [CT97], dass ind,(w) = —ind,(7yJw), wobei der Index in
diesem Fall die Windungszahl des Vektorfeldes beziiglich einer orientierten Tri-
vialisierung entlang eines in positiver Richtung durchlaufenen, kleinen Kreises
um z ist. Die Betrachtung der Nullstellen ist notwendig, da wir spater mit Po-
larkoordinaten auf D? arbeiten wollen.

Sei weiter p ein komplexer Punkt von D?. Wir wihlen nun um p einen Orthonor-
malrahmen ey, ..., e4 von V wie oben, sodass e; = w. Wie in [Web84] kénnen wir
in einer Umgebung von p das Normalenbiindel N D? durch span{Re(vz), Im(vs)}
approximieren. Dann gilt wegen

w = 2Re(quy +rv3), Jw = 2Re(iquy — irvz),
dass
mnJer = 2Re(—irvy).

Daraus folgt, dass ind,(myJw) bezlglich der lokalen Orientierungen von V =
TD? und ND? die durch {e1,es} und {e3, es} gegeben sind, gleich der Win-
dungszahl der Abbildung

2 T7(2)
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entlang eines Kreises um p ist. Nach (3.1) wissen wir, dass 7(z) = (z — p)*g(z)
und somit ind,(ryJw) = ind(p) = —k < 0 ist beziiglich der lokalen Orien-
tierungen, die durch die e; gegeben sind. Global wird ND so orientiert, dass
die Orientierung von V + N D? mit der von V iibereinstimmt. In holomorphen
Punkten stimmen alle Orientierungen mit den lokalen {iberein. In antiholomor-
phen Punkten sind die globalen Orientierungen von V und ND? umgekehrt zu
den lokalen. Da sich aber in diesem Fall jeweils die lokalen und globalen Orien-
tierungen sowohl von V als auch von N D unterscheiden, bleibt die Gleichung
ind, (7nyJw) = ind(p) = —k bei antiholomorphen Punkten auch in den globalen
Orientierungen richtig. Es gilt demnach fiir den Index ind,(7xJw) = ind(p) in
jedem komplexen Punkt p unabhangig davon, ob p holomorph oder antiholo-
morph ist.

Definition 3.1.1. Sei W ein orientiertes, reell zweidimensionales Biindel tiber
D?%. Wir definieren die Windungszahl windy (w) eines Schnittes w ohne Null-
stelle in W g1 als dessen Umlaufzahl entlang St beziiglich einer der Orientierung
entsprechenden Trivialisierung von W dber D2,

Mit der lokalen Betrachtung der komplexen Punkte folgt:

Satz 3.1.2. Sei f : D? — C* ecine immersierte Minimalfiiche und sei w €
['(V),V =TD?C f*TC? ein Vektorfeld mit isolierten Nullstellen, sodass diese
Nullstellen und die komplexen Punkte von f disjunkt sind. Auferdem sollen auf
S1 = 0D? weder komplexe Punkte noch Nullstellen von w liegen. Dann gilt:

windy (w) + windy p2 (ty Jw) = — K,

wobei K die Anzahl der komplexen Punkte von f ist, gezdhlt mit der oben defi-
nierten Vielfachheit. K setzt sich zusammen aus der Anzahl P der holomorphen
Punkte und der Anzahl Q der antiholomorphen Punkte, d.h. K = P+ Q.

Beweis. Die Windungszahl eines Vektorfeldes ist gleich der Summe der Indizes
der Nullstellen. Dies sieht man, wenn man eine Triangulierung wahlt, sodass
keine Nullstelle auf dem Rand eines Dreiecks und hochstens eine Nullstelle im
Inneren liegt. Auf den Réndern der Dreiecke ist die Windungszahl gleich null,
wenn keine Nullstelle im Inneren ist. Sonst ist laut Definition des Index die
Windungszahl gleich dem Index der Nullstelle. Daher und wegen ind,(w) =
—ind, (7 Jw) fiir Nullstellen z von w gilt:

windy (w) + wind y p2 (7n Jw) = Zindpi (rnJw) = Z —ki,

Pi

wobei k; die oben definierten Vielfachheiten der komplexen Punkte p; sind. O

3.2 Berechnung der relativen Chern-Klasse

Wir kénnen zwar nun die totale Anzahl komplexer Punkte bestimmen, leider
aber nicht zwischen holomorphen und antiholomorphen Punkten unterscheiden.
Dazu bedienen wir uns der, wie in [Web86] benutzten, Berechnung von Chern-
klassen. Sei V¢ =V ® C die Komplexifizierung des Tangentialbiindels 7D? und
V' wie oben das holomorphe Unterbiindel von V @ C,V = f*TC2. Wie bei
den relativen Eulerklassen mochten wir hier Indizes von Schnitten in komplex
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eindimensionalen Biindeln vergleichen. Hier werden dies Schnitte in den Deter-
minantenbiindeln V¢ A V¢ und V' AV’ sein.

Sei my : V®C — V' die komplex lineare, orthogonale Projektion auf das holo-
morphe Unterbiindel von V @ C. Eingeschriinkt auf V @ C ist diese Projektion
auerhalb der komplexen Punkte ein Isomorphismus.

Betrachte nun Schnitte wq,ws in V¢ und w; := my wi,ws := Ty we in V7,
sodass der Schnitt w; A wg in V¢ A V¢ keine Nullstellen hat. Sei nun p ein
komplexer Punkt von f. Seien weiterhin wq, we so gewéhlt, dass wq (p) € Venv!
und ws(p) € VeNV”. Wir bendtigen wie zuvor einige lokale Betrachtungen um
die komplexen Punkte. Wir wihlen wie oben Rahmen Ej;,v;,j = 1,2 um p,
sodass

V = span(Re(E1), Im(Ey)).

Wir konnen annehmen, dass
Ey = qui+rts, q(p) =
Ey, = svo+tor, s(p) =
Weiter nehmen wir an, dass
wy = Ey,wy = Ey, W1 = qui,Wa = TUs.

Da wy Awg # 0, folgt ind, (w1 Aws) = 0. AuBlerdem gilt nach der obigen Formel
flir w9, dass

indp(’lfjl AN 11)2) = iindp(qﬂ)l A\ ’Ug) = iWind(c(Z — F(Z))

Es spielt eine wichtige Rolle, ob die durch {Re(E;),Im(E;)} gegebene lokale
Orientierung von T'D? mit der globalen iibereinstimmt, da die Orientierung von

V' A V' unabhéangig davon ist. Daher gilt
indp, (@1 A W2) = —ind(p),
falls p ein antiholomorpher Punkt ist, und
ind, (@01 A W2) = ind(p),

falls p ein holomorpher Punkt ist. Fir die weiteren Rechnungen ist ebenfalls
wichtig, dass

ind,(a Ab) =indy(bAa) fira,be (V) oder a,b e (V).

Das heifit, wir kénnen auch wq(p) € VN V" und wa(p) € V°N V' wéhlen.
Seien nun wi,ws Schnitte in V¢, sodass wi A wo nullstellenfrei ist und dass die
komplexen Punkte nicht auf dem Rand liegen. Es gelte weiterhin in komplexen
Punkten p, dass w1 € V', wy € V" oder umgekehrt. Seien p; die holomorphen
und ¢; die antiholomorphen Punkte. Dann gilt

> indg, (iby Atiz) + Y indy, (1 Athy) = =D kp, + > kg,
qi Pi Ppi qi

wobei k,, die Vielfachheiten der holomorphen und k,, die der antiholomorphen
Punkte bezeichnet. Da die Summe der Indizes eines Vektorfeldes auf einer Kreis-
scheibe gleich der Windungszahl auf dem Rand ist, gilt folgender Satz.
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Satz 3.2.1. Sei wy A we wie oben, dann gilt:
windy /Ay (’u~)1 AN 12)2) =Q - P,

wobei P die Anzahl holomorphen und @) die Anzahl antiholomorphen Punkte
von f gezdhlt mit Vielfachheit sind.

3.3 Die symplektische Scheibe

Sei wieder C' C C? ein beschrinkter, streng konvexer Koérper mit glattem Rand
3. Ab diesem Abschnitt bezeichnen wir mit £ — ¥ das komplexe Unterbiindel
& = JT,X NT,% von T'Y. Dies ist nicht wie in den vorigen Kapiteln die durch
die kanonische Eins-Form Ay induzierte Kontaktstruktur. Allerdings ist die or-
thogonale Projektion

ker(Ao(p)) — &p

ein orientierungserhaltender Isomorphismus fiir alle p € 3. Wir betrachten einen
geschlossenen Reeb-Orbit «. Sei N(¢) die dufiere Fldchennormale an X in v(t)
und sei M (t) der wie in Abschnitt[2.1/definierte dazu komplex orthogonale Vek-
tor in S3.

In diesem Abschnitt betrachten wir globale Minimalflichen, d.h. Minimalflichen,
deren Rand ein Reeb-Orbit « ist und die absolut flichenminimierend sind. Diese
haben die Eigenschaft, dass sie nach dem Maximumprinzip in C' liegen miissen
und niemals tangential an 3 sein konnen. Wir kénnen nun den folgenden Satz
beweisen.

Satz 3.3.1. Sei C ein streng konvexer Korper mit glattem Rand in C? und ~
ein Reeb-Orbit auf 0C. Sei weiter

f:(D%8Y) = (Cy)
eine immersierte, nicht holomorphe, globale Minimalfiache. Wenn wir mit
N €& — ND?

die Projektion des komplexen Unterbindels & von TY auf das Normalenbiindel
ND? von f entlang v bezeichnen und mit Q die Anzahl der antiholomorphen
Punkte von f, dann gilt:

—WindND(’]TNM) —1= 2Q

Beweis. Sei
f:(D* S8 = (Cy)

eine minimale, immersierte Kreisscheibe, parametrisiert auf D? c C. Da « ein
Reeb-Orbit ist, existiert eine Umgebung des Randes von D?, auf dem keine
antiholomorphen Punkte liegen kénnen. Wir kénnen ebenfalls annehmen, dass
auch keine holomorphen Punkte auf S' liegen. Wenn nicht, kénnen wir f auf
D?,_. fiir ein beliebig kleines ¢ > 0 einschriinken, sodass das Gewiinschte ge-
geben ist. Fiir die folgenden Rechnungen ist das keine Einschrankung. T'D? ist
global trivialisiert und orientiert durch die Basis 9,,9,. TD? @ C erhélt damit
die globale, orientierte Trivialisierung 0, — 0y, 05 + i0,.
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Wir wollen nun noch C?|, geeignet trivialisieren. Seien N (¢) und M (¢) wie in
Abschnitt 2.1 definiert. Sei weiter J die komplexe Struktur auf C2. Homotopie-
ren wir v in ¥ zu einem Punkt, so erhalten wir eine Homotopie der Kurve der
Rahmen
St — S0(4)
to— (N(t), JN(t), M(t), JM(t))

zu einem Punkt in SO(4). Daher ldsst sich die Trivialisierung {N, JN, M, JM}
von V|g1 = C?|, auf die Kreisscheibe fortsetzen. Somit erhalten wir auch die

fortsetzbare Trivialisierung {N — iJN, M —iJM} von V' auf S* und die Tri-
vialisierungen der entsprechenden Determinantenbiindel.

Seien 0y, 0; Polarkoordinaten mit Betrag eins beziiglich der euklidischen Metrik
auf D% — {0}.

Wir berechnen zuerst () — P mit Hilfe von Satz(3.2.1. Dazu betrachten wir wieder
TD? =V C V = f*TC?. Die Inklusion von TD? in V ist dabei kanonisch durch
das Differential von f gegeben. Seien

wy,ws € T(V ®C)
auerhalb einer Umgebung der Null definiert durch
wy = fu(Or —i0¢), we = f.(Or 4+ i0¢).
Es gilt auf S' in jedem Punkt e’

O = sin(¢)d, + cos(¢)0y,
Oy —cos(¢)0y + sin(¢)d,

und daher
(Or —104) A (O +10y) = 2i0, N Oy = 2i05 N Oy.

Somit ist die Windungszahl von wy A wa|g1 in V¢ A V€ gleich Null. Daher lassen
sich w; und ws glatt in die Null fortgesetzen, sodass w; A we nullstellenfrei
ist und wy, wy die in Satz[3.2.1] geforderten Bedingungen erfiillen. Es existieren
also keine komplexen Punkte auf dem Rand und in komplexen Punkten gilt
w1 € VNV wy € VENV” oder umgekehrt, da f konform ist.

Nun gilt weiter, dass f.0s|, = ¢, wobei ¢ : ST — R~. Sollten wir den Defini-
tionsbereich von f wegen komplexer Punkte auf dem Rand verkleinert haben,
konnen wir die Trivialisierung von V so wihlen, dass immer noch f.0y st =
c¢JN gegeben ist und die folgenden Rechnungen analog laufen. Wir rechnen
0.B.d.A mit ¢ = 1 weiter. Die duflere Flachennormale Np := f,0, lasst sich auf
S darstellen als:

Np := .0, =n1N +noM +nzJM (3.2)
Damit gilt dann
wy = 7wy (MmN +noM +nzJM —i%)
= (I4+n1)(N—14iJN)+ (ne+ing)(M —iJM),
Wy = wyr(miN +noM +nsJM +i%)

= (=14+n1)(N—4iJN)+ (ng +in3)(M —iJM),
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wobei auf S! gilt, dass no+ins # 0, weil es keine komplexen Punkte auf S* gibt.
Da f globale Minimalflache ist, gilt auBerdem nq|g1 > 0. Daraus folgt dann

W AWy = 2(ng +ing)(N —iJN) A (M —iJM).
Mit den oben genannten Trivialisierungen erhalten wir
windysay (W1 A W2) = windg(ng + ing).
Mit Satz 3.2.1 folgt
Q — P = windy/ sy (W01 A 2|g1) = windg(ng + ing). (3.3)

Nun werden wir —(P + Q) mittels Satz [3.1.2 berechnen. Wir verwenden die
obigen Trivialisierungen von TD? und V weiter. Desweiteren wissen wir, dass
die orthogonale Projektion von N D2|'v auf & ein Isomorphismus ist, da globale
Minimalflichen niemals tangential an einen streng konvexen Korper sein kénnen.
Wir ziehen daher die Trivialisierung {M, JM} von &|., auf ND|g: zuriick. Noch
ist nicht klar, ob sich diese Trivialisierung auf ganz D? fortsetzten lisst. Um Satz
[3.1.2 anwenden zu kénnen, betrachten wir den Schnitt w := f.0y in V auflerhalb
einer Umgebung der Null und setzten ihn geeignet glatt in die Null fort. Auf
51 gilt dann erneut w = 4 bis auf positive Konstante. Sei 7y : V — ND?2
die orthogonale Projektion auf das Normalenbiindel. Wir wollen nun 7y Jw €
I'(N D?) betrachten. Wie in (3.2) schreiben wir die dufiere Fliichennormale Np =
f+0, als
ND = nlN + TLQM + ngJM,

wobei n; und ng + ing wie oben auf S' nicht verschwinden. Dann gilt aber
1
Jw\s1 =—-N= —(ND 777,2M - n3JM)
n1

Es spielt keine Rolle, ob wir die Umlaufzahl von nyJw = —n%(nngM +
nymnJM) in ND beziiglich der Projektion von {M, JM} auf ND berechnen
oder einfach die Umlaufzahl von —n%(ngM + n3JM) beztiglich {M,JM?} in ¢
bestimmen. Demnach gilt

windyp(7yJw) = windg(ng + in3) + windyp (7 M).
Fiir die Windungszahl von w in V' gilt natiirlich windy (w) = 1. Wir erhalten
—(Q+P) = windy (w)+windyp (rJw) = 1+windc(n2+ins)+wind(M), (3.4)

wobei wind(M) := windyp (my M) die Windungszahl der Projektion von M auf
das Normalenbiindel N D? ist.
Damit folgt aus und (3.4), dass

2Q = —1 — wind(M) (3.5)

und
2P = —1 — 2wind(ng + in3) + wind(M). (3.6)
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Satz 3.3.2. Sei C C C? ein streng konvexer Korper mit glattem Rand, v ein
Reeb-Orbit auf OC und f : (D?,8') — (C,v) eine immersierte globale Minimal-
flache, sodass windyp(mnyM) = —1. Dann ist f symplektisch.

Beweis. Wenn f holomorph ist, sind wir fertig. Antiholomorph kann f nicht
sein, da in einer Umgebung von ~ keine antiholomorphen Punkte liegen konnen.
Wir gehen daher davon aus, dass f isolierte komplexe Punkte hat. Fiir den
Beweis folgen wir den Ausfithrungen in [CW83] und [Wol89]. Sei

[ (D?*5Y) = (C,y)
die minimale Immersion und definiere

j:TD* — TD?
Or — Oy
Oy — —0
die komplexe Struktur auf T'D?. Wir definieren eine (1,0)-Form ® € T(TD?** ®
C), sodass
ds?’ =P o d

die durch f auf TD? induzierte Metrik ist. Wie in [CW83] wiihlen wir einen
unitiiren (1,0)-Korahmen {w;,ws} in T*C? ® C, sodass auf T'D? gilt

f*wi = cos %tl), ffwe = sin %5,

wobei a : D? — R auflerhalb komplexer Punkte von f differenzierbar und in
den komplexen Punkten stetig ist. Es gilt dann:

d32:f*(w1 0 Wy + wp 0 Wy)

Auflerdem gilt fiir die symplektische Form wy und die induzierte Volumenform
5® A ® von TD?:

frfwo = f* <%(w1 ANw1 + wo /\w_g)) = %cos(a)cb/\q)

Da f konform und damit orientierungserhaltend ist, gentigt es zu zeigen, dass
cos(a) >0, d.h. a € [0, ). Wir definieren dazu wie in [Wol89] die Funktion

u:R — R
a ln(tan2(%>>.

Seien {p;} die komplexen Punkte der minimalen Scheibe. Nach Wolfson gilt
dann auf D? — {p;}

Aluoa)® A® =00(uoa)=—iRic =0,
wobei Ric die Ricciform auf C? ist und verschwindet. Damit ist

woa:D?*—{p} —R
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Abbildung 3.1: Die Flachen F und F’

eine harmonische Funktion. Aufgrund der Tatsachen, dass die Scheibe am Rand
symplektisch ist und dass es keine antiholomorphen Punkte gibt, gilt a|g1y¢p,3 €
[0,3). Da u monoton in « ist und u o a sowohl sein Maximum als auch sein
Minimum auf dem Rand annimmt, liegen die Extrema von « ebenfalls auf dem
Rand. Somit gilt o € [0, §) auf ganz D?. Dann ist die Scheibe aber symplektisch
positiv.

O

Wir konnen auch die folgende Umkehraussage des obigen Satzes treffen:

Satz 3.3.3. Sei v ein Reeborbit auf ¥ = 0C und u : (D?,S') — (C,v) eine
immersierte, symplektische Scheibe. Sei wind(M) die Windungszahl des Vektors
M € T'(&|,) entlang v beziglich der Trivialisierung von |, deren Projektion

auf das Normalenbiindel von u sich auf ganz D? fortsetzen lisst. Dann gilt
wind(M) = —1.

Beweis. Sei M : C2 — C2 die in Abschnitt[2.1] definierte, R-lineare Abbildung.
Da M? = —idc2, definiert M eine komplexe Struktur auf C2. Wir betrach-
ten nun die komplexe Mannigfaltigkeit (C2, M ). Eine symplektische Scheibe in
(C?,wp) hat keine Lagrangeschen Punkte und somit auch keinen komplexen
Punkt in (C2, M). Wir betrachten wie im obigen Abschnitt bei der Berechnung
der relativen Eulerklasse die Biindel V := T'D? und ND? in f*TC2. Sei 0¢ wie
oben. Dann ist u.0s|s1 = ¢y mit ¢ : S — Ry. Somit gilt

Mu,d¢ = M4 = —cJ M.

Da u keine komplexen Punkte enthélt, ist die Abbildung 7y o M :V — ND?
ein Isomorphismus, der Trivialisierungen in Trivialisierungen tberfiihrt. Somit
ist die Windungszahl von 94 in T'D? bis auf ein Vorzeichen gleich der Win-
dungszahl von wxJM in ND?. Da, wie oben bereits verwendet, 7 o M orien-

tierungsumkehrend ist, gilt daher windyp(7yJM) = —1. Somit ist dann aber
wind(M) = —1. O

Um Theorem 3.0.3 beweisen zu kénnen, miissen wir noch eine Relation zwischen
der Windungszahl wind(M) von M und der Selbstverlinkungszahl 1k(vy) von ~
zeigen. Die Selbstverlinkungszahl ist wie in Abschnitt [1.3 definiert.

Satz 3.3.4. Sei F: D?> — X = 0C eine Seifert-Fliche zu vy und f : (D?,S1) —
(C,~) eine eingebettete Minimalfliche. Dann gilt k() = wind(M).
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Beweis. Sei F' die Fliache, die man erhélt, wenn man F wie in Abbildung 3.1
leicht in den Korper entlang — N verschiebt. Sei v die d&uflere Flachennormale an
v in F'und N die Normale von F' in . Da v ein Reeb-Orbit ist, spannen diese
Vektoren das Biindel |, auf. Wir erinnern daran, dass die orthogonale Projek-
tion von &, auf die Kontaktstruktur in jedem p € X ein orientierungserhaltender
Isomorphismus ist. Die Selbstverlinkungszahl von + ist daher die Windungszahl
von M in £ beziiglich {v, Np}. Es existiert eine Funktion

o:F' =R, |o| <<1,

die auf vy positiv ist, sodass das Tangentialbiindel von F” {iiber v von % und v+oN
aufgespannt wird. Das Normalenbiindel NF’ von F’ in R* ist daher durch den
Spann von Np und v/ = —ov+N # 0 approximiert. Diese Vektoren trivialisieren
NF'.Da M 1 N, ist die Umlaufzahl der Projektion von M auf NF’ beziiglich
{Np,ov+ N} gleich der Umlaufzahl von M in £ beziiglich { N, v}. Wéhle nun
eine Homotopie von Immersionen, die F’ so in f(D?) iiberfiihrt, dass die Norma-
lenbiindel definiert sind und dass die Projektion von & auf die Normalenbiindel
Isomorphismen bleiben. Da alles stetig ineinander iibergeht, kann sich die Um-
laufzahl der Projektion von M nicht d&ndern. Somit gilt Ik(y) = wind(M). O

Wir benétigen noch folgendes Theorem aus der Theorie minimaler Flachen. Die
totale Krimmung einer glatten Kurve ist dabei das Integral iiber den Betrag
der zweiten Ableitung der Kurve, nachdem man diese nach Bogenlidnge para-
metrisiert hat.

Theorem 3.3.5 ([JEWWO02],Theorem 3.2). Sei v : S! — RY eine einfach
geschlossenen, glatte Kurve, deren totale Kriimmung kleiner als 4w ist. Sei f ei-
ne minimale Fliche in RN, N > 3 mit Rand . Dann ist f eine glatt eingebettete
Mannigfaltigkeit mit Rand.

Daraus folgt mit Korollar sofort das folgende Korollar, da wir fiir Reeb-
Orbiten v mit Maslov-Index u(y) = 3 eine eingebettete, konforme Parametri-
sierung einer global minimalen Fléche erhalten.

Korollar 3.3.6. Fir die Hauptkrimmungen a > b > ¢ von OC gelte b+ ¢ > a.
Dann ist jede Minimalfiiche in C, deren Rand ein Reeb Orbit vom Index p = 3
ist, eine eingebettete Mannigfaltigkeit mit Rand.

Sei nun C' ein Korper, der die Voraussetzungen von Theorem [3.0.3 erfiillt und
sei v ein Reeb-Orbit mit p(y) = 3. Nach Korollar [3.3.6 und Theorem [3.0.4
berandet v eine eingebettete, global minimale Scheibe. Diese Scheibe ist nach
den Sétzen [3.3.2,13.3.3 und 13.3.4] genau dann symplektisch, wenn lk(y) = —1.
Somit ist Theorem [3.0.3| bewiesen, wenn wir 1k(y) = —1 zeigen.

3.4 Die Selbstverlinkungszahl

Die Beugung m(v) einer Kurve v : S' — R?* sei, wie in Abschnitt defi-
niert, das Minimum tiber alle m(~, b), wobei m(+y, b) die Anzahl der Maxima der
Funktion ¢ — (y(t),b),b € S* bezeichnet. In diesem Teil der Arbeit beweisen
wir folgendes Resultat:
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Theorem 3.4.1. Sei C C R* = C? ein beschrinkter, streng konvezer Korper
mit glattem Rand Y. Sei

y:8' =%
ein Reeb-Orbit auf (3, Ag) mit Beugung m(vy) = 1. Dann hat vy die Selbstverlin-
kungszahl Ik(vy) = —1. Ag ist hier die kanonische Eins-Form.

Als Korollar erhalten wir den zweiten Teil der Antwort auf die in [HWZ98|
gestellte Frage, ob der Reeb-Orbit minimaler Wirkung auf dem Rand eines kon-
vexen Korpers unverknotet ist und ob er Selbstverlinkungszahl [k = —1 hat, fiir
die hier betrachtete Klasse konvexer Korper.

Korollar 3.4.2. Sei v ein Orbit mit Maslov-Index p(y) = 3 auf 3. Seien weiter
a > b > c die Hauptkrimmungen von % entlang vy, sodass b+ ¢ > a gilt. Dann
ist lk(y) = —1.

Beweis. Nach Korollar[2.2.2wissen wir, dass m(vy) = 1. Mit Theorem [3.4.1 folgt
sofort das Resultat. O

Wie Eliashberg in [Eli92] gezeigt hat, gilt fiir transversale Unknoten + in straffen
Kontaktstrukturen auf S3, dass lk(y) < —1. Da )\ eine straffe Kontaktstruktur
auf ¥ ~ S% induziert, geniigt es zu zeigen, dass | Ik(v)| < 1. Nach der Definition
der Beugung m existiert fiir 4 mit m(y) = 1 ein Vektor Ny € R*, sodass die
Funktion

f:R* - R
p = <p7N0>

eingeschrankt auf v genau ein Maximum und ein Minimum annimmt. Wir pa-
rametrisieren von nun an v nach Bogenlinge. Sei T' die Periode von « und seien
t1 bzw. ty in R/[0,T] = S! Zeitpunkte, an denen f o~ maximal bzw. minimal
ist. Dann folgt auf 4 = JN aber

<JN[t17t2]7N0> S 0 und <JN[t2,t1]7NO> 2 0 (37)

N(t) = N(v(t)) ist hier die &ufiere Flachennormale an ¥ in (¢) und J die
komplexe Struktur in C2. Sei weiter M(t) := MN(t), wobei M : R* — R*
die, wie in Abschnitt [2.1 definierte R-lineare, orthogonale Abbildung ist. Man
beachte, dass dann fiir My = M N, Folgendes gilt:

<JM|[t1,t2]7MO> = —<JN[t1,t2}>NO> >0 (3~8)

und analog
(S M|ty 4,1, Mo) < 0. (3.9)

Wir bemerken, dass die Vektoren Ny, J Ny, My, J My eine Orthonormalbasis von
R* bilden. Wenn wir Koordinaten von R* beziiglich dieser Basis angeben, so ist
f einfach die Ny-Koordinatenfunktion. Wir wollen nun eine Seifert-Fliache

F:(D?8%) — (2,7)

konstruieren, sodass fiir jeden Punkt 7(¢) ein in die Flache zeigender Tangen-
tialvektor v # 0 existiert, sodass (v, Mo) > 0. Sei v € I'(T'F|,) die nach innen
zeigende Normale an . Dann gilt, da 4 = JN, dass

(JM,v) <0< (JM,v) < 0.
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Abbildung 3.2: Die Sphéren S,

Mit (3.8),(3.9) und (v, My) > 0 folgt dann aber, dass JM in dem von v und der
Fldchennormalen Np an F in ¥ aufgespannten Biindel span(Ng,v) beziiglich
v eine Umlaufzahl vom Betrag kleiner oder gleich eins hat. Damit gilt mit der
Aussage oben aber lk(y) = —1.

Nach Milnor kénnen wir Ny aus einer offenen Menge wéhlen. Sei daher Ny so,
dass fiir alle Punkt ¢ € v(S1) gilt:

N(q) # No, N(q) # JMy, N(q)# Mo

Die erste Bedingung bewirkt, dass die Extrema von f|, disjunkt von den Ex-
trema von f|x liegen. Die Zweite sorgt dafiir, dass y nie tangential an My liegt
und die Dritte dafiir, dass die Projektion von M, auf den Tangentialraum von
¥ entlang v nicht verschwindet. Sei weiter Ny so, dass f|, nur strikte Extrema
annimmt. Diese Wahl ist moglich, da die gegebenen Bedingungen nur eine Null-
menge fiir Ny ausschlieflen.

Wir definieren die Funktionen

g:2 — R
p = (N(p),JNo)
und
h:R' — R
p — (p,Mo).

Damit ist h die My-Koordinatenabbildung. Zur Konstruktion von F' bendtigen
wir die folgenden Untermannigfaltigkeiten von Y. Seien 7T,,qz, Tmin Maximaler
und minimaler Punkt von f|, und

S, = fUN)NY, 7€ [Tmin, Tmace) (3.10)
die Schnitte von ¥ mit den Ebenen mit konstanter Ng-Koordinate. Sei weiter
S =g (0). (3.11)

Aufgrund der Wahlen von 7 sind die S, diffeomorph zu S?. Wenn wir S3 c R*
in Koordinaten {Ng, JNg, My, JMy} und die Gauss-Abbildung N : ¥ — S3
betrachten, so ist S das Urbild des Schnittes von S® mit der Ebene, deren JNg-
Koordinate gleich null ist. Somit ist S ebenfalls diffeomorph zu S2.
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Lemma 3.4.3. S schneidet S, transversal fir alle 7 € [Tmaz, Tmin]- Alle kriti-
schen Punkte von h|g_ liegen in S; N S.

Beweis. Sei p € S; ein kritischer Punkt der Funktion h|g, . Dann gilt nach der
Regel der Lagrange-Multiplikatoren

gradh:llN0+l2N, ll,lg cR.
Da grad h = My und Ny L My, gilt lo # 0, also

l 1
N(p) = iNO + EMO.

Daraus folgt aber
(N(p), JNog) = 0.

Daher gilt g(p) =0 und p € S.
Seinun p e SNS;. Dap e S, ist JNg € T,3. Es gilt

{grad f, JNo) = (No, JNo) =0

und
<gradg, JN0> = <de(JN0), JN0> = HJN07JN0 > 0.

Somit ist der Schnitt transversal. O
Lemma 3.4.4. h|s_ hal nur zwei kritische Punkte.

Beweis. Nach Konstruktion ist S; = 9C N f~1(7) = 9(C N f~1(t)) der Rand
eines streng konvexen Korpers in R3. f~1(7) ist ein affiner Raum mit Koordina-
tenrichtungen {J Ny, My, JMy}. Die Funktion A ist auf diesem Raum erneut die
My-Koordinatenabbildung. Da der Korper streng konvex ist, hat diese Funktion
nur ein Maximum, ein Minimum und keine Sattelpunkte. O

Wir benotigen auch folgendes Lemma.
Lemma 3.4.5. Kritische Punkte von h|s_ns sind kritische Punkte von h|g_.

Beweis. Sei p ein kritischer Punkt von h|s_ng. Dann existieren ly,ls2,l5 € R,
sodass
grad h(p) = My =11 No + I2N(p) + I3 grad g(p). (3.12)

Nun gilt nach der Definition von S, dass
(N(p), JNo) = 0.
Wie oben folgt wegen der strengen Konvexitat von C', dass
(grad g, JNg) = I yn,.an, > 0.
Somit kann (3.12) nur gelten, wenn I3 = 0, das heifit, wenn
grad h(p) = Mo =11 Ng + [oN(p).

Daher ist p ein kritischer Punkt von h|g, . O
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J Mg
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Abbildung 3.3: Konstruktion der Scheibe

Wir nutzen nun aus, dass S N S, wegen der Lemmata|3.4.5 und [3.4.4 nur eine
Zusammenhangskomponente hat. Somit teilt S die einzelnen Sphéren S in zwei
Hilften. Seien

St :={plp € S-,9(p) 2 0}, S :={plp € S-,4(p) < 0}.
Dann gilt aber wegen (3.7), dass
7‘(251,152) - USL ’V|(t2,t1) - US?_,

und v(t1) € S;,,,.NS,v(t2) € Sr,,,,NS. Ansonsten schneidet 7 jedes S, in genau
zwei Zusammenhangskomponenten v und 42 mit v € S¢. Wir definieren nun
eine Homotopie

Tmax

H(t,s): S'xI =%

mit H(t,0) = ~(t), sodass H(t,s) fiir festes t € St — {t1,to} die jeweilige Halb-
sphire S¢ nicht verldsst.

Mit p(7) € S bezeichnen wir den maximalen Punkt der Funktion h|g, . Sei dann
H(tq, s) eine eingebettete Kurve in S;, . NS, die y(¢o) so mit p(Tynaz) verbindet,
dass die My-Koordinate monoton wichst. Dies ist moglich, da A maximal zwei
kritische Punkte in S, hat.Man beachte, dass fiir den Fall v(¢) = p(7) die Kurve
H(t,s) ein Punkt sein wird. Wir betrachten bei der weiteren Konstruktion von
H zwei Félle.

Fall 1: ~ schneidet S, transversal. Dann gilt aber, dass (JN, Ny) # 0 und somit
~(t) ¢ S. In diesem Fall definieren wir H (¢, s) als eine Kurve von 7(t) nach
p(7), die S nur in p(7) trifft und auf der ~ monoton wéchst.

Fall 2: Sollte vy die Sphédre S, nicht transversal schneiden, so liegt v|i—g,i107],
o,0' >0, wegen (JN,Ng) = 0in SN S,. Fir ¢ € (¢1,%2) definieren wir
dann die Homotopie wie in Abbildung [3.3] als

H:[t—o,t+0]xI— S}

so, dass fiir festes t' € [t — 0,t + 0'] die Kurven s — H(t,s) bis auf den
Endpunkt disjunkt sind. Seien die Kurven H(t',s) auflerdem so gewéhlt,
dass die Funktion h monoton in s wichst und dass sie S nur auf dem
Rand ihres Definitionsintervalles schneiden. Fiir ¢ € (t2,¢1) definieren wir
analog

H:t—o,t+0]xI— S2
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t1 No

L

Mo

2

Abbildung 3.4: Die Parametrisierung der Scheibe

Zuletzt bleibt noch zu beachten, dass, wenn ¢ von links und von rechts gegen %5
geht, die jeweiligen Kurvenscharen gegen die gleiche Kurve

H(tg,s): 1 — S ns

Tmin

konvergieren. Diese verbindet wieder 7(t2) mit p(7y,in) und h wichst monoton.
H lasst sich stetig konstruieren, weil

{p € Si|h(p) > h(~(t))} = D*.

p: [Tmina Tmam] - E
T = p(7)
eine eingebettete Kurve in X ist, haben wir eine stetige Kreisscheibe definiert, die
auf D? wie in Abbildung3.4l parametrisiert ist. Diese Scheibe lisst sich mit der

oben geforderten Monotonie von h so konstruieren und glatt parametrisieren,
dass die dadurch entstehende, differenzierbar eingebettete Scheibe

F:(D*8") = (,7)

in jedem Randpunkt +(t) einen nach innen gerichteten Vektor v € T F hat,
sodass (Mp,v) > 0. Damit haben wir Theorem [3.4.1 und auch Theorem 3.0.3
bewiesen.



Kapitel 4

Abschatzungen fur den
Reeb-Fluss

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Korper, auf deren Rdndern die Reeb-Orbiten
existieren, so zu modifizieren, dass sich neue Orbiten durch Verkleben der al-
ten ergeben. Wir suchen Voraussetzungen, die nur von den Kriimmungen des
Randes abhéngen, sodass diese Verklebung moglich ist. Am Ende des Kapitels
werden durch diese Verklebung Obstruktionen an den minimalen Reeb-Orbit
eines streng konvexen Korpers hergeleitet.

4.1 Eigenschaften konvexer Korper

Sei wieder C' C R* ein beschriinkter, streng konvexer Kérper mit glattem Rand
3}, sodass der Nullpunkt im Inneren von C liegt. Wie in Kapitel 2 bezeichnen
wir mit Il,,,,, bzw. Il,,,;, die maximale bzw. minimale Hauptkriimmung auf 3.
Mit N(p) bezeichnen wir die duflere Flachennormale an ¥ in p und fiir eine
Reeb-Kurve y(t) sei N(t) := N(y(t)).

Um die oben angesprochene Verklebung durchfithren zu kénnen, benétigen wir
zuerst, dass die Lipschitz-Konstanten der Abbildungen N, v und des Reeb-
Flusses W, beziiglich der euklidischen Metrik nur von I1,,,,, und Il,,;, abhéngen.

Aus Theorem 2.1 und Bemerkung 2.3 aus [GW93, Vol B, p.1055] entnehmen
wir zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 4.1.1. Sei C ein streng konvexer, abgeschlossener Kdrper mit glattem
Rand X. Seirg < % Dann gilt fiir alle Bdlle

B, (p) = {q € R*||g —p| < ro}

die ¥ von innen in einem Punkt q berihren, dass By, (p) C C und B,,(p)N% = q.

Bemerkung. Seirg > L und B,,(p) beriihre C' in einem Punkt ¢, sodass die

inneren Normalen iibereinstimmen. Dann folgt aus Bemerkung 2.3 in [GW93],
dass C' C By, (p) und B,,(p) N X =gq.

Wir bendtigen weiter die Aquivalenz zwischen der euklidischen Metrik auf R*
und der induzierten geodatischen Metrik d auf 3.

35
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Lemma 4.1.2. Sei U C X ein Gebiet, in dem (N(a), N(b)) > 0 fir allea,b e U
ist. Dann gilt fir p,q € U

Ip—q| < d(p,q) <2|p—gq,

wobei d(-,-) die geoditische Metrik auf ¥ und |.| die euklidische Norm auf R*
bezeichnet.

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar. Sei nun ¢ Kiirzeste von p nach ¢ in X.
Sei weiter ¢ := XN E, wobei F die affine Ebene mit Fufipunkt p ist, die von N (p)
und p — g aufgespannt wird. ¢ ist eine differenzierbare Kurve, da der Schnitt von
3 mit F nach Voraussetzung transversal ist. Parametrisieren wir ¢, dann gilt

d(p.q) = () < 1(e) = / El

wobei ¢ := %E. Wir bezeichnen mit ¥ den N(p)-Anteil eines Vektors = und

mit 7 den tangentialen Rest. Dann gilt

J1e< [1@M+1@7 <2l
Das zweite Ungleichheitszeichen folgt aus der Konvexitat des Korpers, da
(¢,N(p)) <0und (&)T #0,

und weil die Integralkurven zu (¢)V bzw. (¢)7 Geradestiicke parallel bzw. senk-
recht zu N (p) sind. O

Die Gauss-Abbildung N : ¥ — S3 ist eine stetig differenzierbare Abbildung von
einer kompakten Mannigfaltigkeit nach S* und somit Lipschitz-stetig, wobei die
Lipschitz-Konstante beziiglich der geodétischen Metrik nur von I1,,,, abhangt.
Da die euklidische Metrik und die geodatische Metrik dquivalent sind, konnen
wir ein 4’ > 0 finden, sodass

DN | =

(N(p),N(q)) >

fiir alle 26’-Balle B mit Mittelpunkt auf ¥ und p,q € BN X gilt. Sei

— i p 1
0 := min <5 , 2Hmaw) . (4.1)

Damit finden wir auch eine Lipschitz-Konstante Ly, die nur von der Krimmung
von X abhangt, sodass gilt:

IN(p) = N(q)| < Lylp —q| fiir p,q € Bs(x) N,z € X. (4.2)

Desweiteren existiert fir festes, kleines v > 0 eine Lipschitz-Konstante L fiir
den Reeb-Fluss U, : ¥ — ¥, die nur von der Kriimmung abhéngt, sodass gilt:

|W:(p) — Ve(q)| < Llp—gq| fiir t € [-2v,20] (4.3)

Wir parametrisieren spéter die Orbiten von ¥, nach Bogenlénge. L ist in diesem
Fall gegeben durch e“~" wenn W,(p), ¥;(q) fiir die gegebenen ¢ einen §-Ball
nicht verlassen. Auerdem gilt fiir nach Bogenlénge parametrisierte Kurven -~ :
I — %, dass |[y(t) —~v(1)] < |t — 7.
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Abbildung 4.1: Verkleben eines Orbits

4.2 Verkleben von Reeb-Orbiten

In diesem Abschnitt definieren wir die Verklebeoperation fiir Reeb-Orbiten und
geben Bedingungen an die Kriimmung von ¥ dafiir an, dass die entstehende
Kurve ein Reeb-Orbit auf dem Rand eines konvexen Koérpers sein kann.

Von nun an betrachten wir nicht mehr den Reeb-Fluss selbst, sondern parame-
trisieren die Orbiten nach Bogenlidnge, d.h.

0

ot
Die Resultate, die wir dadurch erhalten, gelten auch fiir den Reeb-Fluss, da die
Wirkung eines Orbits unabhéngig von dessen Parametrisierung sind.

Vi (p)li=t, = JN (¥4, (p))-

Satz 4.2.1. Sei C ein beschrdankter, streng konvexer Korper mit glattem Rand
0C = ¥ und sei ¥y : X — X der oben definierte Fluss. Dann existieren Kon-
stanten K € N, v,e € R, die nur von I,,;, und Il,,.; abhdngen, sodass die
folgende Aussage gilt:
Angenommen es existiert ein Punkt p € ¥ und eine Zeit T, sodass fiir v(t) :=
Wy(p) gilt

sup [y(t) —v(T +1t)| <e firte [-2v,2v] (4.4)

t

sowie
[v(to) —(t1)| > Ke und [y(T +to) —v(t1)| > Ke (4.5)

fir to € [—v,v] und t1 € [2v,T — 2v]. Definiere die geschlossene Kurve

7:R/[0,T] — R*
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wie in Abbildung[4.1 als

tH{ ~(t) fir tev,T— 1yl
n(E) )+ (L —n (SN AT +1t)  fir te[-v,4+v]

wobei n : R — [0, 1] eine glatte Funktion ist mit

[0 jir t<o
”(t)'_{l fir > 1.

Die Normale N sei

N(t):R/[0,T] — R*
3(t)
A1

o

t — —=J

Wir definieren damit den konvezen Kérper C' := ﬂte[O,T] Cy als den Schnitt
aller Halbrdume

gl

Oy = {x e R*(z — A(t), N(t)) < 0}.

Dann ist N duflere FEinheitsflichennormale auf C und % bis auf Parametrisie-
rung ein geschlossener Reeb-Orbit auf C.

Bemerkung. Der hier definierte Korper C hat nur in einer Umgebung des
Orbits 4 einen glatten Rand und ist nicht beschrankt. Wir kénnen ihn aber mit
einem grofien 4-Ball schneiden und so von innen durch einen Korper mit glattem
Rand approximieren, dass die beiden Kérper in der Nahe von 7 iibereinstimmen.
Fiir den neuen Korper haben die in diesem Kapitel bewiesenen Aussagen weiter
Bestand.

Beweis. Nach der Definition von N und C geniigt es zu zeigen, dass 7 C C,dh.

(3(t) = 3(7),N(1)) <0 fiir alle t,7 € R/[0,T]. (4.6)
Fiir 7 ¢ [—v, 1] ist das klar. In diesem Fall ist N(7) = N (7). Da C ein konvexer
Korper ist und 7(t) entweder auf  oder auf einer Geraden zwischen zwei Punk-
ten von « liegt, folgt das Resultat. Sei von nun an 7 € [—v,v]. Der Einfachheit
wegen rechnen wir mit

N(t) := —J%’y(t).

Dies ist erlaubt, da sich die Konvexitatsfunktion (4.6) nur um einen positiven
Faktor andert.

Fall 1: Sei t € [—2v,2v]. Wir betrachten die Taylorentwicklung von

int=r.Da f(r) =0und f'(r) = (Z75(r), —J &7(7)) = 0 folgt:

flt)= (t _27) <%7y(p),]\7(7)> , furpe|[r,t)oderpe(tT)
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Es geniigt demnach zu zeigen, dass

02 ~
<wﬁ(p), N(T)> <0 fir alle p € [-2v, 2v].
Wir definieren hierfiir die Teilkurven ~y,y2, N1, Na : [-2v,2v] — ¥ als
n@) = (), Ni(t)=N(t)

v (t) = (T +1t), Na(t)=N(T+1).
Es gilt:
80 = 125 (L) n(0 - o)
+7 (ty”) Ny(t) + (1 —n (””)) Na(t)
280 =~ 0l () (a0 - el
Lo () wi) - wato)

7 (t;y) %Nl(t> + (1 -7 (t;y)) %Nz(t)
Wir definieren V(t) := 1 (t) — v2(¢) und W (t) := N;(t) — Na(¢). Dann gilt

nach Voraussetzung und (4.2), dass |V| < € und |W| < Lye. AuBerdem
benétigen wir, dass

Daraus folgt:

(2105

I
S
<
S

=
S
=
S
~_—

#1 (T 5N ()~ Ma(r))

#0=0) (T3 Nalp), () = Na(r))
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Fall 2:
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Durch Abschatzen der rechten Seite erhalten wir

i
1T L
42 + v F Mmaa (L + 2u)

w1 {(T 5N ()

+ =0 (5 Nlo) M)

lijle | |n|Lne Ul
HmafE L
42 * v + (Ln + QV)

+3LNHma$V - Hmin-

IN

IN

Wir haben im letzten Schritt verwendet, dass |7 — p| < 3v. Sei nun € < v?
und v < 1, dann gilt:
lijle | [nlLne Il
) Hmaz L
4v? e v + (L + 2v %)
< V(W + |7’|LN + (LN + |77|) mazx + 3LNHmar) - Hmzn

€+ 3LNHmarV - Hmzn

Wenn wir v in Abhéngigkeit der Kriimmung klein genug wéhlen gilt
0? -
(Zz3P1 N ) <0
fiir alle p € [—2v,2v).

Sei nun t ¢ [—2v, 2v], dass heifit ¥(t) = v(t).

Dann gilt nach Voraussetzung, dass |y(t) — ()| > Ke. Wir wollen nun
(7(1&) — (1), N(7)) nach oben abschétzen. Sei B,,;, der Ball vom Radius
S~ , der X so in y(7) beriihrt, dass C' C By, Wir definieren weiter einen
Krels in der Ebene mit dem Fufipunkt ~(7), die von N(7) und ~(7) — y(¢)
aufgespannt wird. Dieser Kreis habe den Radius |y(7) — v(t)| und den
Mittelpunkt (7). Sei p der Schnittpunkt des Kreises mit B,,;,. Da C' C
Binin ist, gilt

(y(t) =~(7), N(7)) < (p = (1), N(7)).

Seien in Zeichnung 4.2 die Langen der Strecken x,y, z gegeben durch:

2| = [{p—(7), N(1))]

lyl = Ip—v(0)|=®)—~(7)]
2

2] = T

Mit dem Kathetensatz ergibt sich

Aus der Definition von z,y und z folgt

((0) = A7), N() < =5 Kellinly(2) = (7))
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Bmin

Abbildung 4.2: Abschétzungen zur Konvexitét

Sei N(7) := N(T + 7). Daraus folgt

(G(6) =3(1), N(1)) = (y(t) =7(7), N(7)) + (v(r) = 7(7), N(7))
= (y(&) = y(7), N (7)) + (y(7) = 4(7), N(7))
<0
+(y(t) = (1), N(7) = N(7))

< —
+(y(7) = 3(7), N(r) = N(1))

1
< —§K€Hmin|7(t) - V(T)‘
4+ ety <2+ (L + e
2 2v
l, 1
+(Ly + %)62-
Es gilt:
. ) 2Ly +

Das heif3t fiir hinreichend grofles K gilt:

1 1
(Lpe — §K€Hmm)|’7(t) — ()| + Lpe? < (Lype— §K6Hmm)Ke + Lyeé?
Iy

20
fe( 5

K24 KL, + Ly),

wobei L, := Ly + 4.
Der rechte Teil der Gleichung wird negativ, wenn wir K in Abhéngigkeit
der Krimmung grofl genug wéhlen.

Zusammenfassend bedeutet dies also, dass fiir v wie oben, € < v3 und entspre-
chendes K der Satz erfullt ist. O
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Es ist uns nun moglich unter den gegebenen Voraussetzungen einen konvexen
Korper mit einem uns bekannten, geschlossenen Reeb-Orbit zu konstruieren.
Uber die Wirkung des neuen Orbits lésst sich Folgendes sagen.

Satz 4.2.2. Sei 7 :R/[0,T] — dC wie oben definiert. Dann gilt
A(y) < A(7) + cae.
Die Konstante c, hdngt nur von der Krimmung von X ab.

Beweis. Da die Wirkung parametrisierungsunabhéngig ist, gilt fiir den Reeb-
Orbit v

Aly) = / A=—5 [ a0

Wegen 4 = JN gilt

AG) =

+

7 2¢
< A(vy)+2w (LN + @) . + 2ve.

min

Der zweite Term ergibt sich, da C' in einem Ball mit Radius —— enthalten ist

Min
und somit |¥(t)] < =

gilt.
O

Bemerkung. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden €, v und § noch weiter
modifiziert. Die Konstante ¢, hingegen bleibt fest.

4.3 Obstruktionen an den Reeb-Fluss

In diesem Abschnitt werden wir in Abhéngigkeit von II,,;, und II,,,, Obstruk-
tionen angeben, wie nahe der Reeb-Fluss sich selber kommen darf. Zunéchst
schwéchen wir die Voraussetzungen zum Verkleben von Orbiten ab. Dazu brau-
chen wir die folgenden Lemmata. Sei § weiter wie in (4.1) definiert.

Lemma 4.3.1. Sei X wieder der glatte Rand eines beschrankten streng konvezen
Koérpers und v(t) eine Flusslinie von U, d.h. 4(t) = JN(t). Sei weiter Bs(p)
ein 4-Ball mit Radius § und Mittelpunkt p € ¥. Dann existiert ein d > 0 in
Abhdngigkeit von der Kriimmung von %, sodass gilt: Wenn ty > t1,v(t1),v(t2) €
0Bs(p) und v((t1,t2)) N Bs(p) = 0, wie in Abbildung[4.5, dann ist to —t1 > d.
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B;(p)

Abbildung 4.3: v verlasst Bs

Beweis. Sei tg € [t1,t2] der Zeitpunkt, fiir den dist(Bs(p),v(t)) maximal ist.
Mit dist(., .) bezeichnen wir den euklidischen Abstand. Da die Kriimmung von
durch I, beschrankt ist, beriihrt v an dieser Stelle einen Ball mit Mittelpunkt
p und Radius r > H,,,lm von innen. Dann gilt aber I(y) > 2(r — §). Da « nach
Bogenlénge parametrisiert ist, folgt

1
t1 —ty > 2 (Hmam —(5) =:

O

Wir schwéchen nun die Voraussetzung (4.5) aus Satz [4.2.1 ab. Sei 7 : [to,to +
T] — X eine Flusslinie des Flusses ¥ und sei Bs(y(to)) ein abgeschlossener §-Ball
um 7(to). Dann hat |, +o+7) N Bs(v(to)) moglicherweise unterschiedliche Zu-
sammenhangskomponenten. Sei vy die Zusammenhangskomponente von (tp).
Bezeichne mit +;,¢ > 0 die Zusammenhangskomponenten von v N Bs(v(to)) so,
dass

dist(vs,v(t0)) < dist(v;, (o)) filr i < j.

Seien t; € [to,to + T),i > 0 so gewahlt, dass y(t;) € v und |y(t;) — v(to)| =
dist(;, v(to)). Wir reparametrisieren die Kurven auf Intervalle I;

i+ Ii — Bs(v(to)),
sodass v;(0) = v(¢;).

Bemerkung. Wir méchten die Verklebenkonstruktion durchfithren kénnen, so-
bald sich zwei Punkte der Flusslinie nahe genug kommen. Um die Voraussetzung
(4.5) aus Satz[4.2.1]zu gewéhrleisten, geniigt es nach dem folgenden Lemma die
Kurve auf ein Intervall [¢;,t;] einzuschrénken, sodass t; & [t;,t;] fir | # 4, .
Wiéhrend der Konstruktion diirfen wir einen ¢-Ball um ~(#o) nicht verlassen.
Daher miissen wir fordern, dass Ke < 1v— e und (K + 1)e + 2v < 5v < 4. Dies
ist moglich, indem man in Satz [4.2.1] zuerst v verkleinert. Dadurch wachst K
linear, aber da € < v? die einzige Bedingung war, lisst sich € wieder passend
verkleinern.

Lemma 4.3.2 (Abstandslemma). Sei v : [to,to + 1] — X ein Flusslinie.
Sei § wie in (4.1) gegeben und es existiere ein k, sodass Bs(y(to)) N~y nur k
Zusammenhangskomponenten hat. Seien ~y; und t; wie oben definiert. Zu v, e >
0 und K > 0 wie oben gegeben, existiert dann ein €9 > 0, das nur von der
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Krimmung und k abhdngt, sodass die folgende Aussage gilt:
Falls

[7(to) = y(to + T)| < €o

existieren 0 < ¢ < € und i9 > 1 mit den Figenschaften:
1. Furi,j <ig gilt
SUPre[—2v,2v] |% (T) - (T)‘ <€

und
[yi(t) —v;(t")] > Ké

fir alle

tel-v,v] undt' € I; — [—2v,2v]

2. Firi> 9,5 <ig gilt

| (1) — ()| > Ke'  fir alle T € [—v,v],t € I;
Beweis. Sei eg << 4.
Die Ungleichung |v;(t) — v;(t')] > K¢€ fur alle t € [—v,v] und ' € I; —
[—2v,2v], i,j < ip folgt aus
1. Ké <Ke<iv—ce
2. [7i(t) — v (t')| > v nach der Wahl von §

3. yilt) — () <e,

da
i (8) = 2 ()] > 1yi(t) = v ()] = s (8) = % )| > %V —e> K¢
Sei nun |y(tg) — v(to + T)| kleiner als €y. Nach der Definition von t¢; folgt
170(0) =71 (0)] < €o.
Dann gilt
[v0(T) = 71 (7)| < Leg =: €1 fiir alle 7 € [—2v, 2v],

wobei L die Lipschitz-Konstante aus ist. Wende nun folgendes Verfahren
flir aufsteigendes i > 2 an:

1. Angenommen es gilt ¢ < k und
7i(0) € B(xt1)Le;—1 (70(0))-
Dann gilt

Vi (T) —v0(7)| < L*(K + 1);—;  fiir alle 7 € [-2v,2v].
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Sei 0.B.d.A. L > 1, dann folgt
Vi (T) — v (7)] < (K +2)L%;_, fiir alle 7 € [—2v,20],j < 4,
da

% (T) = (T = [1(T) = %(7) +7(7) =7 (7)]
1% () = 20 (M) + [0 () = 75 (7)]
< (K+ 1)L26i,1 + €1

< (K +2)L%;_;.

A

Wir definieren ¢; := (K + 2)L%¢;_1.
2. Wenn i > k oder v; N Bk 41)Le;_, (70(0)) = 0 sei ig = i — 1. Damit gilt
dist (i, Yol(—2v,20)) > (K + 1)€i-1.
Angenommen es existieren 7,7’ in [—2v, 2v] mit
17i(7) = 70(7)] < (K + Dei-.

Dann ist
yi(T = 7") =70(0)| < (K 4+ 1)Le; 1.

Dies ist ein Widerspruch. Auflerdem gilt

dist (i, Vil [—20,207) > Keio1, fiir j <ig,i > o,

da
dist(vi, vjl—2v20)) > |dist(7s,70(t0)) — dist(v;,v0(t0))]
> (K+1)e—1 — €1
= K6i71~
Wir definieren nun ¢ := ¢;_1. Da Schritt 1 maximal k-mal ausgefiihrt

wird, konnen wir €y unabhéngig von iy so klein wahlen, dass ¢ < € und
das Gewtinschte erfiillt ist.

O

Es geniigt nun, die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von v N By zu
beschranken, um von zwei Punkten des Orbits, die nahe beieinander liegen, auf
die Voraussetzungen von Satz zu schlieen.

Lemma 4.3.3. Sei~y:[0,T] — X eine Flusslinie des Reeb-Flusses. Seip € X.
Nach Lemma4.1.1 kénnen wir annehmen, dass p = Hnlmz N(p). Angenommen,
es existiert dann eine Konstante ¢, sodass A(y) < c¢. Dann existiert ein k € N,
das nur von der Krimmung von ¥ und von ¢ abhdngt, sodass yN Bs(p) maximal

k Zusammenhangskomponenten hat.
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Beweis. Sei A(y) < c¢. Wir betrachten die Wirkung der Zusammenhangskom-
ponenten v; von v N Bs(p). Angenommen ~(t;) € Bs(p), dann gilt, da v nach
Bogenlénge parametrisiert ist, dass y([t; — d,t; + 0]) C Bas(p)- Nun gilt aber

[ti—6,t:+3]) = % /t (N(1),y(7))dT.

i—0

Aly

Daher gilt

ti4d ti+6
AGlmsao) = g [ N@N@r+3 [N @) -

Nach der Definition von ¢ gilt

(N(7),N(p)) >

N =

Da nun aber A(y) < ¢ und (N(7),v(7) — p) > 0 fiir alle 7 ist, kann v N Bs(p)
nur durch die Kriimmung und die Wirkung beschrénkt viele Zusammenhangs-

komponenten haben.
O

Damit koénnen wir nun ¢y in Abhéngigkeit von der Kriimmung wéhlen und
folgendes Theorem beweisen:

Theorem 4.3.4. Sei C' ein beschrankter, streng konvexer Korper mit 0 € C
und sei 3 = OC der glatte Rand von C, dessen Kriimmungen durch 1,4, und
ILin beschrinkt sind. Sei A*(C') die Hofer-Zehnder-Kapazitit von C und sei
§ wie in (4.1). Dann existiert ein eg, dass nur von I, und I, abhdingt,
sodass fir alle Flusslinien v des Reeb-Flusses gilt:

Wenn |y(to) — y(to + T)| < €0 und v(to),v(to + T) in unterschiedlichen Zu-
sammenhangskomponenten von v N Bs(y(to)) liegen, dann gilt A(Y|,,to+17) >
1A*(C), wenn C so im Raum liegt, dass y(to) = 7=—N(to).

max

Bemerkung. Seien ry = H;,Tl =1 L Da A* eine Kaparzitit ist, gilt nach

Lemma|4.1.1 “

™ * * * ™
2 =4 (B’I‘O)SA (C)SA (Bm):l—[z—"

Beweis. Wir bestimmen k£ wie in Lemma und damit €y wie in Lemma
4.3.2. Wir konnen durch verkleinern der Konstanten ey und somit von €, davon
ausgehen, dass das Intervall

) A*(C)
d—¢ \[ $A4%(C) +ecq

nicht leer ist. Diese Anderung hingt wegen A*(C) > nur von der Kriim-
mung ab. Die Konstante ¢, aus Satz[4.2.2 wird dabei nicht veréindert.
Angenommen A(7|(4, 11+77) < 3AT(C) und |y(to) — v(to + T)| < €o. Wir defi-
nieren wieder die Kurvenstiicke 7; und Zeitpunkte t; € [to, to + T wie oben. Sei
ip wie in Lemma [4.3.2] Dann wahlen wir 0 < 4,5 < ig, sodass t; < t;, [t;,t;] C
[to, to + T] und
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t & (ti,t5) VI <.

Dann erfillt |, —2,,¢, 42, die Voraussetzungen zum Verkleben, wie sie in Satz

4.2.1 gefordert sind. Wir konstruieren den konvexen Kérper C und den geschlos-
senen Reeb-Orbit 4 auf diesem Korper wie in Satz [4.2.1]
Wir behaupten, dass eine Konstante R existiert, sodass

Cr = {Rz|z € C}
Obermenge von C ist. Auflerdem ist
Vr(t) := Ry (t)
bis auf Parametrisierung ein Reeb-Orbit auf Cr mit

Alvr) = R2A(3) < A*(C).

) A*(C)
Re (5—67 %A*(C’)%—eca)'

Da [ti,tj] C [to,to + T] gilt somit

Sei

LA*(C) + cqe

Ale) = REAG) < RHGA™(C) + coe) < A°(C) (W

) — A4%(C).

Damit ist der zweite Teil der Behauptung bewiesen. Zur besseren Ubersicht
sei 0.B.d.A. t; = 0 und t; — ¢, = T. Dann ist die Kurve v auf R/[0,T]
parametrisiert und wir kénnen wie im Beweis von Satz [4.2.1 die Teilkurven
Y1(t) = (t), N1(t) = N(t),v2(t) = v(T + t) und Na(t) = N(T +t) verwenden.
Wir zeigen nun zunéchst, dass yg N C = 0. Es gilt

(vyr(t) —~(t),N(t)) > 0. fir alle ¢.

Fir ¢t ¢ [—v,+v] ist dies klar, da hier ¥ = v und da C konvex und damit
sternformig ist. Wegen der Lage von C, d.h. v(tg) = ﬁN(to), folgt:

LI

(N(©).1(1) > (N (1), 7(t0)) + (N (1),7(0) = A(t0) > g >

fir ¢ € [—v,v]. Damit gilt auch fiir ¢t € [—v, V]

(Yr() =), Ni(t)) = (RY(t) —1n(t), Ni(t))
(R(myi(t) + (1 =m)y2(t)) — 7(t), N1(t))
= R(1-mn)(v0)—mn®),N:i(1)
+(R = 1) (71(t), N1(2))
> “Ret+ (R—1)d
1)
§—¢€

0 & R>

V
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Wir bendtigen im Folgenden, dass auch (yr(t) —72(t), N2(t)) > 0. Der Beweis
lauft analog. Sei Ng(t) = N(¢t) die duflere Einheitsnormale an Cg in yg(t).
Wir zeigen nun, dass fiir alle ¢ € [0,7] ein t’ € [0, T existiert, sodass

(Yr(t) + W —~(t'), N(#")) > 0 fir W Lg Ng(t).
Bei t & [—v,v] ist das klar, da dort yr(t) = Ry(t) und Ng(t) = N(t) ist. Sei
also t € [—v,v]. Es gilt

(YR(t) + W =1 (1), Ni(t)) = {(yr(t) —y1(t), Ni(t)) + (W, N1 (t)) .

>0

Wir kénnen uns auf den Fall n(t) # 0 beschranken und unterdriicken ab jetzt
das Argument von 7. Angenommen (W, Ny (¢)) < 0. Dann gilt

W N(1) = %<W,nN1<t>>

% (W,nNi(t) — (1= ) Na(t) + (1 — 1) Na(t))

_ _%(1—77) (W, Na()) .

Daraus folgt
(Yr(t) + W —72(t), N2(t)) > 0.

Das heifit, fiir alle t € R/[0,T],W € Ng(t)* gibt es ein ', sodass

(Yr(t) + W —~(t'),N(t")) > 0.

Damit liegen die Rénder aller Cr erzeugenden Halbraume auflerhalb von C und
somit gilt C' C Cg. Dann gilt aber cyz(C) < cpz(Cgr). Dies steht aber im
Widerspruch zu cz(Cr) < A(vg) < A*(C) = cuz(C). O

Korollar 4.3.5. Seiy der Reeb-Orbit mit minimaler Wirkung auf 3. Dann ist
|v(to) — y(t1)| > €o fir alle to,t1, sodass y(to) und v(t1) sowohl in Bs(y(to)) N
v als auch in Bs(y(t1)) N~ in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten
liegen.

Beweis. Angenommen es existieren entsprechende tg, t1, sodass |y(tg) —v(t1)| <
€o- Dann erfiillen |p, ¢,) und [y, ¢, die Voraussetzungen von Theorem [4.3.4}
Daher gilt nach der passenden Wahl des Nullpunktes A(7|, 10]), A(Vl[o,e07) >
$A*(C). Allerdings gilt auch

A*(C) = A(7) = AOVit1 ) + AV to,0)) > A™(C).

Das ist ein Widerspruch.



Kapitel 5

Stabilitat

Wir bezeichnen mit C die Menge aller beschrankten konvexen Gebiete mit glat-
tem Rand 9C in C? = R*, die den Nullpunkt enthalten. Fiir alle C' € C existiert
eine glatte streng konvexe Funktion fo : C? — [0,00), mit f(A\x) = A2 f(x) fiir
alle z # 0, alle A > 0, sodass 0C = fal(l). Man beachte, dass in dieser Notati-
on die Sphire S durch die Funktion fo(x) = ||z||? definiert wird. Die Funktion
fo ist eindeutig durch C' definiert. Wir statten C mit der C*-Norm || ||cs an-
gewendet auf die Einschrinkung der Funktionen log fo auf die Sphire S2 aus.
Im Folgenden unterscheiden wir nicht immer zwischen dem Gebiet C' € C und
der definierenden Funktion fo, das heifit wir betrachten ||| ¢ als Abstands-
funktion auf C. In diesem Sinne bezeichnen wir fiir R > 0 mit B(S3, R) den
Ball vom Radius R um S beziiglich der Norm || ||¢«. Fiir ein € > 0 sagen wir
eine beschriinkte konvexe Menge D in R* mit glattem Rand 9D ist e-nahe an
C in der C*-Topologie, wenn ||fc — fpllc+ < €, d.h. die Einschrinkungen von
fo, fp auf S? sind e-nahe in der C*-Topologie. Wir nennen einen geschlosse-
nen Orbit auf dem Rand OC' eines konvexen Korpers C' minimal, wenn dessen
Wirkung minimal unter den Wirkungen aller geschlossenen Orbiten auf 0C' ist.
Hofer und Zehnder zeigten in [HZ90|, dass die Wirkung des minimalen Orbits
auf 0C mit dem Wert einer symplektischen Kapazitéit ibereinstimmt, die Hofer-
Zehnder-Kapazitat heiit und mit ¢y z bezeichnet wird. Hermann [Her00] zeigte,
dass diese Kapazitét fiir beschrinkte Gebiete D mit Rand vom eingeschrankten
Kontakt-Typ nicht grofer ist, als die Verschiebe-Energie. Ein Ellipsoid E(r, R)
ist ein konvexer Korper in R*, der sich als Einheitsball der quadratischen Form

a(r, R)(21, 22) = || 1] /7* + || 22|*/ R? (5.1)

darstellen ldsst, wobei R > r > 0. Es ist bekannt, dass fiir Ellipsoide alle
Kapazititen iibereinstimmen. Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass
dies auch fiir kleine Deformationen von Ellipsoiden gilt. Wir zeigen

Satz 5.0.6. Sei E(r, R) C R* ein Ellipsoid.

1. Es existiert eine Umgebung U von E(r,R) in der C*-Topologie, sodass
cuz(C) = ¢, (C) fiir alle C € U gilt.

2. Wenn R > r emistiert eine Umgebung V von E(r, R) in der C*-Topologie,
sodass ¢o(C) = cpz(C) fir alle C € U.

49
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Zum Beweis beginnen wir mit folgender Betrachtung.

Lemma 5.0.7. Fir alle C € C und alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit folgender
Figenschaft. Wenn D € C in der C*-Topologie 5-nahe an C liegt, dann ist jeder
minimale Orbit auf OD e-nahe an einem minimalen Orbit auf OC in der C>1P-
Topologie.

Beweis. Sei C' € C und wir nehmen gegenteilig an, dass es ein ¢ > 0 gibt,
sodass kein ¢ > 0 existiert, wie im Lemma behauptet. Dann existiert ein Familie
C; C C beschrankter konvexer Gebiete mit glattem Rand 0C; die gegen C' in
der C*-Topologie konvergieren. Fiir jedes i existiert ein minimaler Orbit 7; auf
0C;, dessen C3MP_Abstand zu jedem minimalem Orbit auf dC gréfer als e
ist. Die Wirkung der ~; ist gleich der Hofer-Zehnder-Kapazitit cgz(C;) der
C;. Das heifit die Wirkungen der «y; sind uniform beschréankt. Nach Annahme
sind die Gradienten V fo, der Funktionen fe,, die die C; definieren, uniform
beschrinkt in der C?-Norm. Der geschlossene Orbit ; auf OC; ist eine Losung
der Gleichung V fc,(v;) = Jv. wobei J die standard komplexe Struktur auf
C? ist. Die Perioden der Orbiten 7; sind uniform beschriinkt, da dies auch fiir
deren Wirkungen gilt. Daher sind die C*™P-Normen der Kurven «; uniform
beschrankt. Nachdem wir uns auf eine Teilfolge beschranken, kénnen wir nach
Ascolis Theorem annehmen, dass die Kurven +; in C3"P gegen eine geschlossene
Kurve v konvergieren. Diese Kurve ist notwendigerweise ein geschlossener Orbit
auf C, dessen Wirkung gleich dem Grenzwert der Wirkungen der ~; ist. Fiir
A > 0 gilt nun cyz(AC) = Acpz(C). Andererseits existiert fiir alle a > 0
ein i9 > 0, sodass (1 — a)C C C; C (1 + «)C fur alle i > ip. Daher gilt
crz(C) = lim; o cgz(C;) und somit ist die Wirkung von + minimal. Dies ist
ein Widerspruch, der das Lemma beweist. ]

Eine symplektische Scheibe in C? ist das Bild einer glatten Einbettung ¢ : D —
C?, mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung von w auf ¢(D) eine Volumen-
form auf ¢(D) ist. Wir nennen D speziell, wenn fiir alle z im Rand von D die
Tangentialebene von D in z eine komplexe Ebene in TC? ist. Fiir € > 0 bezeich-
nen wir ein Isotopie ¢4 von ¢ (s € [0,1]) als e-klein in der C™*!-Topologie, wenn
die C™'-Normen der partiellen Ableitungen % fs von oben durch e beschrankt
sind. Wir benétigen folgendes Lemma.

Lemma 5.0.8. Sei D C R? eine Scheibe mit glattem Rand 0D und sei € > 0.
Dann existiert ein § > 0 mit folgender Figenschaft. Wenn v eine glatte, einfach
geschlossene Kurve in R? ist, die in der C*'-Topologie §-nahe an 0D liegt,
sodass die Flache der Kreisscheibe E, die von vy berandet wird, gleich der Fldache
von D ist, dann existiert eine, in der C31-Topologie e-kleine, volumenerhaltende
Isotopie ¢ der Identitat, sodass p1D = E.

Beweis. Nach Mosers Resultat konnen wir annehmen, dass eine Tubenumge-
bung N von dD in R? existiert mit Koordinaten (r,0) (=2rq < r < 2rg,0 € S1),
so dass 9D = {r = 0} und dass die Volumenform in diesen Koordinaten die
Form dr A df hat. Eine einfach geschlossene Kurve v, die in der C3!-Topologie
geniigend nahe an 0D ist und die eine Scheibe mit der gleichen Flache wie D be-
randet, kann als Graph einer Funktion h : S' — (—rg,70) mit | h = 0 dargestellt
werden. Fiir alle s € [0, 1] schliefit die Kurve definiert durch sh die gleiche Fliache
wie D ein. Wihle eine glatte Funktion p : R — [0, 1] mit p(¢) = 1 fiir ¢ nahe 0.
Definiere eine Isotopie s der Identitéat durch 14(r, 0) = (r+p(r)sh(8),0). Sei wy
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der Pull-back der Volumenform wqy auf R? durch v,. Dann gilt w, = det(di,)w.
Da

0 0
und 9 y
%1/13(7', 0) = (s@h(ﬂ), 1)

folgern wir, dass %ws abhiingig von h klein in der C*'-Norm ist. Dariiberhinaus
verschwindet %ws nahe D. Dann existiert eine C3'!-kleine Familie o5 von Eins-
Formen mit dag, = %ws, die sdmtlich nahe 9D verschwinden. Wir definieren
ein zeitabhéngiges glattes Vektorfeld Y, durch ty,ws = —a. Dieses Vektorfeld
ist klein in der C3!-Norm. Wir benutzen Y;, um einen C3!-kleinen Fluss zu
konstruieren, dessen Verkniipfung mit ), eine C*!-kleine Isotopie von D auf
die von ~ berandete Scheibe ist. O

Wir benutzen Lemma [5.0.8, um Folgendes zu zeigen.

Lemma 5.0.9. Sei ¢g : D — C? eine spezielle symplektische Scheibe und sei
€ > 0. Wenn ~ geniigend nahe an 0D in der C*'-Topologie liegt und wenn die
Wirkung von v mit der von 0D ftbereinstimmt, dann existiert eine Isotopie von
¢o zu einer speziellen symplektischen Scheibe mit Rand vy, die e-klein in der
C%'-Topologie ist.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass Dy = ¢ (D) eine kompakte Teilscheibe ei-
ner grofleren symplektischen Scheibe Ejy ist und dass deren Fléche gleich 27 ist.
Die senkrechte Exponentialabbildung auf Ey ist glatt und definiert eine glatte
Projektion 7 einer Umgebung N von Dy in C? auf Ey. Wenn die Kurve v in N
enthalten ist, dann ist die Projektion 7y von v nach Ey definiert und wenn
in der C31-Topologie nahe an 9Dy ist, so gilt das gleiche fiir dessen Projektion
(7). Genauer ist 7y eine Jordankurve, die eine Scheibe D; in Ey berandet.
Sei area(ny) die Fléche der Scheibe, die von 7y eingeschlossen wird. Wir defor-
mieren 7y zu einer Kurve, sodass diese eine Scheibe mit gleicher Fléche wie D
berandet. Wie im Beweis zu Lemma 5.0.8 wahlen wir Koordinaten auf Eg nahe
0D, sodass die Volumenform in diesen Koordinaten als dr A df geschrieben wer-
den kann. Die Kurve 7y kann als Graph einer C*!-kleinen Funktion & iiber 0D
beschrieben werden. Definiere i = h — J h(#)d6 und sei Dy die Scheibe definiert
durch h. Es folgt aus Lemma/5.0.8, dass D mit einer C3!-kleinen Isotopie in Dy
verschoben werden kann. Als néchstes verwenden wir die Funktion A, um eine
C?!-Kkleine Isotopie der Scheibe D; zu einer speziellen symplektischen Scheibe,
die v berandet, zu konstruieren, indem wir die Funktion, die unseren Graphen
definiert zu einer Funktion auf der Scheibe mit gleichen Schranken erweitern.
Die resultierende Abbildung ist nicht notwendig volumenerhaltend, kann aber
mit Lemma und dessen Beweis zu einer solchen verdndert werden. d

Fiir ein beschranktes konvexes Gebiet C' € C und einen minimalen Orbit v auf
OC sei C(v) die Vereinigung der komplexen Ebenen im Tangentialraum von 9C
entlang . Man beachte, dass C(7) nicht notwendig eine glatte Hyperfliche von
C? ist. Es gilt:

Lemma 5.0.10. Zu R > 0 existiert eine Zahl & = k(Ro) > 0, sodass fir alle
C € B(Ry) und alle minimalen Orbiten v auf OC der Abstand zwischen den
singuldren Punkten auf C(v) und C mindestens k ist.
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Beweis. Erneut fithren wir einen Widerspruch herbei. Angenommen das Lemma
gilt nicht. Dann existiert eine Folge C; C B(Ry) und eine Folge minimaler Or-
biten ;, sodass der Abstand zwischen C; und der singuldren Menge von C;(7;)
gegen Null geht, wenn ¢ — co. Wie oben nehmen wir an, nachdem wir zu einer
Teilfolge iibergegangen sind, dass C; — C,~; — -y, wobei C ein beschrénkter
konvexer Korper mit C?MP-Rand ist und 7 ein minimaler Orbit darauf. Aber
v; — v in der C3!-Topologie. Daher C(~;) — C(v) in der Chabauty Topologie
fiir geschlossene Teilmengen von C2. Aber OC' hat keine singuliren Punkte, was
ein Widerspruch ist. O

Sei nun C' ein beschrankter konvexer Korper in der in Satz|5.0.6 angesprochenen
kleinen Umgebung U von E. Um Satz|5.0.6 zu beweisen, konstruieren wir einen
Symplektomorphismus

v . ((Cz,wo) — ((C27w0)

der C' in den Zylinder Z mit der gleichen Hofer-Zehnder-Kapazitat abbildet.
Wenn R > r ist, gilt aulerdem, dass das Bild von C' den Standardball B mit
cuz(B) = cpz(C) enthélt. ¥ wird in drei Schritten konstruiert. Zuerst kon-
struieren wir eine symplektische Isotopie von der Standardscheibe in Z auf die
symplektische Scheibe, die vom minimalen Orbit v von C' berandet wird. Dann
weiten wir diese Symplektomorphismen auf eine besondere Umgebung der Schei-
be aus. Letztendlich erweitern wir sie weiter auf ganz C2. Da wir den Moser-Trick
mehrfach anwenden, miissen wir im Nachhinein gewéhrleisten, dass das Bild von
C im Zylinder liegt und den Ball enthalt.

Beweis von Satz]5.0.6. Sei Ry > 0 klein. Wahle x(Ry) wie in Lemma [5.0.10
und € << Ry beliebig klein. Sei C' ein beschrankter streng konvexer Korper in
C?, e-nahe an einem Ellipsoiden E(r, R) in der C*4-Topologie. Wir nehmen an,
dass das Ellipsoid die Standardform, definiert als Einheitsball der quadratischen
Form gegeben durch (5.1), hat. Wir konnen ebenfalls annehmen, dass cgz(F) =
cpz(C) =1, dh. r =1. Sei Z; = D; x C der Standardzylinder. Bezeichne mit

Y :8' = Eund vy, : St — C

die minimalen Reeb-Orbiten von E und C. Wie in Lemma/|5.0.9/bewiesen kénnen
wir eine Familie ¢ von speziellen symplektischen Scheiben mit konstanter Ober-
fliche wahlen, sodass ¢y die Standardscheibe ist, die v9 berandet, und ¢; v1
berandet. Weiter wissen wir, dass || %%Hc%l < €. Nach Lemma [5.0.8 und des-
sen Beweis finden wir C'?'!-kleine Reparametrisierungen x, : D? — D2, sodass
s 1= P50 xs symplektomorphe Einbettungen sind. Man beachte, dass die Fami-
lie von Symplektomorphismen || %z/;s gz < € erfiillt. Wir kénnen diese Familie
auf eine grofere flache Scheibe D mit den gleichen Eigenschaften ausweiten. Das
war der erste Schritt unserer Konstruktion. Im zweiten weiten wir 14 auf eine
Umgebung von D x {0} aus. Um dies zu tun, betrachten wir das symplektische
Normalenbiindel TD¥ von Dy := (D),

T,D¥ :={V € C*|lwo(V, X) = 0 fiir alle X € T),Ds}.

Sei vs := 15(0D). Da Dy spezielle symplektische Scheiben sind, sind die sym-
plektischen Komplemente von T'Dsl.,, gegeben durch die komplexen Ebenen
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orthogonal zu 7,. Wir trivialisieren T'D¥ indem wir eine symplektische Basis
MY, M? von TD? so wihlen, dass

1 2
[M —esllorr <€ [[Mg —eaflcrr <e.

Das ist moglich, weil 1, C?1-nahe an der Identitit ist. Wir konnen die Einbet-
tungen

QZS:N — C?
ptuier +vaes = Ys(p) +viM1(Ys(p)) + vaMa(vs(p))

definieren, wobei N eine kleine Umgebung von D? U {(St,v)[vi? + v9? < K2}
ist, mit x wie in Lemmal5.0.10l Wir fordern, dass, wenn (p,v) € N, so gilt auch
(p,rv) € N fiir r € [0,1]. Mit ¢ := (1 + ) erhalten wir

s — id|| 11 < ce und |Jws — wol|cor < e,

wobei w, 1= ngwo. Wir werden die Konstante ¢ wéahrend dieser Rechnung weiter
anpassen, ohne es jedesmal zu erwdhnen. Wir wissen weiter, dass ws —wo|p = 0.
Um qBS auf verniinftige Weise symplektisch zu machen, miissen wir ws — wo
punktweise abschétzen. Nach Definition von ¢, wissen wir, dass

wo(es,eq) = ws(es, eq) =1,

und wir erhalten |(ws — wo)|(p,v)| < celv]. Sei 75 = ws — wp. Wir definieren
weiter

N — N ,7 €1]0,1]
(p,v) = (p,10).

Dann ist 7, der Fluss von X, (p,v) := 1(0,v). Zusétzlich wissen wir

1 1
Tsl(p,v) = WTTs - 7737-8 = /0 87'77:7—3 = d/O inn:TS

1 (5.2)
= d/ —Ts(dnrv, ) = di’stl(p.v)'
o T ’
Erneut miissen wir die Differentialgleichung
iyTs +iys (wo + rdiyTs) = 0 (5.3)

l6sen. Da
75| (p,o)| < clv]e und [|75]|cor < ce,

erhalten wir mit (5.2)
li0Ts| (poy| < clv]?e und ||y 7sllcra < ce,
wenn wir ¢ entsprechend anpassen. Fiir Y7 folgt

1Y (p. )] < clofe und Y, on < ce.
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Verkleinern wir IV, so kénnen wir ys : N — C? durch den Fluss von Y,® nach
der Zeit Eins definieren. Dann gilt

|)?S(pa ’U) - (pvv)‘ < C€|U|2
und 1[)8 = gzgs o Xs : N — C? sind symplektische Einbettungen. Durch Ableiten
von nach s erhalten wir

9 -
||&w8(pav)”C0y1 < ce.

Im dritten Schritt erweitern wir diese Symplektomorphismen zu einer Familie
von Diffeomorphismen ®; auf einem grofien 4-Ball, der C' enthilt, sodass 5 = id
in einem Umgebung des Randes des Balls und

|| a@cho,l < ce€.

Weiter betten wir diesen Ball symplektisch in eine grofle Vier-Sphére ein und
erweitern @, durch die Identitat zu Diffeomorphismen auf der Sphéare. Wir be-
trachten die Formen wp und wy = ®iwy, die auf N iibereinstimmen. Weiter
wissen wir, da @, eine glatte Familie ist, dass

||%ws||co < ce.
Weil w und ws auf N iibereinstimmen, wissen wir, dass 7, := %ws eine ge-
schlossene Form ist, die eine Kohomologieklasse in H2(S*, N) darstellt. N ist
kontrahierbar, d.h. H2(S* N) = 0. Somit erhalten wir [r] = 0 € H?(S*, N).
Die Hodge-Theorie liefert uns

Ts = do

fiir ein o mit ||os||cr < ce. Wir 16sen erneut
Os + iysws =0

und erhalten Diffeomorphismen = : $* — S* mit |2, —id| < ec und Z¢|x = id,
sodass Uy := Z10®P; ein Symplektomorphismus ist. Nun miissen wir verifizieren,
dass das Urbild von C unter ¥, in Z; liegt und B; enthélt, falls » < R. Fiir den
Rest des Beweises unterdriicken wir den Index 1. Wir betrachten zunéchst die
Abbildung ) := ¢ o ¥, die im zweiten Schritt definiert wurde. ¢ bildet N nach
C? ab durch die Abbildung

d(p,v) = ¢(p) + vi M (p) + v2M>(p)

Der Rand von Z wird auf eine Fliche aufierhalb des Inneren von €' und Dy x {0}
wird in C' abgebildet. Daher liegt das Urbild von C' unter ¢ in Z. Da |Y(p,v) —
(p,v)| < celv|? geniigt es zu zeigen, dass wenn ¢(p,v) € dC, dann

dist((p,v),0Z)| > ca|v|?, (5.4)

wobei ¢o eine Konstante mit ¢y > ce ist. Um den zweiten Teil des Satzes zu
beweisen, miissen wir zeigen, dass

dist((p,v), B) > ca|v|?, (5.5)
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Abbildung 5.1: Die Funktionen f(¢) und g(¢

wenn R > r und g?)(p7 v) auf den Rand von C liegt. Nach Konstruktion ist das
Urbild ¢~1(C) von C' ein konvexer Korper C'!-nahe am Ellipsoiden E(r, R).
Weiter wissen wir, dass (Z)’l(C) den Zylinder entlang des minimalen Orbits
von E beriihrt. Wir machen folgende Betrachtung. Sei 2 = (21, 22) ein Punkt in
¢~ 1(0C) C C2. Sei z der Punkt im Rand des Zylinders, der x am néchsten ist.
Dann liegt z in der reellen Zwei-Ebene gegeben durch Rz + Rxs. Um die obige
Abschétzung zu beweisen, geniigt es, den Schnitt von Z und gz;*l(C’) mit den
reellen Zwei-Ebenen P, , = R(u,0) + R(0,v),u,v € S! zu betrachten. Nach
Konstruktion ist der Schnitt von ¢~!(C') mit einer solchen Ebene C'-!-nahe
an einer Ellipse. Beziiglich der Koordinaten {(u,0),(0,v)} der Ebene ist diese
Ellipse gegeben durch

.’E12 1'22

r2  RZ?
wobei r, R die Radien sind, die den Ellipsoiden FE definieren. Die Punkte, an
denen v die Ebene schneidet, sind durch (1,0) und (—1,0) gegeben. Da ¢~ 1(C)
C%!-nahe an einem Ellipsoiden ist, existiert eine Konstante §, sodass, wenn
dist(z,v0) < 6 fiir z € ¢~1(8C) N P, dann gilt fiir die &ufere Normale N, von
¢~1(dC)N P, ,, in z, dass

:1’

1

<Nw, ((1))>R2 > 5

Da (;3‘1(@) nahe an F ist, konnen wir € so anpassen, dass (5.4) und (5.5)) fiir
alle x € ¢~ 1(0C) gelten, wenn dist(z,70) > 6. Sei nun

c:[0,T] — qgfl(ﬁC') N Py

eine Kurve, parametrisiert nach Bogenlénge, die im Punkt (1,0) € P, , beginnt.
Sei x = (x1, z2) mit dist(z,v) < § der Endpunkt der Kurve. Dann gilt

T
2 <xo <T. (5.6)
Wir definieren die Funktion

f:[0,7T] — R
t o= 1= {c(t),(3))-

Der Wert dieser Funktion ist der Abstand von c¢(t) zum Rand des Zylinders.
Daher und mit geniigt es zu zeigen, dass

f(t) > cot?.
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Da f(0) = f'(0) = 0 wissen wir

F(t) = % FO@2,  fiir ein € € (0,4,

Da 5’1(80) N P,, Cl!'-nahe an einer Ellipse ist, wissen wir, dass in einer -
Umgebung die Krimmung K von ¢ durch Konstanten % >k > K > ky >
0 beschréankt ist, wobei die erste Ungleichung genau dann gilt, wenn R > r.
Benutzen wir diese Konstanten, so kénnen wir f(2 abschitzen. Nahe ¢ ist die

Funktion f(£ + 7) gegeben durch

FE+7) = 1= (e(©), (8)) = (&), (8)) = 5 (E(©), (§)) +o(7).
Daraus folgt
FE) = —@©), (§))- (5.7)
Da (N, (§)) > %, erhalten wir
ft) > %t?

Mit (5.6) beweist dies (5.4). Wir nehmen nun an, dass R > r. Wir definieren
die Funktion
g:[0,T] — R
t —  |e(®)]—r.

Diese Funktion ist die Abstandsfunktion von Punkten ¢(¢) zum Ball mit Radius
r=1. Es gilt

Durch Taylor-Entwicklung folgt

g(t) = gg(g), fiir ein £ € [0, ¢].

Wir zeigen, dass § grofler als eine Konstante ist. Ableiten liefert

g = =i - e

Da die Kriimmung von ¢ immer grofier als % ist, hat g(¢) ein Minimum in 0.

Nach der Wahl von § hat g(t) keinen weiteren kritischen Punkt, da in einem

Maximum die Krimmung s von c¢ grofler als % sein muss. Daher erhalten wir

lc(t)| > r fiir alle ¢ € [0,T]. Schreiben wir &(t) = —xN.q), so erhalten wir
1—ri{Ne, 1) (¢,0)2

g(t) > - :
] lcf?

Da aber k < % und da der zweite Term in Null gleich null ist, erhalten wir,

wenn wir gegebenenfalls 0 verkleinern, dass

g(6) >k
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fiir eine Konstante k, die nur von E(r, R) und 0 abhéngt, wenn € klein genug
ist. Wir erhalten erneut
t) > ke
9(t) > 5

und (5.5) ist bewiesen. Daraus folgt, dass ! = ¥ 'o¢~! die Umgebung CN N,
symplektomorph in den Zylinder abbildet, sodass der Abstand des Bildes des
Randes zum Ball und zum Rand des Zylinders durch ein c|v|? beschrinkt ist.
Da C (C“*-nahe am Ellipsoiden liegt, konnen wir € so klein wihlen, dass wenn
qg ¢ N,q € 9C, dann q € Z, dist(q,0Z) > ce und dist(q, B1) > ce. Im dritten
Schritt erweitern wir z/; zu einem Symplektomorphismus ¥ auf C2. ¥ stimmt auf
N mit ¢ tiberein und ||¥ —id|| < ce. Angenommen ¥(q) ¢ Z,q € 0C. Dann gilt
q ¢ N und dist(g,0Z) > ce und somit ¥(¢q) € Z. Angenommen es existiert ein
q € 9C, sodass ¥(q) € B;. Dann ¢ ¢ N. Aber dann wissen wir dist(q, B1) > ce.
Somit ist der Satz bewiesen. O
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