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Zusammenfassung

Eine Lagrange Untermannigfaltigkeit L in einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit (M, w) ist dadurch charakterisiert, dass w|, = 0. Lagrange Mannig-
faltigkeiten sind grundlegende Objekte der symplektischen Geometrie. Ein
Versuch der Klassifizierung ist allerdings bereits im 4-dimensionalen &dufserst

schwierig.

Die sich aufdringende Frage, wann zwei Lagrange Untermannigfaltigkei-
ten isotop sind, ist nur in wenigen Féllen zu beantworten. Dabei lassen sich
nicht nur Isotopien in der differenzierbaren Kategorie untersuchen. Besonders
interessant sind natiirlich solche, die auch mit der symplektischen Struktur

vertréglich sind, also Isotopien durch Lagrange Untermannigfaltigkeiten.

Kotangentialbiindel sind - nach den gerade-dimensionalen euklidischen
Raumen - der am einfachsten zu konstruierende Typ symplektischer Man-
nigfaltigkeiten. Wir untersuchen daher das Problem Lagranger Isotopien in
Kotangentialbiindeln. Bisher wurde an vielen Stellen versucht, derartige Pro-
bleme mit der Hilfe von pseudoholomorphen Kurven zu lésen. Wir zeigen
einen neuen Ansatz auf und wollen in diesem Zusammenhang Minimalfla-
chen verwenden, die dhnliche Eigenschaften wie pseudoholomorphe Kurven
haben, dabei allerdings flexibler und insbesondere leichter zu konstruieren

sind.

Als Grundlage zeigen wir ein Theorem, nach dem wir eine spezielle Klasse
von Lagrangen Zylindern im Kotangentialbiindel mit einer Lagrangen Isoto-
pie verbinden konnen, falls eine symplektische Fiillung existiert. Damit mei-
nen wir eine eingebettete Familie von symplektischen Annuli, deren Rénder

auf zwei gegebenen Lagrangen Untermannigfaltigkeiten liegen.
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Diese Familie stellt eine Hyperfliche im Kotangentialbiindel dar. Wir ver-
wenden dann den charakteristischen Fluss dieser Hyperfliche, um eine geeig-

nete Familie von Lagrangen Zylindern zu konstruieren.

Es stellt sich die Frage, wie man solche symplektischen Fiillungen kon-
struieren kann. Anstelle von pseudoholomorphen Kurven, wollen wir wie be-
reits erwdhnt Minimalflichen nutzen. Deren Existenz ist einerseits leichter zu
kontrollieren, andererseits besitzen sie hiaufig sehr gutartige Eigenschaften im

Zusammenhang mit symplektischen Strukturen.

Wir untersuchen daher das Verhalten minimaler Annuli in symplektischen
Mannigfaltigkeiten und geben Kriterien dafiir an, eingebettet und symplek-

tisch zu sein.

Die vorliegende Arbeit mochte somit eine Grundlagen fiir eine Losung des

Lagrangen Isotopie-Problems mithilfe von Minimalflichen schaffen.

Wir zeigen, dass Lagrange Punkte nur iiber den Rand einer Familie von
Minimalflichen entstehen konnen, niemals spontan im Inneren. Kann man
also die Rénder hinreichend gut kontrollieren und sicherstellen, dass eine
Umgebung des Randes symplektisch bleibt, so ist bereits die ganze Familie
symplektisch.

Zur Konstruktion von Familien von Minimalflichen verwenden wir die
Ergebnisse von Bohme und Tromba, um unter geeigneten Bedingungen an die
Randkriimmung zu zeigen, wie sich immersierte Familien von Minimalflichen

ohne Verzweigungspunkte konstruieren lassen.

Um die fiir uns notwendigen Eigenschaften der Familie von Minimal-
flichen sicherzustellen, bendtigen wir sehr starke Einschrinkungen an die
Lagrangen Zylinder. Das betrifft insbesondere den Versuch, sicherzustellen,
dass die Minimalflichen der Familie paarweise disjunkt sind. Diese Starrheit
verhindert schlieflich eine ausreichende Flexibilitdt bei der Wahl der Rand-
daten, um Eingebettetheit sicherzustellen, und das Einwandern Lagranger

Randpunkte zu verhindern.

Diese Einschriankungen sind mehr technischer Natur und es sollten deut-

lich schwichere Ausgangsbedinungen an die Lagrangen Zylinder méglich sein.
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Damit wére zu einem spiteren Zeitpunkt mehr Flexibilitdt vorhanden, um
passende Minimalflichen auszuwéhlen, fiir die die Eingebettetheit bewiesen

und Lagrange Randpunkte ausgeschlossen werden kénnen.
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Kapitel 1
Grundlagen und Notation

Wir wollen zunichst einige Grundbegriffe aus der symplektischen Geome-
trie zusammenstellen. Zu Beginn erldutern wir kurz, was eine symplektische
Mannigfaltigkeit ist und fiithren fast-komplexe Strukturen ein. Die fiir uns
interessanten Lagrangen Untermannigfaltigkeiten werden definiert und eini-
ge zentrale Eigenschaften erldutert. Schlieflich wenden wir uns den Kotan-
gentialbiindeln zu, die uns als umgebende Raume durch die gesamte Arbeit
begleiten werden. Dabei fithren wir die wichtigsten Notationen und Begriffe
ein. Eine dariiber hinaus gehende Einfiihrung in die symplektische Geometrie
findet sich zum Beispiel in [MS9§].

1.1 Symplektische Geometrie

Eine symplektische Mannigfaltigkeit X ist eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit zusammen mit einer geschlossenen, nicht-degenerierten 2-Form w. Fiir
eine symplektische Mannigfaltigkeit (X, w) der Dimension 2n erfiillt w also
die beiden Bedingungen
dw =20 (1.1.1)
w" #0 (1.1.2)
Symplektische Mannigfaltigkeiten sind offenbar immer von gerader Dimensi-

on, da sonst w nicht nicht-degeneriert sein kann. Eine Untermannigfaltigkeit
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1.1 GRUNDLAGEN UND NOTATION

M C (X,w) heifst symplektisch, falls w|,, nicht-degeneriert ist.

Falls im umgekehrten Extremfall w|,, verschwindet, so heift M isotrop
und im Falle dim M = n Lagrange. Man beachte, dass n die maximale Di-

mension isotroper Untermannigfaltigkeiten darstellt.

Morphismen zwischen symplektischen Mannigfaltigkeiten sollen selbstver-

standlich die symplektische Struktur erhalten. Ein Diffeomorphismus
¢ (X, wx) — (Y,wy) (1.1.3)
heifst Symplektomorphismus, falls
Prwy = wy. (1.1.4)

Entsprechend heiflen zwei symplektische Mannigfaltigkeiten (X, wy), (Y, wy)

symplektomorph, falls es einen Symplektomorphismus
Qb : (X, WX) — (Y, wy) (115)

gibt.

Eine zentrale Eigenschaft symplektischer Mannigfaltigkeiten ist das Feh-
len lokaler Invarianten. Im Gegensatz zur Riemannschen Geometrie, wo lokale
Invarianten wie die Kriimmung eine wichtige Rolle spielen, sind alle symplek-
tischen Mannigfaltigkeiten lokal symplektomorph.

Lokales Modell ist dabei eine Umgebung im euklidischen Raum R?" mit

der Standardform

i=1

Es gilt ndmlich das Theorem von Darboux, welches zeigt, dass alle anderen

symplektischen Mannigfaltigkeiten lokal symplektomorph zu (R%n,w) sind

(s [MS98]).

Theorem 1.1. Sei (X,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimensi-
on 2n. Dann gibt es fiir jeden Punkt p € X eine Umgebung U, eine offene

Menge V' in R®*™ und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V so dass ¢*wy = w.
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Symplektische Geometrie 1.1

Fiir n = 1 ist das Modell einer symplektischen Mannigfaltigkeit also R?
mit wg = dx A dy. Jede 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist gleichzeitig
Lagrange.

Interessanter ist der Fall n = 2. Hier betrachten wir den 4-dimensionalen
euklidischen Raum zusammen mit der symplektischen Struktur wy = dx; A
dyy + dxy A dys. Lagrange sind hier Flachen, d.h. 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten. Offenbar sind hier nicht mehr alle Flichen Lagrange Unter-
mannigfaltigkeiten, wie das Beispiel des symplektischen Unterraumes, der

durch die Vektoren Oz, 0y, aufgespannt wird, zeigt.
Es ist haufig sinnvoll, beim Studium symplektischer Mannigfaltigkeiten

zusitzliche Strukturen einzufithren. Neben Riemannschen Metriken ist hier-
bei besonders das Zusammenspiel von symplektischen und fast-komplexen

Strukturen hervorzuheben, welches sich in vielen Féllen als niitzlich erweist.

Definition 1.2. Eine fast-komplexe Struktur J auf einer differenzierbaren

Mannigfaltigkeit X ist ein Biindel-ITsomorphismus
J:TX -TX (1.1.7)

so dass
J? = —id. (1.1.8)

Sei X eine symplektische Mannigfaltigkeit mit symplektischer Form w.
Dann heifst eine fast-komplexe Struktur J zahm, falls in jedem Punkt p € X

w(v, Jv) >0 (1.1.9)
fiir alle Tangentialvektoren v € T, X gilt, mit Gleichheit genau dann, falls
v=0.

Eine zahme fast-komplexe Struktur heifst kompatibel, falls zusitzlich fiir

alle p € X gilt:
w(v,w) = w(Jv, Jw) fiir v,w € T,X (1.1.10)

Dann ist
gs(v,w) = w(v, Jw) (1.1.11)
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1.1 GRUNDLAGEN UND NOTATION

eine Riemannsche Metrik. Umgekehrt 14t sich die symplektische Struktur

aus J und g; zuriickgewinnen. Es gilt:
w(v,w) = g;(Jv,w) (1.1.12)

Zu jeder symplektischen Mannigfaltigkeit gibt es ein Vielzahl kompati-
bler fast-komplexer Strukturen. Dabei ist der Raum aller kompatiblen fast-

komplexen Strukturen zusammenziehbar ([MS98|, Proposition 4.1).
Eine fast-komplexe Struktur J heifit integrabel, falls es komplexe Karten

¢:U—X,UcC" (1.1.13)

gibt, so dass
dpoi=Jodo, (1.1.14)

also d¢ eine i-J-lineare Abbildung ist. Daraus folgt, dass X eine komplexe

Mannigfaltigkeit mit komplexer Dimension dim¢ = n ist.

Eine symplektische Mannigfaltigkeit (X,w) mit einer integrablen, zu w
kompatiblen, fast-komplexen Struktur J heifst Kihler-Mannigfaltigkeit. Die
Metrik g; heift dann Kéhler-Metrik und w wird auch Kéahler-Form genannt.
Anders gesagt ist eine Kdhler-Mannigfaltigkeit eine komplexe Mannigfaltig-
keit der komplexen Dimension n, zusammen mit einer Riemannschen Me-
trik ¢ und einer nicht-degenerierten 2-Form auf der zugrunde liegenden 2n-

dimensionalen reellen Mannigfaltigkeit, so dass:
w(v, w) = g(Jv,w) (1.1.15)

wobei J : T,X — T,X die durch die komplexen Karten auf 7, X induzierte
Multiplikation mit ¢ darstellt.

Zur Integrabilitit von fast-komplexen Strukturen ldsst sich festhalten:
Eine fast-komplexe Struktur J auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit

X ist genau dann integrabel, wenn der Nijenhuis-Tensor
Ny(v,w) = [Jv, Jw] — J [Jv,w] — J [v, Jw] — [v, W] (1.1.16)

auf allen Vektorfeldern v,w : X — TX verschwindet. Auf 2-dimensionalen

Mannigfaltigkeiten, d.h. Flichen, verschwindet der Nijenhuis-Tensor immer.
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Lagrange Isotopien 1.2

Daher ist eine fast-komplexe Struktur auf einer Riemannschen Flache immer

integrabel.

1.2 Lagrange Isotopien

In der klassischen Knotentheorie werden Einbettungen von S! — R3 klassifi-
ziert. Dabei werden zwei Einbettungen genau dann als dquivalent angesehen,
falls sie sich durch eine Familie von Einbettungen ineinander iiberfiihren las-
sen, also isotop sind. Als Knoten oder “verknotet” bezeichnen wir eine Ein-
bettung, die nicht zur Standard-S! C R? C R3 isotop ist.

Wir miissen noch definieren, was genau wir unter eine Isotopie verstehen

wollen. Seien M, N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Definition 1.3. Eine (C*)-Isotopie von M in N ist eine (C*)-glatte Abbil-
dung:

F:MxI—N (1.2.1)

so dass die Abbildungen
F,:M—N (1.2.2)
x+— F(x,t) (1.2.3)

fiir jedes ¢t € I Einbettungen sind. Die beiden Einbettungen F{, F7 heifen

dann zueinander isotop.

Bemerkung 1.4. Um im Folgenden stets eine ausreichende Differenzierbarkeit
gewidhrleisten zu konnen, setzen wir k£ >> 5 voraus, wobei es sich hierbei nicht
um eine scharfe Bedingung handelt. Wir fordern also, dass alle Abbildungen
"glatt genug sind", umgehen aber die technischen Schwierigkeiten, die aus

einer Verwendung von C'*°-glatten Abbildung entstehen.

Sofern nicht explizit anders erwidhnt, meinen wir entsprechend mit glatt

immer C*-glatt.

Ein Sperzialfall sind Isotopien fiir die M = N. Solche Isotopien heifen
auch Diffeotopien. Ist U C N eine Untermannigfaltigkeit, und +: U — N die
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1.2 GRUNDLAGEN UND NOTATION

Inklusion, so nennen wir Isotopien F; mit Fy = ¢ auch Isotopien von U und
sagen, dass die Untermannigfaltigkeit F;(U) isotop zu U ist. Es stellt sich die
Frage, wann solche Isotopien zu Diffeotopien fortgesetzt werden kénnen. Fiir
kompakte Untermannigfaltigkeiten U C N und ON = () liefert dass folgende
Theorem die Antwort (s. [Hir94], Thm 1.3):

Theorem 1.5. Sei U C N eine kompakte Untermannigfaltigkeit und F :

U x I — N eine Isotopie von V. Dann gibt es eine Fortsetzung von F; zu
einer Diffeotopie Fy: N x I — N.

In diesem Fall konnen Isotopien von kompakten Untermannigfaltigkei-
ten also stets fortgesetzt werden. Dennoch ist die Unterscheidung zwischen
Diffeotopien und Isotopien von Bedeutung. Insbesondere wenn wir noch zu-
siatzliche Bedingungen an die Isotopien stellen, ist keineswegs klar, ob sich

diese - inklusive der zu erfiillenden Bedingungen - zu Diffeotopien fortsetzen.

In groferen Dimensionen, insbesondere im R*, gibt es keine verknoteten
Einbettungen der Form S!' — R™. Alle Einbettungen S' — R", n > 3 sind
isotop.

Wir vergrofsern daher die Dimension des Definitionsbereichs, betrachten
also nunmehr Einbettungen von geschlossenen Flichen Y — R*. Sei dazu
eine vorgegebene geschlossene Riemannsche Fliche ohne Rand und ¢y, ¢ :
¥ — R* zwei Einbettungen von ¥ in R*.

Wie im Fall von Knoten in R? kénnen wir fragen, ob zwei derartige Fli-
chen isotop sind. Offenbar ist das nicht automatisch der Fall, wie man am
Beispiel eines um eine Achse rotierten Knotens sieht. Sei k : S' — R? eine

Einbettung von S* im oberen Halbraum
Ri = {(l‘l,ZL‘Q,ZL‘g) } xr3 > O} (124)
und betrachte die Abbildung

¥R x ST — R (1.2.5)
(21, 29, 23),0) — (21, 2, x38I0(0), —213 cOS(H)) (1.2.6)



Lagrange Isotopien 1.2

R4

) N\
™

Abbildung 1.1: Konstruktion einer verknoteten Fliache durch Rotation eines

Knotens in R3

Dann ist

Y=5"xS" - R (1.2.7)
(s,0) — W(k(s),0) (1.2.8)

ein eingebetteter Torus in R* (s. Abbildung [CJ). Dieser ist genau dann iso-
top zum Standard-Torus S' x S! € R*, wenn die Einbettung k isotop zum

[

Unknoten ist. Es macht also Sinn, von “verknoteten” Flichen bzw. Unter-

mannigfaltigkeiten in R* zu sprechen.

Fiir beliebige 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten gibt es zusétzlich topo-
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1.2 GRUNDLAGEN UND NOTATION

logische Hindernisse, damit zwei Einbettungen einer geschlossenen Riemann-

schen Fliche X isotop zueinander sein konnen. Nehmen wir an,
¢07 ¢1 X=X (129)

sind Einbettungen von X in eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
repriasentieren die Bilder g = ¢o(X) und ¥; = ¢1(X) Homologieklassen
A =3, B =[%;] € Hy(M). Falls ¢y, ¢, und damit ¥, ¥, isotop sind, muss
jedenfalls A = B gelten.

Uns interessieren an dieser Stelle allerdings nur differentialgeometrische
Obstruktionen, d.h. wir werden stets voraussetzen, dass die zu untersuchen-

den Fldchen homolog und diffeomorph sind.

In unserem Fall sind die Objekte, die wir klassifizieren mochten, Lagrange
Untermannigfaltigkeiten in symplektischen Mannigfaltigkeiten. Im Grunde
ist die Situation eine ganz dhnliche wie zuvor. Wir betrachten nun Isotopie-
Klassen von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten. Die einfachste Frage dies-
beziiglich ist: Gibt es verknotete Lagrange Untermannigfaltigkeiten? Oder

sind vielleicht alle Lagrangen Untermannigfaltigkeiten isotop zueinander?

Zunichst miissen wir erkldren, was genau “isotop” fiir eine Lagrange
Untermannigfaltigkeit bedeuten soll. Aufgrund der zusétzlichen (symplek-
tischen) Struktur auf dem umgebenden Raum lassen sich drei Typen von

[sotopien unterscheiden:

(i) Isotopien in der differenzierbaren Kategorie
(ii) Lagrange Isotopien

(iii) Hamiltonsche Isotopien

In der differenzierbaren Kategorie gilt: Zwei Lagrange Untermannigfal-
tigkeiten Lg, Ly heifen (differenzierbar) isotop, falls es eine Familie L; von

differenzierbaren Einbettungen gibt, die die beiden verbindet.

Zusitzlich konnen wir nun auch die symplektische Struktur in Betracht

ziehen und verlangen, dass die Eigenschaft, Lagrange zu sein, wihrend der
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Lagrange Isotopien 1.2

Isotopie erhalten bleibt. Entsprechend heiften Lg, Ly Lagrange isotop, falls

sich die Familie L; durch Lagrange Einbettungen realisieren lisst.

Hamiltonsch isotop zu sein ist eine noch stiarkere Forderung: Sind zwei La-
grange Untermannigfaltigkeiten Hamiltonsch isotop, so gibt es eine Isotopie

¢, o dass
d
ﬁqﬁt (1.2.10)

ein Hamiltonsches Vektorfeld ist, d.h. die 1-Form

V¢ 1=

Vpw = w(vy, +) (1.2.11)
ist exakt. Mit anderen Worten gibt es eine (zeitabhingige) Funktion
H:X =R, (1.2.12)

deren Hamiltonscher Fluss eine Isotopie zwischen L, L; darstellt.

Offenbar gilt:

Hamiltonsch isotop (1.2.13)
=Lagrange isotop (1.2.14)
=differenzierbar isotop (1.2.15)

Die folgende Fragestellung ist auch als “Lagranges Isotopie Problem” be-
kannt: Seien Ly, L1 gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeiten in einer sym-
plektischen Mannigfaltigkeit X der reellen Dimension 4. Wann sind die Fla-

chen Ly, L; isotop (in einer der drei obigen Weisen) zueinander?

Fiir beliebige X ist eine allgemeine Antwort auf das Lagrange Isotopie
Problem unbekannt und schon fiir R* ist die Frage nicht vollstindig beant-
wortet. Beschrinken wir uns noch weiter, so bietet sich als symplektische

Mannigfaltigkeit das Kotangentialbiindel einer Riemannschen Fliche ¥ an.

Dieses ist in kanonischer Weise eine symplektische Mannigfaltigkeit. Sind
niamlich (p1, p2) Koordinaten auf ¥ und (p1, p2, ¢1, ¢2) die induzierten Koor-

dinaten auf T}, so haben wir zunéchst die kanonische 1-Form auf 7%

2
A=) qidp; (1.2.16)
=1



1.3 GRUNDLAGEN UND NOTATION

Offenbar ist w = —dA eine nicht-degenerierte, geschlossene 2-Form und damit
symplektisch. Da A nicht von der Wahl der Koordinaten (p;) auf ¥ abhéingt,

ist auch w unabhéngig von den Koordinaten auf > definiert.

Die Betrachtung von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten in Kotangenti-
albiindeln entspricht bei genauerem Hinsehen einer lokalen Sichtweise. Sei L
namlich eine kompakte Lagrange Untermannigfaltigkeit in einer beliebigen
symplektischen Mannigfaltigkeit X. Dann ist nach dem Lagrangen Umge-
bungssatz eine Umgebung von L symplektomorph zu einer Umgebung des
Nullschnitts im Kotangentialbiindel von L. Fiir eine Lagrange Untermannig-
faltigkeiten L C X koénnen wir C%-nahe Lagrange Untermannigfaltigkeiten
also als Untermannigfaltigkeiten von 7™ L auffassen - unabhingig von X. Die-

se Tatsache ist Inhalt des wohlbekannten Lagrangen-Umgebungssatzes von

Weinstein [Wei7l] (s. beispielsweise [MS9§]):

Theorem 1.6. Sei (X,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und L C X
eine kompakte Lagrange Untermannigfaltigkeit. Dann existiert eine Umge-
bung N(Lg) C T*L des Nullschnitts Ly, eine Umgebung V C X wvon L und
ein Diffeomorphismus ¢ : N(Lg) — V so dass

p'w=—d\ ¢, =id (1.2.17)

wobei X die kanonische 1-Form auf T* L bezeichnet.

Aus diesem Grund scheint es naheliegend zu sein, das Lagrange Isotopie-
Problem zunéchst auf Kotangentialbiindeln zu 16sen und nicht - wie man

vielleicht vermuten konnte, im euklidischen R*.

Betrachten wir eine Riemannschen Fliche > und eine Lagrange Einbet-
tung ¥ — (7*3, —d\). Wir setzen voraus, dass diese homolog (und damit
homotop) zum Nullschnitt ist. Entsprechend der obigen Typen von Isotopien
ergeben sich dann drei Fragestellungen: Ist die Lagrange Untermannigfaltig-

keit differenzierbar, Lagrange oder sogar Hamiltonsch isotop?
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Kotangentialbiindel 1.3

L

Abbildung 1.2: Schematisches Bild eines Biindels

1.3 Kotangentialbiindel

Wir werden das Lagrange Isotopie-Problem fiir Kotangentialbiindel {iber Fla-
chen untersuchen. Genauer gesagt schrinken wir uns auf eine ganz spezielle
Fliche, nimlich den Zylinder S* x R ein. Er soll den Grundbaustein fiir den

allgemeinen Fall von beliebigen Riemannschen Flachen darstellen.
Sind
(0,t),0<60 <2mteR (1.3.1)

Koordinaten auf S' x R, so induzieren diese auch Koordinaten auf dem Ko-
tangentialbiindel
X :=T*(S* x R). (1.3.2)

Uber einem Punkt (6,t) ist nimlich T(’;i)(S1 x R) aufgespannt durch dé, dt.

Das liefert eine Trivialisierung
XS S xRxR*> S x R? (1.3.3)

mit Koordinaten (6,¢,z,y).

Auf X existiert eine kanonische symplektische Form wq, gegeben durch
wp = dod Adz +dt Ady (1.3.4)
Sei ¢ : S' x R — X eine Immersion und bezeichne
L := ¢(S" x R) (1.3.5)
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1.3 GRUNDLAGEN UND NOTATION

das Bild von ¢. Dann heiftt L Lagrange, falls iiberall ¢*wy = 0 gilt. Einfachstes
Beispiel fiir eine Lagrange Untermannigfaltigkeit ist der Nullschnitt:

¢ : (0,t) — (0,t,0,0) (1.3.6)
Dann ist ¢jwy = 0 nach Definition von wy. Allgemein ist ein Schnitt
¢ (0,t) — (0,t,x(0,1),y(0,1)) (1.3.7)
genau dann Lagrange, falls die zu dem Schnitt ¢ gehorige 1-Form
a, =xdf+ydt (1.3.8)

geschlossen ist. Ist o, sogar exakt, so heift auch ¢ (bzw. die durch ¢ gegebene
Lagrange Untermannigfaltigkeit L) exakt.

Im Fall von Kotangentialbiindeln ist wy nicht nur geschlossen, sondern

sogar exakt, d.h. wy = — d )\ fiir
Ao = xdf + ydt. (1.3.9)

Die 1-Form Aq heifst auch Liouville-Form auf X. Der Pullback von Ay unter
einem Schnitt ¢ mit einem Schnitt entspricht der zugehorigen 1-Form ay. Das
Bild einer Abbildung ¢ ist also genau dann Lagrange, falls ¢*\y geschlossen
ist.

Des weiteren wird die Existenz einer Riemannschen Metrik in vielen Fal-
len eine Hilfe sein. Insbesondere werden wir einigen Gebrauch von Minimal-
flichen machen, fiir die die Wahl einer geeigneten Metrik natiirlich essentiell
ist.

Im Fall das Zylinders bietet sich die Wahl einer kanonischen glatten Me-
trik an, die zudem flach ist, nimlich die Standard-Produktmetrik auf S' x R.
Mit Hilfe der Koordinaten auf X konnen wir diese leicht auf X fortsetzen

und erhalten eine flache Metrik ¢ auf ganz X.
In Koordinaten (6,¢,z,y) auf X ist dann (g,;) = id.

Ebenso besitzt X eine passende komplexe Struktur J:
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Bekannte Ergebnisse 1.4

00 -1 0
00 0 -1
J = (1.3.10)
10 0 0
01 0 0

Damit wird X zu einer Kdhler-Mannigfaltigkeit mit komplexen Karten
(0,t,2,y) — (0 + iz, t +iy) € C* (1.3.11)

Die Metrik auf S* x R ist flach, ebenso die induzierte Metrik auf X. Auf
diese Weise wird X = T*(S! x R) zu einer flachen Kihler-Mannigfaltigkeit.

1.4 Bekannte Ergebnisse

Zunichst konnten Eliashberg und Polterovich 1996 in [EEP96] ein lokales Er-

gebnis formulieren:

Theorem 1.7. Jede Lagrange Einbettung von R? in (R*, wy), die im Unend-
lichen flach ist, ist isotop zur flachen Einbettung. Die Isotopie kann durch

eine Hamiltonsche Isotopie mit kompaktem Trdger realisiert werden.

1993 zeigten dieselben Autoren in [EP93|, dass im Kotangentialbiindel
von S?% oder T? jede Lagrange Fliche, die homolog zum Nullschnitt ist, (in

der differenzierbaren Kategorie) isotop zum Nullschnitt ist:

Theorem 1.8 (Thm 1.1.A in [EP93]). Sei ¥ die Sphire S? oder der Torus
T?. Dann ist jede Lagrange Fliche L C T*Y, die homolog zum Nullschnitt

st auch isotop zum Nullschnitt

Dabei ist bemerkenswert, dass nicht vorausgesetzt wird, dass L diffeo-
morph zu ¥ (und damit dem Nullschnitt) ist. Vielmehr reicht, dass L dieselbe

Homologieklasse reprisentiert wie der Nullschnitt.

Eine gute Ubersicht iiber einige zentrale Ergebnisse zu Lagrangen Isoto-
pien findet sich in der Arbeit [EP97)].
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1.5 GRUNDLAGEN UND NOTATION

Natiirlich steht zu vermuten, dass dieses Ergebnis auch iiber anderen
Riemannschen Fliachen gilt. Auferdem wiirde man isotop gern durch das

stiarkere Lagrange isotop ersetzen.

Vermutung 1.9. Sei L eine Riemannsche Fliche und L — T*L eine zusam-
menhdngende Lagrange Untermannigfaltigkeit, die homolog zum Nullschnitt

in T*L ist. Dann ist L (Lagrange) isotop zum Nullschnitt.

In der differenzierbaren Kategorie wurde ein entsprechendes Resultat von

Hind und Tvrii gezeigt.
Theorem 1.10 ([HIO6], Thm 1.1). Sei T*L das Kotangentialbindel einer

Riemannschen Fliche mit ihrer kanonischen symplektischen Struktur und
Ly C T*L sei eine zusammenhdngende Lagrange Untermannigfaltigkeit, die

homolog zum Nullschnitt Ly in T*L ist. Dann ist Ly differenzierbar isotop zu
Ly.

Ebenso wie in der Argumentation von Eliashberg und Polterovich wer-
den die Lagrangen Untermannigfaltigkeiten dabei aber nach der Einfiihrung
passender neuer Strukturen zu symplektischen Untermannigfaltigkeiten. Fiir
diese wird dann ein analoges “symplektisches Isotopie-Problem” gelost. Auf
diese Weise lassen sich folglich nur differenzierbare, nicht aber Lagrange Iso-

topien erzeugen.

Der Beweis von Theorem [[7] wird anders angegangen: Existiert eine ge-
eignete (“einfache”) Hyperfliche, die die Lagrange und die flache Ebene ent-
héilt, so kann man mit Hilfe der charakteristischen Blitterung eine Lagrange
[sotopie konstruieren. Diesen Weg wollen wir auch in unseren Untersuchun-
gen verfolgen. Wéhrend in den zugehorigen Beweisen jedoch Gebrauch von
pseudoholomorphen Kurven gemacht wird, werden wir Minimalflichen ver-

wenden, um geeignete Hyperflichen zu konstruieren.

1.5 Eigene Ergebnisse

Von obigen Ergebnissen ausgehend wollen wir eine Lagrange Isotopie kon-

struieren. Wir konzentrieren uns dabei auf einen Spezialfall: Als Riemannsche
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Eigene Ergebnisse 1.5

Mannigfaltigkeit wéhlen wir den Zylinder und setzen voraus, dass L aufer-
halb einer kompakten Menge mit einem konstanten Schnitt in 7*(S' x R)

iibereinstimmt.

Wir betrachten die folgende Situation: L = S' x R sei ein C*-glatter
Lagranger Zylinder in X = S* x R3, wobei L auf {|t| > C} fiir ein r > 0 mit
dem Standard-Zylinder

Z, ={(0,t,r,0) € X | (6,t) € S" x R} (1.5.1)
ibereinstimmen soll. Dann bezeichnen wir mit F; die "Fasern"
F={(0,72,y) €S xR | 7=t} (1.5.2)
und mit I'; den Schnitt von L mit F}:

Sei ¢ : S'xR — X eine C*-glatte Parametrisierung von L. Mit -, bezeichnen
wir die Kurven

Y ={(6,7,0,0) € S' x R* 7 =1t} (1.5.4)

auf dem Nullschnitt
Lo={(6,7,0,0) € S" x R*} (1.5.5)

d.h. die Schnitte Ly N F}.

Wir setzen von hier an voraus, dass L die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Ty ist fiir alle ¢ € R eine einfach geschlossene Kurve in F; mit

te(ly) < 2 (1.5.6)

(i) ¢(0,t) = (0,t,7,0) fiir [t| > C, r > 0 und eine Parametrisierung ¢ von
L

(iii) LN Ly =0
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1.5 GRUNDLAGEN UND NOTATION

wobei wir mit tc(T';) die totale Kriimmung von I'; bezeichnen: Ist ¢ : ST — T

eine Bogenldngen-Parametrisierung von I';, so sei

te(Ty) = [ |"(s)|ds (1.5.7)

Iy
Im Kapitel Plerldutern wir zunéchst, wie sich eine Lagrange Untermannig-
faltigkeit mit Hilfe einer geeigneten Hyperfliche entknoten lisst. Der Beweis

nutzt die charakteristische Blatterung der Hyperfliche und beruht auf Ideen

von [EP96)].

Theorem A (Theorem BH). Sei L eine Lagrange Untermannigfaltigkeit, die
fir |t| > C mit einem der Standard-Zylinder Z.,r > 0 dbereinstimmt.

Falls es eine C*-glatte symplektische Fiillung zwischen L und Lq gibt, die
fir |t| > C mit der Standard-Fillung

Al ={(6,t,p,00e X |05, 0<p<r} (1.5.8)

von Z, tbereinstimmt, so ist L Lagrange unverknotet. Genauer gesagt gibt
es eine C*-glatte Familie L, Lagranger Untermannigfaltigkeiten, die auf
{It| > C} mit den Standard-Zylindern Z, ubereinstimmt und L mit Ly ver-
bindet.

Dabei verstehen wir unter einer symplektischen Fiillung zwischen L und
Lg eine Familie eingebetteter, disjunkter, symplektischer Annuli A; mit Rand
auf L, Ly, so dass | J A; = LU Lgy. Die Vereinigung der Annuli ist dann eine
Hyperfliche deren Rand aus der Lagrangen und dem Nullschnitt besteht und
die durch die symplektischen Annuli geblittert ist.

Es stellt sich die Frage, wie sich solche Hyperflichen auf kontrollierte
Weise konstruieren lassen. Dazu wollen wir Minimalflichen verwenden. Uber
diese sind zahlreiche Ergebnisse bekannt, auch iiber ihre speziellen Eigen-
schaften in Kdhler-Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten daher in Kapitel Bl die
wichtigsten Eigenschaften von Minimalflichen in Kadhler-Mannigfaltigkeiten.

Zunichst sind Stabilitit und Eingebettetheit als rein differentialgeometri-

sche Eigenschaften von Bedeutung. Im unserem Zusammenhang ist dariiber

16



Eigene Ergebnisse 1.5

hinaus das Zusammenspiel mit auf der umgebenden Mannigfaltigkeit gege-
benen komplexen und symplektischen Strukturen von Bedeutung. Wir un-
tersuchen daher schliefslich das Auftreten komplexer und Lagranger Punkte
auf Minimalflichen mit Rand.

Das bekannte Ergebnis, dass die Anzahl von komplexen Punkten einer
Minimalfliche eine topologische Invariante ist, iibertragen wir auf Flichen
mit Rand. Es zeigt sich, dass solche Punkte ausschlieflich iiber den Rand

entstehen konnen. Ahnliches gilt fiir Lagrange Punkte. Genauer zeigen wir:

Proposition 1.11 (Proposition B20). Sei M; eine C*-glatte Familie von
Minimalfiichen mit Rand in einer symplektischen 4-dimensionalen Mannig-
faltigkeit. Falls My symplektisch ist und fiir kein t am Rand von M; Lagrange
Punkte auftreten, so sind alle M; symplektisch.

Um eine geeignete Hyperfliche zum Entknoten zu konstruieren, verwen-
den wir in Kapitel @l Familien von Minimalflichen. Wie zuvor setzen wir
voraus, dass L = S! x R ein eingebetteter, C*-glatter Lagranger Zylinder in

X = S x R? ist, der folgenden Bedingungen geniigt:
(i) T ist fiir alle £ € R eine einfach geschlossene Kurve in F; mit

te(ly) < 2 (1.5.9)

(i) ¢(0,t) = (6,t,7,0) fir |t| > C, r > 0 und eine Parametrisierung ¢ :
Sl xR — L von L.

(iii) LN Ly =10
Konkret zeigen wir:

Theorem B (S.B3). Sei L C X ein Lagranger Zylinder, der obige Bedingun-

gen erfillt. Falls fiir jedes t eine nichtkonstante, subharmonische Funktion
u: X — R (1.5.10)

existiert, so dass

Uplp, = uyl,, = const, (1.5.11)
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1.5 GRUNDLAGEN UND NOTATION

so gibt es eine Fillung mit minimalen Annuli zwischen L und dem Nullschnitt
Lyg.

Auf diesem Weg konnen wir fiir geeignete Lagrange Flachen eine Fiillung
konstruieren, wobei noch offen ist, unter welchen Bedingungen diese Fiillung
eine symplektische Fiillung ist. Wir werden abschliefend einige Bedingun-
gen untersuchen, die geeignet sein konnten, sicherzustellen, dass die Fiillung
symplektisch ist. Hierbei geniigt es aufgrund von Proposition B20, die Rén-
der der Minimalflichen zu kontrollieren und zu verhindern, dass am Rand

Lagrange Punkte entstehen.

Konnte man sicherstellen, dass eine solche Fiillung auch symplektisch
ist, konnte man die gesuchte Lagrange Isotopie mit Hilfe von Theorem

konstruieren.
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Kapitel 2

Entknoten mittels symplektischer

Fiullungen

Um einen Weg zu finden, eine gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeit
durch eine Familie Langranger Untermannigfaltigkeiten auf den Nullschnitt
zu isotopieren, ist es notwendig, zusitzliche Strukturen zu konstruieren. Wir
betrachten zunéchst eine (geschlossene) Riemansche Fliache L. Sei Ly eine zu
L diffeomorphe und homologe Untermannigfaltigkeit in 7* L. Im Spezialfall,
dass L ein Schnitt in T*L ist, d.h. Bild einer geschlossenen 1-Form, so ist L

trivialerweise Lagrange isotop zum Nullschnitt L.

In diesem Fall nennen L, auch Lagrange unverknotet. Im allgemeinen nen-
nen wir eine Lagrange Untermannigfannigfaltigkeit in der Homologieklasse

von Ly Lagrange unverknotet, falls sie Lagrange isotop zum Nullschnitt ist.

Hétten wir also ein Symplektomorphismus
V:T"L —-T"L (2.0.1)

so dass W(L;) ein Schnitt in 7*L wére, so wire L; Lagrange unverknotet.
Den Symplektomorphismus kénnen wir als Koordinatenwechsel auffassen. In
diesem Sinne wire es also wiinschenswert geeignete Koordinaten zu konstru-

ieren, in denen L; wie ein Schnitt aussieht.

Ad hoc scheint es unmoglich, solche Koordinaten zu konstruieren. Die

Uberlegung fithrt aber zu folgender Idee: Gelingt es eine geeignete Zusatz-
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2.1 ENTKNOTEN MITTELS SYMPLEKTISCHER FULLUNGEN

struktur einzufiihren - vergleichbar mit einer Art von Koordinaten - ist es

moglich, L, zu entknoten, d.h. Lagrange in den Nullschnitt zu isotopieren.

Wir wollen zunéchst geeignete Bedingungen angeben, unter denen wir
zeigen konnen, dass eine gegebene Lagrange Untermannigfaltigkeit Lagrange

unverknotet ist.

In [EP96] konnten Eliashberg und Polterovich zeigen, dass Lagrange Un-
termannigfaltigkeiten lokal unverknotet sind. Sie untersuchen dazu Lagrange
Einbettungen R? — R*, die im Unendlichen flach sind und zeigen, dass diese
Lagrange isotop zur Standard-Einbettung von R? in R* sind. Der Beweis be-
ruht im Wesentlichen auf der Moglichkeit, eine geeignete Hyperfliche W zu
konstruieren, die von L und der flachen Ebene berandet wird. Falls eine sol-
che Hyperflache existiert, so konnen wir deren charakteristische Blatterung

nutzen, um Isotopien von L zu konstruieren.

Wir wollen diese Idee nutzen, um Lagrange Untermannigfaltigkeiten in

St xR3, dem Kotangentialbiindel des Zylinders zu entknoten. Wir betrachten
also

X =T*S"xR) = S xR? (2.0.2)

mit Koordinaten (0,t, x,y) und symplektischer Form

wo = dO Ndx + dt A\ dy. (2.0.3)

Sei L C X ein Lagranger Zylinder, d.h. eine Einbettung ¢ : S' x R — X.
Mit Ly bezeichnen wir den Nullschnitt:

Ly={r=0,y=0} C X. (2.0.4)

2.1 Hyperflichen

Wir fithren zunéchst den Begriff einer symplektischen Fiillung zwischen zwei
Lagrangen Zylindern ein. Mit X = T*(S! x R) bezeichnen wir wie zuvor das
Kotangentialbiindel des Zylinders und betrachten eine Lagrange Unterman-
nigfaltigkeit L C X mit

L= S"xR. (2.1.1)
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Hyperflichen 2.1

Sind (0, t,z,y) Koordinaten auf X = S! x R3, so setzen wir voraus, dass L
fiir || > C' mit dem Standard-Zylinder
Z, ={(6,t,r,0) € X | (6,t) € S" x R} (2.1.2)

tibereinstimmt, wobei (0, ¢, z,y) Koordinaten auf X sind.

Mit anderen Worten:
LnA{lt| >C} =Z.n{|t| > C} (2.1.3)

Mit einer symplektischen Fiillung zwischen L und Lq meinen wir eine C*-
Einbettung einer Dreimannigfaltigkeit in X mit Rand in X, die von L, L
berandet wird und symplektische Blitter hat:

Definition 2.1. Seien L; ,i = 1,2 zwei C*-glatt eingebettete Lagrange Zy-
linder in X.

Eine C*-glatte Abbildung
f:S8x[0,1]xR— X (2.1.4)
heilst symplektische Fillung zwischen L; und Lo, falls fiir die Annuli
A= (ST x [0,1] x {t}) (2.1.5)
gilt:
(i) jeder Annulus A, ist eingebettet und symplektisch.
(ii) die Annuli A; sind paarweise disjunkt.
(iii) f(S* x {0} xR) = L,
(iv) f(ST < {1} xR) = Ly

In Kapitel @l werden wir untersuchen, unter welchen Umsténden sich der-
artige Fiillungen konstruieren lassen. Zunéchst stellen wir die Frage, wie sol-

che symplektischen Fiillungen dabei helfen, Lagrange Isotopien zu erzeugen.
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2.2 ENTKNOTEN MITTELS SYMPLEKTISCHER FULLUNGEN

Die symplektische Struktur erzeugt auf jeder Hyperfliche ein Linienfeld,
die sogenannten charakteristischen Linien auf der durch die Fiillung gegege-
bene Hyperflache. Diese sind stets transversal zu den symplektischen Blét-
tern. Auferdem ist eine eingebettete Fliche in der Hyperfliche dann und nur
dann Lagrange, wenn sie iiberall tangential an die charakteristischen Linien
ist. Diese Tatsache wird uns in die Lage versetzen, eine geeignete Familie

Lagranger Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren.

2.2 Charakteristische Blitterungen

Wie jede Hyperfliche in einer symplektischen Mannigfaltigkeit besitzt auch
die symplektische Fiillung A; eine charakteristische Blitterung, die fiir uns

von grofser Bedeutung sein wird.

Wir bezeichnen mit H = |J A; die durch die symplektische Fiillung A,
definierte Hyperfliache. Sei p € H ein Punkt aus H. Der Tangentialraum 7,/
an H in p ist ein 3-dimensionaler Unterraum von 7, X. Wir betrachten die

Einschréinkung wl;, ;. Sei W das Linienfeld
W= {w e T,H | w(v,w) =0 fiir allev € T,H } (2.2.1)

der Kern von w|TpH. Da w eine nicht-degenerierte 2-Form ist, ist dim W = 1.

In Bezug auf die komplexe Struktur J auf X handelt es sich um das
orthogonale Komplement der eindeutigen J-invarianten Hyperebene in 7T, H.

Dabei ist die Riemannsche Metrik die von J induzierte Metrik
g:=g;j=wo (id®J). (2.2.2)

Ist ndmlich v € T,H, so dass Jv € T,,H, so gilt fiir jedes w € T,,H, welches
senkrecht auf v, Jv steht:

w(v,w) = —g(Jv,w) =0 (2.2.3)
w(Jv,w) = g(v,w) =0 (2.2.4)

Daraus folgt sofort, dass w € ker w|y, ;.
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Entknoten Lagranger Zylinder 2.3

Die durch das Linienfeld W auf H induzierte Blitterung heifst charakte-

ristische Bldtterung von H.

Lemma 2.2. Sei L C H eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit in H.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) L ist Lagrange
(i) ker wlp ; CT,L fiir allep € L

Beweis. Sei . C H eine Lagrange Untermannigfaltigkeit. Sei p € L ein
beliebiger Punkt in L. Es gibt eine Basis & € T,L, i = 1,2 von T,L als
& = w+ v; mit w € ker W|T,,H und v; aus der eindeutigen komplexen Ebene

in T,H. Da L Lagrange ist, gilt

0=w(&1,&2) (2.2.5)
= w(vy, v9) (2.2.6)
= g(v1, Jvo) (2.2.7)

Entweder ist also ein v; = 0 und es folgt w € 7, L. Im anderen Fall ist Jv,
senkrecht auf vy, also Jvy = aJv; a € R — {0} und somit Rv; = Ruy, d.h.
v1, U sind linear abhéngig. Daraus folgt wiederrum, dass w € 7, L. In beiden
Fillen gilt somit

ker wlp,  C T,L (2.2.8)

wie behauptet.

Sei nun umgekehrt L eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von H,
die iiberall tangential an die charakteristische Blatterung ist. Dann gibt es
fiir jedes p € L ein v € T),L mit v € ker w|y, ;. Also ist w(w,v) = 0 fiir alle
w € T,L und L ist somit Lagrange. O

2.3 Entknoten Lagranger Zylinder

Wie zuvor betrachten wir das Kotangentialbiindel X = T*(S! x R) des Zy-
linders S* x R. In Koordinaten (0,t,z,y) schreiben wir die symplektische
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2.3 ENTKNOTEN MITTELS SYMPLEKTISCHER FULLUNGEN

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines minimalen Annulus zwischen

dem Nullschnitt Ly und der Lagrangen L.

Form w = df A dx + dt N\ dy. Sei Ly der Nullschnitt in X und Hy C X die
Hyperflache
Hy={(0,t,z,y) € T*(5' xR) | y =0} (2.3.1)

Weiter bezeichnen wir fiir p € R mit 1, die Abbildung
Y, (0,t,x,y) = (0,t, 2+ p,y) (2.3.2)

Die Abbildung v, ist also nichts weiter als die einfache Translation um p in

Richtung der z-Koordinate. Fiir die spétere Konstruktion bezeichnen wir mit
ly={x=0,y=0,t=—1} (2.3.3)

und
nyg={r=0,y=0,t=1} (2.3.4)

zwei einfach geschlossene Kurven.

Sei L eine Lagranger Zylinder in X, der folgende Bedingungen erfiillt:

24



Entknoten Lagranger Zylinder 2.3

i) Ln{|t] > C} =v¢,(Lo) N{Jt] > C} fiir ein C' > 0 und ein p > 0.
Dann gilt das folgende Theorem:

Theorem 2.3 (Theorem A). Angenommen, es gibt eine C*-glatte symplekti-
sche Fillung H zwischen L und Ly, so dass H C Hy aufSerhalb von {[t| < C'}
ist. Dann ist L Lagrange unverknotet, d.h. durch eine C*~'-glatte Isotopie
Lagrange isotop zu 1,(Lg), wobei die Isotopie aufSerhalb von {|t| < C} so

gewdhlt werden kann, dass sie mit der Standard-Translation ibereinstimmt.

Beweis. Wir gehen wie folgt vor: Zuniichst definieren wir eine C*-glatte
Isotopie L, von Lagrangen Untermannigfaltigkeiten, mit L, Ly als Start- und
Endzylinder. Das Problem ist dann, die Isotopie so zu modifizieren, dass sie

fiir grofte ¢ mit der Standard-Translation {ibereinstimmt.

Indem wir evtl. eine entsprechende Koordinaten-Transformation vorneh-

men, geniigt es, den Fall C' =1, p = 1 zu betrachten.
Betrachte die Kurven I, = 9,(ly). Es gilt:

l,={r=py=0t=-1} (2.3.5)

Weiter gilt Iy C Lo, {y C L und [, C H fiir alle 0 < p < 1.

Indem wir dem charakteristischen Fluss von H folgen, erhalten wir La-
grange Untermannigfaltigkeiten N,: N, ist die Vereinigung aller Fluflinien
von H, die durch [, verlaufen. Fiir ¢ < —1 stimmt N, mit v,(Lg) iiberein.
Weiter gilt Ny = Lo und Ny = L.

Wire nun N, auf der Menge {¢ > 1} in ¢),(Lo) enthalten, so wéren wir
fertig. Das ist allerdings nicht ohne weiteres der Fall. Vielmehr ist N,N{t = 1}
eine einfach geschlossene Kurve in H N{t =1} ={t =1,y = 0}.

Wir bezeichnen den Schnitt N,N{t =1,y = 0} mit n,. Fiir jedes 0 < p <
1 ist n, eine einfach geschlossenen Kurve in {t =1,y = 0} = S x R. Weiter
gilt: nqy = 11(ng) da L = 91 (Lg) auberhalb von {|t| < 1}.

Fiir 0 < p < 1 bezeichnen wir mit A(¢_,(n,)) das Volumen der zwischen

den Kurven 1_,(n,) und ng eingeschlossene Fliche. Dabei betrachten wir
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2.3 ENTKNOTEN MITTELS SYMPLEKTISCHER FULLUNGEN

Y_,(n,) als Kurve in S' x R = {t = 1,y = 0} C X. Die Volumenform ist ge-
rade durch die Einschrinkung der symplektischen Form w auf {t =1,y = 0}
gegeben. Ist ¢_,(n,) in Koordinaten durch 6,(7),z,(7) gegeben, so gilt also

A(p—p(n,)) (2.3.6)
:/ Odx (2.3.7)
noU—p(np)
Oz, z)dz
= /5 Op(2) 5 " (2)d (2.3.8)

Lemma 2.4. Der Ausdruck A(y_,(n,)) hingt nicht von p ab und es gilt

AY—p(ny)) =0 (2.3.9)

fiir alle p € [0, 1]

Beweis. Sei
W =4y_,(L,) (2.3.10)

Auch W ist eine Lagrange Untermannigfaltigkeit, d.h. w|,, = 0. Es gilt

weiter:
Wn{t=-1} =1 (2.3.11)
Wn{t=1} =4_,(n,) (2.3.12)
Sei
W=wn{-1<t<1} (2.3.13)
so dass
OW =1y Up_,(n,) (2.3.14)
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Nach Definition von A gilt dann:

Al (n,)) = / b (2.3.15)
- / (Bdz + tdy) — / (6dz + tdy) (2.3.16)
Y—p(np) lo
:/~ (0dz + tdy) (2.3.17)
ow
- / W (2.3.18)
=0 (2.3.19)

wobei wir verwendet haben, dass

/ Odx = O/ fdx +tdy =0 (2.3.20)

lo

0

Wir betrachten die Menge aller C*-glatten Einbettungen S' — S' x R.
Offenbar sind alle solche Einbettungen gleichzeitig Lagrange Einbettungen
von S*. Die Zusammenhangskomponente der Standard-Einbettung 6 +— (6, 0)
bezeichnen wir mit £ = L£(S' x R).

Lemma 2.5. Die Menge L ist einfach zusammenhingend in der C*-Topologie.

Beweis. Sei 7, : ST — S' xR fiir s € S! eine C*-glatte Familie von einfach
geschlossenen Kurven. Sie stellt somit einen einfach geschlossenen Weg in £
dar. Unter der Identifikation S* x R = R? — {0} kénnen wir die Familie ~,

auch als Familie einfach geschlossener Kurven in R? auffassen.
Wir bezeichnen mit ¢y die Standard-Einbettung S — R2.

Um zu zeigen, dass £ einfach zusammenhiingend in der C*-Topologie ist,

reicht es zu zeigen, dass eine Familie von Abbildungen

vs 1 ST x I — R? (2.3.21)
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existiert, die C*-glatt in allen Parametern ist und fiir die gilt:

Vs(+50) = 7() (2.3.22)
Ys (1) = co() (2.3.23)
Ys(, ) £0VE eI, s € S (2.3.24)

Die letzte Bedingung stellt sicher, dass wir v,(-, ¢) wieder als Abbildungen in

St x R auffassen konnen.

Wir gehen zunéchst davon aus, dass alle Kurven ~, konvex sind. Dann
ist das von -, eingeschlossene Gebiet auch sternférmig und enthilt nach
Voraussetzung die Null. Auferdem gibt es aufgrund des kompakten Parame-

terraumes ein r > 0, so dass die abgeschlossene Scheibe
D,:={zeR*| jv| <r} (2.3.25)

fiir jedes s € S im von ~y, umschlossenen Gebiet enthalten ist. Wir konnen
davon ausgehen, dass » = 1, ansonsten reskalieren wir 7, entsprechend. Wir
definieren:
) o 1L R (2.3.26)
[7s(-, 0)]
Dann ist (-, t) die gesuchte Familie von Abbildungen.
Sind die Kurven 74 nicht konvex, so verwenden wir den Curve Shortening
Flow, bzw. das Theorem von Greyson ([CZ01]), um zunichst eine Familie

von konvexen Kurven zu erhalten.

Der Curve Shortening Flow (CSF) ist die Losung ~y(-,¢) zu der Differen-
tialgleichung
dv

5 = kn (2.3.27)

wobei n ein stetiges Einheitsnormalen-Vektorfeld und & die Kriimmung von

~ bezeichnet.

Fiir C*-glatte Kurven 7, & > 2 als Anfangsbedingung existiert der CSF
lokal, d.h. es gibt ein w < oo und eine fiir ¢ € [0,w) definierte Losung (-, t)

(vgl. Proposition 1.2 in [CZ0T]).

Der Curve Shortening Flow erhilt nicht nur Konvexitit sondern hat au-

fserdem die Eigenschaft alle Kurven nach endlicher Zeit konvex zu machen:
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Theorem 2.6 (Greyson, [CZ01] 5.1). Betrachte den Curve Shortening Flow
fiir eine glatte, eingebettete, geschlossene Kurve. Dann ezistiert ein ty < w,

so dass dass y(-,t) uniform konvex fiir alle t € (ty,w] ist.

Damit gibt es also in unserer Situation fiir beliebiges s € S! eine Losung
vs(+,t) des CSF mit Anfangswert 7,(-) und ein to(s) so dass (-, tg) konvex
ist.

Damit gibt es fiir jedes s eine Umgebung U, von s, so dass v (-, to)fiir
s’ € U, existiert und uniform konvex ist.

Da S! kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U;} C {U,}.
Sei nun f; : S' — R eine an {U;} adaptierte Zerlegung der Eins. Wir

definieren eine glatte Funktion
g(s) =Y _ fi(s) - ta, (2.3.28)

wobei t; > 0 so gewahlt ist, dass alle (-, ;) konvex fiir s € U;.

Da der CSF, die Eigenschaft, konvex zu sein, erhilt, ist

/?s('at) = /YS("t/g(s))' (2329)

eine Ck-glatte Isotopie des Weges ~, auf einen Weg 7,(-,1) von konvexen

Kurven.

O

Es sei Lo = A7(0) die Menge aller Kurven n € L fiir die die zwischen n

und ng eingeschlossene Fliche vom Volumen 0 ist. Dann gilt:

Lemma 2.7. Die Menge Ly ist einfach zusammenhingend in der C*-Topologie.

Beweis. Diese Tatsache folgt aus Lemma und der einfachen Tatsache,
dass L, ein Deformationsretrakt von L ist (s. Proposition 2.3.A in [EP96])
O

Identifizieren wir {t =1,y = 0} mit S* x R, so ist ¢_,(n,) eine Schleife
in £y und damit nach Lemma 7 zusammenziehbar in der C*-Topologie. Es

gibt also eine C*-glatte 2-Parameter Familie m, ; mit
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o

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Isotopie m, ;.

(i) mys =1_,(n,) fir1 <s<2
(ii) m,s =mno auf {s >3t U{p=0}U{p=1}

Wir fiihren einen Parameter 7 auf den Kurven m, ; ein, so dass m, s in

den Koordinaten @, z die folgende Form annimmt:
(i) O,(s,7) =7 und z,(s,7) =0auf {s >3} U{p=0}U{p=1}
(ii) 6,(s,7) =0,(1,7) und z,(s,7) = x,(1,7) fiir 1 <s <2

Wir konnen nun die Funktion

T
00, 0x 00, Ox
)= | (G255 - 5555)(s2)d 2.3.30
Yp(s: T) /0 (87' Js Js Ot (s, 2)dz ( )
definieren.
Lemma 2.8. Die oben definierte Funktion y, ist C*=D_glatt und es gilt:
Yp(s,0) = y,(s,2m) (2.3.31)

d.h. y, ist geschlossen.
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Beweis. Um zu zeigen, dass y,(s,0) = y,(s, 2m) stellen wir zunéchst fest,

dass aus Lemma P24 folgt, dass
A(m,s) =0 (2.3.32)

und damit aufgrund der Symmetrie der symplektischen Form

o ( Or, 00,
0= /0 (9’)E<8’ z) — .TPE(S, z)) dz (2.3.33)

Wir leiten diesen Term nach s ab und erhalten:

> 109, 01, 0z,
O—A (EE(S,Z)—FGP%(S,Z)) dz

(9, 00, %0,
[ (G g &
Also ist:

2T a2xp 820p
Y(s,2m) —/0 (ep&'@s (s,2) — oy (s, z)) dz (2.3.34)

Indem wir partiell integrieren erhalten wir:

00,0
Yp(s,2m) = — 8—:%(5, 2)dz +

= _yp<87 27T)7

or 0Os (5, 2)dz

wobei wir die Periodizitdt von 6, und x, verwendet haben.

Damit folgt die Tatsache, dass tatséchlich y,(s,2m) = 0. O

Wir kénnen nun Lagrange Untermannigfaltigkeiten M, definieren durch

(5,7) = (0,(5,7),8,2,(5,7) + p,yy(s, 7)) (2.3.35)

Nach Konstruktion sind die M, Lagrange und stimmen fiir 1 < s < 2 mit
N, iiberein.

Fiir s > 3 stimmt M, dagegen mit Lp = 1,(Ly) liberein. Indem wir also
N, und M, entlang 1 < s < 2 verkleben und M, fiir s > 3 durch L, fortset-
zen, erhalten wir eine C*~!-glatte Familie von Lagrangen Untermannigfal-
tigkeiten, die L mit dem Nullschnitt verbindet und auferhalb von {|t| < C'}
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mit den Standard-Zylindern L, iibereinstimmt. Damit ist das Theorem

bewiesen. O
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Kapitel 3
Minimalflachen

Um symplektische Fiillungen zu konstruieren, miissen wir versuchen, Fami-
lien geeigneter symplektischer Flichen mit gegebenen Randbedingungen zu
definieren. Die Eigenschaft, symplektisch zu sein, ist offen und damit sehr
flexibel. Um konkrete Fléchen zu erhalten, wird man sich also auf Lésungen
von Differentialgleichungen zuriickziehen miissen, die gleichzeitig garantieren,
dass ihre Losungen symplektisch sind. Zunéchst denkt man dabei an pseu-
doholomorphe Kurven. Darunter verstehen wir die Bilder von Abbildungen
f X — M in eine symplektische Mannigfaltigkeit (A, w) mit kompatibler
fast-komplexer Struktur J, die die Differentialgleichung

6f:%(df—Jofoz'):0 (3.0.1)

erfiillen. Aus der w-Kompatibilitidt der fast komplexen Struktur folgt sofort,
dass eine eingebettete pseudoholomorphe Kurve stets auch eine symplekti-
sche Untermannigfaltigkeit in M ist. Allerdings sind pseudoholomorphe Kur-
ven duferst starr und recht schwer zu kontrollieren, auch wenn sie sich an

anderen Stellen als duféerst niitzliches Instrument erwiesen haben.

Etwas flexibler - aber in vielen Punkten den holomorphen Kurven &hnlich,
da ebenfalls Losung einer elliptischen partiellen Differentialgleichung - verhal-
ten sich Minimalflachen. Dabei stellen wir fest, dass jede pseudoholomorphe
Kurve auch eine Minimalfliche beziiglich der von J (und w) induzierten Me-

trik g, ist. Wir erweitern also die Menge der betrachteten Objekte, um mehr
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3.0 MINIMALFLACHEN

Flexibilitdt zu erhalten, bezahlen aber gleichzeitig damit, dass Minimalfla-
chen nicht mehr automatisch symplektisch sind. Es ist daher unsere Aufgabe,
geeignete Bedingungen zu finden, unter denen wir sicherstellen kénnen, dass
Minimalflichen symplektisch sind. Diese Untersuchung ist das zentrale The-

ma dieses Kapitels.

Wir wollen im Folgenden einige Grundlagen zum Thema Minimalflichen
zusammentragen, die fiir uns von Bedeutung sind. Zunichst betrachten wir
die grundlegenden Definitionen und untersuchen dann topologische Voraus-
setzungen, unter denen sich Verzweigungspunkte ausschliefen lassen, bzw.
Minimalflichen eingebettet sind. Schliefslich untersuchen wir spezielle Eigen-

schaften von Minimalflichen in K&hler-Mannigfaltigkeiten.

Minimalflichen sind ein klassisches Thema in der Geometrie und relativ
gut verstanden. Fiir uns wird es wichtig sein, die symplektischen Eigenschaf-
ten von Minimalflichen zu verstehen. Eines der wichtigsten Ergebnisse die-
ses Kapitels ist, dass die Anzahl von komplexen Punkten und die Existenz
Lagranger Punkte durch topologische Invarianten beschrieben werden. Be-
trachtet man folglich Familien von Minimalflichen mit Rand, so reicht es,
die Randdaten geeignet vorzugeben, um eine globale Kontrolle iiber komple-
xe und Lagrange Punkte der Minimalflichen zu erhalten. Auf diesem Weg
konnen wir fiir Minimalflichen die Eigenschaft symplektisch zu sein kontrol-
lieren, solange wir geniigend gute Aussagen iiber das Randverhalten treffen

konnen.

Dabei betrachten wir Eigenschaften komplexer Punkte auf Minimalfl4-
chen und ihren Zusammenhang zu charakteristischen Klassen. Wir stellen
einige bekannte Ergebnisse vor und erldutern ihren Hintergrund. Wir iiber-
tragen diese Prinzipien dann auf Minimalflichen mit Rand. Durch Anwen-
dung des Minimumprinzips auf die Tangentialabbildung der Minimalfliche
konnen wir dann auch das Entstehen von Lagrangen Punkten im Inneren der

Flachen kontrollieren.

Schlieflich werden wir geeignete Randbedingungen untersuchen. Nach-
dem wir gezeigt haben, dass Lagrange Punkte nicht spontan im Inneren ent-

stehen konnen, miissen wir untersuchen, welche Bedingungen nétig sind, um
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Definition und Grundlagen 3.1

das Entstehen Lagranger Punkte auf dem Rand einer Minimalfliche auszu-

schliefen.

3.1 Definition und Grundlagen

Sei I' eine einfach geschlossene Kurve in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(X,g), d.h. das Bild einer differenzierbaren Einbettung o : S — X. Fiir
eine Ubersicht iiber bekannte Ergebnisse in der Theorie der Minimalflichen
sei [CM06] oder auch [Oss86] empfohlen.

Eine orientierbare Flache M C X mit OM = I ist dann eine Minimal-
fliche, wenn sie ein kritischer Punkt des Flachenfunktionals ist. Bezeichnet,
also Vol(M) das Volumen von M mit der auf M induzierten Metrik, so soll

fiir jede normale Variation
M; = {z +tn(z) |z € M} (3.1.1)

mit einem normalen Vektorfeld n € NM, nl,,, = 0 gelten:

d
— Vol(M,;) = 3.1.2
G| veom =0 (3.12)
Es gilt
— Vol(Mt):/ g(n, H) (3.1.3)
dt|,_, M

wobei H den mittleren Kriimmungsvektor von M bezeichnet. Diese Bezie-
hung wird auch als erste Variationsformel bezeichnet. Es folgt, dass eine Fla-

che genau dann Minimalfliche ist, wenn die mittlere Kriimmung verschwin-
det: H = 0 iiberall.

Man beachte, dass die kritischen Punkte des Energie-Funktionals nicht
notwendigerweise auch lokale Minima sein miissen. Insofern ist die Bezeich-
nung "Minimalfliche" irrefiihrend. Eine Minimalfliche, fiir die fiir jede nor-
male Variation M; mit einem glatten, normalen Vektorfeld n € NM entlang
M mit n|,,, = 0 gilt:

a2

5| Vel(M,) =0 (3.1.4)
t=0
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3.1 MINIMALFLACHEN

heifit stabil. Die minimale Flache M ist dann tatsachlich ein lokales Minimum

des Flachen-Funktionals.

Ist nun M C R? eine Minimalfliche im euklidischen dreidimensionalen
Raum, so lasst sich leicht zeigen, dass die Koordinaten-Funktionen von M
harmonische Funktionen sind. Diese Tatsache lidsst sich verwenden, um Ma-

ximumsprinzipien auf Minimalflichen anzuwenden. So gilt beispielsweise:

Proposition 3.1 (Proposition 1.2 [CM06]). Sei M C R"™ eine kompakte
Minimalfiiche mit Rand. Dann ist die Minimalfldche in der konvexen Hiille

threr Randbedingungen enthalten:

M C ConvHull(OM) (3.1.5)

Haufig ist es niitzlich, gleich parametrisierte Minimalflichen zu betrach-
ten, z.B. bei der Losung von Randwertproblemen. Betrachten wir beispiels-
weise minimale Abbildungen der Scheibe D? = {(z,y) € R? | 22 +y? < 1}:

Eine minimale Abbildung von D? in X mit Rand T ist eine Abbildung
f: D?* — X mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Af =0, d.h. f ist harmonisch.
(i) g(fes fy) =0
(i) £l = 1f,F

(iv) Die stetige Forsetzung f : S' = 9D?* — T von f auf 9D? = S! ist ein

Homd6omorphismus.

Dabei verwenden wir die Schreibweise f, = %, fy = g—i fiir Koordina-
ten (z,y) auf D?. Eine minimale Abbildung ist also eine harmonische, kon-
forme Abbildung der Scheibe in X, die auf dem Rand einen Hom&omor-
phismus auf die gegebenen Randdaten induziert. Entsprechend konnen wir
minimale Abbildungen auf anderen Definitionsbereichen, z.B. dem Annulus

A, ={z€ D*| |z| > p} definieren.
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Abschliefsend wollen wir die Gauss-Abbildung einer orientierten Minimal-
fliche in R? betrachten. Sei n eine Einheitsnormale entlang M. Dann definiert
n eine Abbildung

n:M— S? (3.1.6)

die Gauss-Abbildung. Durch eine auf M gegebene Orientierung wird n ein-
deutig bestimmt. Thr Differential dn : TM — T'S? lisst sich unter der Identi-
fikation T,M = Tn(p)S2 als Selbstabbildung von T, M — T,,M auffassen. Wir
bezeichnen die Eigenwerte von dn mit ki, ky. Die zugehorigen Eigenvektoren
heifen Hauptkriimmungsrichtungen von M in p. Die mittlere Kriimmung ist
dann gegeben als |H| = kj + ko, die Gauss-Kriimmung K durch das Produkt
k1ko. Da M Minimalfliche folgt mit |H| = 0 dass k; = —ky und somit K < 0:
Eine Minimalfliche in R? hat iiberall nicht-positive Gauss-Kriimmung. Au-
fserdem folgt, dass die Gauss-Abbildung einer Minimalfliche eine konforme
Abbildung ist.

3.2 Eingebettetheit von Minimalflichen

Sei X = T*(S' xR) und M C X ein minimaler Annulus in X, parametrisiert
durch eine Abbildung

fiA,={zeC|p<lz|<l}>McCX (3.2.1)

fiir die i)-iv) erfiillt ist, d.h. f sei eine harmonische, konforme Abbildung und
Homo6omorphismus auf dem Rand. Wir wollen untersuchen, unter welchen
Bedingungen eine solche Abbildung eine Einbettung ist. Zunichst betrachten

wir das Auftreten von Verzweigungspunkten.

Ein Verzweigungspunkt von M ist ein Punkt p € A, an dem df (p) = 0.

Betrachten wir das komplexe Differential

1/0 .0

so hat F' an einem Verzweigungspunkt eine Nullstelle endlicher Ordnung

A. Da f harmonisch ist, ist F holomorph. Nach Ubergang zu holomorphen
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Koordinaten gilt:

(Fi(2), F2(2)) = (2 = p))(G1(2), Ga(2)) (3.2.3)

fiir A > 0 und ein holomorphes G = (G, G2) mit G # 0. Wir bezeichnen
mit ind(p) := A die Ordnung des Verzweigungspunktes p. Dabei ist ind(p)
unabhéngig von der Wahl der Koordinaten. In einem Punkt p, welcher kein
Verzweigungspunkt ist, gilt ' # 0 und wir definieren ind(p) = 0.

Fiir eine Kurve ¢ in A, bezeichne £ den Kriimmungsvektor von f oc in

X und kt die geodiitische Kriimmung von ¢ in M.

Lemma 3.2. Sei p ein isolierter Verzweigungspunkt von M. Set U C M
eine offene Umgebung in M von p, in der keine weiteren Verzweigungspunkte

liegen und ¢ C U ein Kreis vom Radius € > 0 um p. Fiir e — 0 gilt

/ k- = 2m(ind(p) + 1) (3.2.4)

C

wobei ind(p) den Index des Verzweigungspunktes bezeichnet.

Beweis. Fiir eine Umgebung U C R? von p sei I : U — X eine Parame-
trisierung der Minimalfliche um p, so dass p = F(0). Nach [MWD95] gibt es
ein normales Koordinatensystem ¢ : X — R* und einen Diffeomorphismus

w:U — U so dass F = ¢ o Fou von der Form

F:z— (29 f(2) (3.2.5)
ist. Dabei ist f(z) = Os(|z| + 1). Man beachte, dass ) — 1 genau dem
Index des Verzweigungspunktes p entspricht.

Wir nehmen im Folgenden an, dass bereits die Parametrisierung F' von

obiger Form ist.

Sei nun fiir ein m € N die Abbildung F,,(2) = m@F(m~'z) gegeben und
bezeichne ¢(f) = ¢ der Kreis vom Radius 1 um 0. Dann gilt fiir £, oc (also
das Bild des es unter F,,):

F(c(0)) = m@F(m™ ) (3.2.6)
= ()%, mf(m~"e"?)) (3.2.7)
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Da f(z) = Oq(|z] + 1), konvergiert F,, fiir m — oo in C? gegen
0 — ((e'9%),0) (3.2.8)

Unter Reskalierung bleibt die totale geodatische Kriimmung invariant.
Daher stimmt die geoditische Kriimmung von F}, o ¢ mit der von F(m™'c)

iiberein.

Wihlen wir fiir m — oo also immer kleinere Wege ¢,,, um p und messen

ihre geodatische Kriimmung unter I, so gilt:

/ ky —2mQ (3.2.9)
mit () = ind(p) + 1. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Nachdem wir nun die lokale Situation an einem Verzweigungspunkt ana-
lysiert haben, wenden wir Gauss-Bonnet an, um zu folgendem Ergebnis zu

kommen:

Proposition 3.3. Sei M ein minimaler Annulus mit C*-glattem Rand OM .
Falls die totale Krimmung des Randes < 2w und M keine Verzweigungs-

punkte auf dem Rand hat, so ist M im Inneren unverzweigt.

Remark 3.4. Tst ¢ : S' — OM eine Bogenlingen-Parametrisierung einer
Randkomponente I' C OM C X mit Parameter s, so verstehen wir unter

der Totalkriimmung von I' den Wert

te(OM) = /Sl

also das Integral iiber den Absolutbetrag der zweiten Ableitung von ¢ entlang
I.

e
0?%s

ds (3.2.10)

Die totale Kriitmmung des Randes eines Annulus ist dann die Summe der

Totalkriimmung der Randkomponenten.

Beweis. Wir wihlen fiir M C X eine Parametrisierung
F:S8'x[0,1] - X (3.2.11)
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und bezeichen mit ~, " die beiden Randkomponenten

v = F(S' x {0}) (3.2.12)
I['=F(S'x{1}) (3.2.13)

Nach Vorraussetzung hat M keine Verzweigungspunkte auf dem Rand.
Nehmen wir nun an, M sei nicht eingebettet. Dann bezeichnen wir mit p; €
M,i=1...1die Verzweigungspunkte von M. An jedem Verzweigungspunkt
p; sei ¢; der um f~!(p;) € A mit Radius < e. Die singuléren Punkte liegen
isoliert und wir kénnen daher annehmen, dass fiir € klein genug alle ¢; disjunkt

liegen. Nach Gauss-Bonnet gilt:

/k¢+/kﬁ+2/ kﬁ+/ Ky =2m(1=1) (3.2.14)
¥ I i c; M

wobei k=, ki die geoditische Kriimmung in M der beiden Randkompo-
nenten bezeichnet: k- = (k,,n), wobei n der dukere Normalenvektor der
Minimalfliche M entlang « ist. Entsprechend bezeichne k;+ die geoditische
Kriimmung entlang ¢;. Da M eine Minimalflache ist, gilt K, < 0 iiberall. Wir
bemerken, dass aus fM Ky = 0 folgt, dass M flach ist. In diesem Fall ist die
Aussage des Theorems trivialerweise erfiillt. Wir gehen daher im Folgenden

davon aus, dass M nicht flach ist und folgern:

/ Ky <0 (3.2.15)
M

Daher gilt

/k# +/k1% - Z/ ki > 2m(1—1) (3.2.16)
Y r i Ci

Nach BZ24 gilt aber

/ ki — —27ind(p;) (3.2.17)

Cq

fiir e — 0. Mit dem Gauf-Bonnet folgt dann
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/l%i - / ki —2m (3.2.18)
o7 r

> Z/ ki — 2l (3.2.19)
—27 Y ind(p;) (3.2.20)

fiilr € — 0. An einem singuldren Punkt p; gilt
ind(p;) > 1 (3.2.21)

Damit gilt:
2r Y ind(p;) > 2l (3.2.22)

Daraus folgt die Behauptung, denn fiir 27 < tc(I") + te(y) folgt [ = 0, es

kann also keine Verzweigungspunkte geben. O

Unter geeigneter Kontrolle an die Totalkriimmung der Randdaten kénnen

wir nun also sicherstellen, dass Minimalflichen im Inneren unverzweigt sind.

Tatséchlich ldsst sich dieses Argument auch auf den Rand ausweiten. Da-
zu verwenden wir eine Version der Gauss-Bonnet-Formel fiir verzweigte Mini-
malflichen (s. [DHKWO92|, Abschnitt 7.11). Betrachten wir einen minimalen
Annulus M C S! x R3 mit mindestens C*“-glatten, einfach geschlossenen
und disjunkten Randern (I, 7). Mit w;,j =1,...,J bezeichnen wir die inne-
ren Verzweigungspunkte von M, mit ;[ =1, ..., L die Verzweigungspunkte
auf dem Rand.

Dann gilt (vgl. [HT09]):

%(/M Kuyr) + %(/F ki + lki) = Z;ind(wj) + % > Cind(n)  (3.2.23)

=1

Wie zuvor nehmen wir an, dass M nicht flach ist, und daher

/ Ky < 0. (3.2.24)
M
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Dann gilt insbesondere

> n(m) < %(/F k#+lk¢) (3.2.25)

=1

und somit (vgl. [HT09], Formel (18))

S nm) < %(tc(r) T to()). (3.2.26)

=1

Da Verzweigungspunkte auf dem Rand stets von gerader Ordnung sind,

folgt damit sofort:

Lemma 3.5. Falls tc(I') + te(y) < 27, so hat M keine Verzweigungspunkte
auf dem Rand.

Zusammen mit Proposition B3l oder einfach durch analoge Anwendung

der Gauss-Bonnet-Formel auf innere Verzweigungspunkte erhalten wir:

Proposition 3.6. Sei M C X = S' x R3 ein minimaler Annulus mit C*-
glattem Rand OM . Falls die totale Krimmung des Randes < 2 ist, so besitzt

M keine Verzweigungspunkte, weder im Inneren, noch auf dem Rand.

Wir vermuten, dass Minimalfliche deren Randkriimmung < 27 ist, auch
eingebettet sind. In [EWWO02] konnten Ekholm, White, Wienholtz das fol-

gende Theorem fiir minimale Scheiben in RY zeigen:

Theorem 3.7 (Theorem 2.1 in [EWWO02]). Sei T' eine einfach geschlossene
Kurve in RN mit totaler Kriimmung < 4x. Sei M eine Minimalfliche mit
Rand I'. Dann ist das Innere von M eingebettet und M hat keine inneren

Verzweigungspunkte.

Tatséichlich gelingt es ihnen sogar, Regularitit am Rand zu zeigen:

Theorem 3.8 (Theorem 3.2 in [EWW02]). Seil eine glatte einfach geschlos-
sene Kurve in RN mit totaler Kriimmung < 4m. Sei M eine Minimalfliche

mit Rand T'. Dann ist M eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit mit Rand.
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Der Beweis des ersten Theorems beruht auf der Anwendung des Satzes
von Gauss-Bonnet und einer Analyse der Eigenschaften von Minimalflichen
an Verzweigungspunkten. Die Argumente lassen sich auch auf Minimalfla-
chen andern topologischen Typs und mit mehreren Randkomponenten iiber-
tragen. Allerdings lassen sich diese Uberlegungen nicht ohne weiteres auf
Minimalflichen in nicht mehr einfach-zusammenhingenden Riumen iiber-
tragen. Zur Abschitzung der Dichte sind Kegel notig, die sich nur in einfach-
zusammenhéingenden Riumen sinnvoll definieren lassen. Trotz allem besteht

Anlass zur Vermutung, dass analog fiir minimale Annuli in S x R? gilt:

Vermutung 3.9. Seien ',y zwei disjunkte, C*-glatte, einfach geschlossene
Kurven in S' x R3 mit totaler Krimmung tc(T) + tc(y) < 2w. Sei M ein

minimaler Annulus mit Rand T',~. Dann ist M eingebettet.

3.3 Komplexe Punkte

Im Folgenden wollen wir das Auftreten komplexer Punkte auf Minimalflichen
in Kéhler-Mannigfaltigkeiten untersuchen. Es stellt sich heraus, dass sich die
Anzahl komplexer Punkte durch topologische Invarianten darstellen ldsst.
Genauer gesagt konnen wir komplexe Punkte auf einer Minimalfliche durch
Nullstellen von Vektorfeldern beschreiben. Auf der anderen Seite steht die
Anzahl von Nullstellen eines Vektorfeldes iiber einer Fliche in Beziehung zu
topologischen Invarianten wie der Euler-Zahl und der Chern-Zahl. Es zeigt
sich, dass fiir Minimalflichen mit Rand die Anzahl der komplexen Punkte

stabil bleibt, solange keine solchen {iber dem Rand entstehen.

Fiir eine geschlossene, orientierte Fliche M in einer (fast-)komplexen
Mannigfaltigkeit X gibt es verschiedene topologische Invarianten. Es han-
delt sich dabei um Invarianten der verschiedenen Biindel, die sich iiber einer
Untermannigfaltigkeit finden. Die Chern-Zahl ¢ (M) ist die Chern-Klasse
1 (f*TX) ausgewertet auf M, wobei f : M — X die Inklusion von M in
X sei. Neben der Euler-Zahl x (M) = x(f*T'M) von M, kann man fiir Im-
mersionen die Euler-Charakteristik v(M) = x(f*NM) des Normalenbiindels

betrachten. Letztere hingt von f ab und entspricht im Falle einer Einbet-
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tung der topologischen Selbstschnittzahl von M in X. Diese Invarianten sind
topologischer Natur, d.h. sie bleiben unter (kleinen) stetigen Deformationen

invariant.

Im Folgenden sei X eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. eine diffe-

renzierbare Mannigfaltigkeit mit einer fast komplexen Struktur J.

Ist M eine komplexe Fliche in X, so spaltet das Tangentialbiindel von X

iiber M komplex in zwei komplexe Linienbiindel
ffrxX=f*TMe& f*NM. (3.3.1)
Es gilt dann die wohlbekannte Adjunktionsformel:

a(f TX)[M] =a(fTM)M]+ e (f*NM)[M] (3.3.2)
— x(M) + v(M) (3.3.3)

Im Allgemeinen sind Flichen in einer (fast-)komplexen Mannigfaltigkeit
natiirlich keine komplexen Untermannigfaltigkeiten. Es konnen aber einige
komplexe Punkte auftreten, an denen 7,M ein komplexer Unterraum von
T,X ist.

Definition 3.10. Sei M C X eine immersierte Fliche in einer fast-komplexen
Mannigfaltigkeit (X, J). Ein Punkt p € M heift komplexer Punkt von M,

falls T, M ein komplexer, d.h. J-invarianter, Unterraum von 7, X ist.

An einem komplexen Punkt gilt also:

veT,M = JveT,M. (3.3.4)

Ist T,M ein komplexer Unterraum, so induziert J : T,M — T,M eine
Orientierung auf 7,M. Je nachdem ob diese Orientierung mit der Orien-
tierung von M iibereinstimmt nennen wir p einen holomorphen oder anti-

holomorphen Punkt.

Zu einem komplexen Punkt gehort ein Index, bzw. eine Vielfachheit. Bei
genauerer Betrachtung kénnen wir ndmlich komplexe Punkte durch Null-

stellen von Schnitten in geeigneten Biindeln beschreiben. Diese Sichtweise
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macht eine Unterscheidung nach Vielfachheit der Nullstelle bzw. des komple-

xen Punktes einleuchtend.

Sei also p ein komplexer Punkt von M. Wir nehmen an, dass p isoliert ist,
d.h. es gibt eine punktierte Umgebung von p, in der keine komplexen Punkte
liegen.

Die Euler-Zahl von M entspricht der Anzahl von Nullstellen eines Schnit-
tes von T'M, gezdhlt mit Vielfachheiten. Um eine Beziehung zwischen der
Anzahl der komplexen Punkte von M und der Euler-Zahl von M herzustel-
len, miissen wir also eine Beziehung zwischen den Nullstellen eines geeigneten

Vektorfeldes und den komplexen Punkten von M herstellen.

Wir beginnen mit einer lokalen Sicht in einer Umgebung von p. Dazu sei v
ein lokal gegebenes, nicht-verschwindendes Vektorfeld um p entlang M. Fiir
eine zu J kompatible Riemannsche Metrik g bezeichnen wir mit 7 = 7| .,
die Einschrinkung der orthogonalen Projektion 7 : TX — NM auf JT'M.
Dabei bezeichnet NM das Normalenbiindel NM von M.

Aufserhalb von p ist 7 ein Isomorphismus von Vektorbiindeln. Der Schnitt
wJv hat eine isolierte Nullstelle in p. Der Index ind(p) des komplexen Punk-
tes ist die Vielfachheit ind,(v) dieser Nullstelle. Mit anderen Worten: Der
Index des komplexen Punktes ist die Windungszahl des Vektorfelds 7.Jv iiber
einem “kleinen” Weg um p. Diese Windungszahl hingt natiirlich von der Ori-
entierung von M und NM ab. Wir wéhlen die Orientierungen so, dass die
Orientierung von NM die Orientierung von T'M so ergéinzt, dass sich die
(durch die komplexe Struktur gegebene) Orientierung von 7'X ergibt. Orien-
tieren wir M umgekehrt, so dndert sich auch die Orientierung von NM und
die Windungszahl bleibt gleich. Die Definition des Index h#ngt somit nicht

mehr von der Orientierung von M ab.

Sei nun M eine Minimalfliche mit isolierten komplexen Punkten. Dann
bezeichnen wir mit P die Summe iiber die Indizes der holomorphen Punkte

und mit ) die Summe iiber die Indizes der anti-holomorphen Punkte.

Es macht Sinn, davon auszugehen, dass komplexe Punkte isoliert liegen.
Setzen wir ndmlich voraus, dass X eine Kéhler-Mannigfaltigkeit mit kom-
plexer Struktur J und zugehériger Kéhler-Metrik ¢ ist so gilt (s. [Web84]
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Proposition 2):

Proposition 3.11. Sei X eine Kahler-Mannigfaltigkeit und M eine immer-
sierte, verzweigte Minimalfidche in X. Dann ist M entweder iberall komplex

oder M hat nur isolierte komplexe Punkte.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass X eine Kdhler-Mannigfaltigkeit
ist und somit entweder alle komplexen Punkte von M isoliert liegen, oder M

iiberall holomorph bzw. anti-holomorph ist.

Nehmen wir zunichst an, die Minimalfliche M sei nicht iiberall holo-
morph bzw. anti-holomorph, d.h. M besitzt nur isolierte komplexe Punkte.
Sei v nun ein auf ganz M definiertes Vektorfeld in 7'M, welches in den kom-
plexen Punkten von M nicht verschwindet. Da die komplexen Punkte auf M
isoliert liegen, gibt es immer ein solches Vektorfeld. Wir bezeichnen mit 7y
die Projektion von T'X auf das Normalenbiindel von M. Dann hat das Vek-
torfeld myJv genau dann eine Nullstelle in p, falls entweder p ein komplexer

Punkt von M ist oder v eine Nullstelle in p hat.
Ist p eine Nullstelle von v mit Index ind,(v), so gilt ([Web&4], [Web8&5])

ind,(mnJv) = —ind(p) (3.3.5)

Bezeichnen wir mit K die Menge der komplexen Punkte von M, so gilt:

—(P+Q)= Zmd

peK

= Z ind,(myJv)

peK

= indy(nnJv)+ Y indg(myJv)+ Y indy(v)

pEK qe{v=0} qe{v=0}

= Y indy(axdv)+ Y ind,(v)

pe{mnJv=0} pe{v=0}

(3.3.6)

Ist M eine geschlossene Mannigfaltigkeit, so folgt die einprigsame Bezie-

hung:

—(P4+Q)=x(M)+v(M) (3.3.7)
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Als weitere wichtige Invariante in komplexen Mannigfaltigkeiten konnen
wir die Chern-Klasse von X auf M auswerten. Da wir Minimalflichen mit
Rand untersuchen wollen, miissen wir erneut lokale Betrachtungen anstellen
und Nullstellen von Schnitten zidhlen - diesmal im Determinantenbiindel von

TX. Bevor wir damit beginnen, benotigen wir einige Notation.

Betrachte das komplexifizierte Vektorbiindel V€ = TX ®C. Die komplexe
Struktur J auf TX liftet zu einer komplexen Struktur auf V. Das Biindel V'
zerfillt in die 4, —i-BEigenbiindel von J, die wir mit V(19 V(1) begeichnen.

Die Elemente des holomorphen Unterbiindels V(19 sind von der Form
v —iJrzeTX, (3.3.8)
die im anti-holomorphen Biindel V(! dagegen von der Form

r+iJrreTX. (3.3.9)

Wir haben die beiden Projektionen:

710 . € 0 (3310)
20D . € _, (10 (3.3.11)

Weiter bezeichne W = T'M C T'X das Tangentialbiindel an M und
Wef=woCcVve (3.3.12)

seine Komplexifizierung. Wir betrachten die Schnitte mit dem holomorphen

bzw. antiholomorphen Unterbiindel
WO — wnyto (3.3.13)

und

WO = ey, (3.3.14)

Mit s; bezeichnen wir Schnitte im Biindel WC.

Zuvor haben wir komplexe Punkte gezdhlt, indem wir Nullstellen von

bestimmten Vektorfeldern gezéhlt haben. Leider konnte diese Art zu zéhlen
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nicht zwischen holomorphen und anti-holomorphen Punkten unterscheiden.
Nun nutzen wir Schnitte im Determinantenbiindel wiederum dazu, komple-
xe Punkte zu zdhlen, wobei dieses Mal die Orientierung eine entscheidende
Rolle spielen wird. Wir folgen dabei im Wesentlichen den Uberlegungen aus
[Web8G6.

Wiederum stellen wir zu Beginn einige lokale Uberlegungen an, um zu
verstehen, wie Schnitte im Determinantenbiindel W& AW komplexe Punkte

erkennen konnen.

Sei py ein komplexer Punkt von M und si,s, € WC Schnitte in einer
Umgebung um py, so dass s; A s, # 0 . Wie nehmen an, dass s;(p) € W10
und sy(p) € WO gilt.

Auferhalb von komplexen Punkten ist
a0 o WE — v o (3.3.15)
ein Isomorphismus von Vektorbiindeln. Denn ist v + iw € W© so ist
710 (v 4 dw) = %(v — Jw), (3.3.16)

wobei wir die Identifikation 7X =2 V(19 verwendet haben. Damit folgt, dass
719 (v +4w) = 0 dann und nur dann falls v = Jw, also falls p ein komplexer
Punkt ist. Da s; A sy per Definition nirgends verschwindet, kann p € M nur

dann Nullstelle von 709s; A 7(10s, sein, falls p ein komplexer Punkt von
M ist.

Nach [Web86] gilt dann am Punkt pg:
ind, (795, A 710 s5) = —ind(p) (3.3.17)

falls p holomorph ist, und

ind,, (1"%s; A 7105s,) = +ind(p) (3.3.18)
falls p anti-holomorph ist.

Der Index der Nullstelle von 7(1%s; A 7(19s, entspricht also genau dem

Index des komplexen Punktes mit Vorzeichen.
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Wie zuvor fiihrt das zu einer globalen Aussage: Sind si,s, € W zwei
Vektorfelder, so dass

(i) s1Asg#0

(ii) An komplexen Punkten von M gilt s; € W19 und s, € WO oder
umgekehrt,

dann entspricht die Differenz der Indizes P — () der komplexen Punkte der
Anzahl der Nullstellen (gezdhlt mit Vielfachheit) des Schnittes (s.a. [Hai07])

S1/\ 89 € WC N W(C (3319)

Ist M ein minimaler Annulus, so ist die globale Konstruktion von sy, so
unproblematisch. Ist M durch eine Abbildung f : A — X parametrisiert, so

wahlen wir

s1 = df(9, — i0y) (3.3.20)
so = df (0, +i0,) (3.3.21)

wobei (r, ¢) Polarkoordinaten auf A sind und 0,, d, die zugehorigen Vek-
torfelder. Dann gilt

Offenbar ist in einem komplexen Punkt p die Bedingung s,(p) € W10
und sy(p) € WO erfiillt.

Fiir eine geschlossene Minimalfliche M C X, die nicht iiberall holomorph
oder anti-holomorph ist, gilt folglich:
P—Q=c¢(X)M] (3.3.23)

Wir bemerken noch, dass auch fiir andere Definitionsbereiche obige Dis-

kussion durchgefiihrt werden kann. Es miissen dann jedoch Nullstellen von
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s1 A\ s zugelassen werden, deren Beitrag in der Rechnung als relative Chern-

Klasse der Minimalflache auftaucht.

In jedem Fall stellen wir fest, dass sich sowohl Summe P + () als auch
Differenz P — () durch die Anzahl von Nullstellen bestimmter Vektorfel-
der ausdriicken lisst. Nullstellen dieser Vektorfelder entsprechen komplexen
Punkten. Solange also keine komplexen Punkte am Rand der Minimalfléche
auftauchen, muss die Anzahl der komplexen Punkte von M unter stetigen
Deformationen invariant bleiben. Wir werden dieses Ergebnis im letzten Ab-

schnitt des Kapitels nochmal detailliert ausfithren und formulieren.

3.4 Lagrange Punkte

Ahnlich wie im Fall von komplexen Punkten mochten wir auch eine Kontrol-
le iiber die Anzahl der Lagrangen Punkte auf einer Minimalfliche in einer
Kéhler-Mannigfaltigkeit erhalten. Tatséchlich bendtigen wir Bedingungen,
die sicherstellen, dass eine Minimalfliche symplektisch ist. Mit Hilfe des Ma-
ximumsprinzips lasst sich zeigen, dass auch Lagrange Punkte nur {iber dem

Rand entstehen konnen.

Im folgenden sei X eine Kéhler-Mannigfaltigkeit mit K&hlerform w. Wei-
ter sei M eine Minimalfliche in X, moglicherweise mit Rand. Bezeichnen wir
mit ds? die Metrik auf X, so lisst sich die zuriickgezogene Metrik auf M als

Form schreiben:

dsiy = oA (3.4.1)

Sei p € M ein Punkt auf der Minimalfliche. In der Nédhe von p wihlen
wir wie in [CWS83| bzw. [Wol89| einen unitdren Korahmen py, p19, so dass

{1 = cos (g) ¢ fo = sin (g) ¢ (3.4.2)

Die so definierte Funktion ( ist auf ganz M wohldefiniert, iiberall stetig

und glatt auferhalb von komplexen Punkten. Die geometrische Bedeutung
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CP!

Abbildung 3.1: Die Grassmannsche G(2,4) & S? x 52

von [ wird klar aus (2.15) in [CWR&3]:

w= % cos Bp A ¢ (3.4.3)

Mit anderen Worten: 3 misst eine Art Lagrangen Winkel, d.h. die Ab-
weichung der Tangentialebene 7}, M von den Lagrangen Ebenen in 7, X. Be-
trachten wir die Grassmannsche G(2,4) der orientierten Ebenen in 7, X, so
konnen wir 3 auch als einen Parameter auf der Grassmannschen G(2,4) aller
orientierten Ebenen in R* auffassen (s. Abbildung B4)) Fiir Lagrange Tan-

gentialebenen ist cos 3 = 0, an komplexen Punkten gilt cos f = £1.

Aus (BZ2) folgt die wichtige Gleichung:

sin g,ul — cos gug =0 (3.4.4)

Um das Maximumsprinzip auf § anwenden zu koénnen, berechnen wir
zunichst 003 aukerhalb der komplexen Punkte von M. Da M Minimalfliiche

ist, gilt nach [WolI89 fiir g:
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993 = %6ﬁ NOB — % sin GRic (3.4.5)

Mit 903 = iAﬁqﬁ A ¢, erhalten wir

ABHN ¢ = % IV ¢ A ¢ — 2isin BRic (3.4.6)
Wir verwenden
A cos 3 = —sin BAS — cos B |V 3| (3.4.7)
und erhalten wie in [CT97]:
Acosfp Ad=—2cosB|VB|* oA p— 2isin® Ric (3.4.8)

Wir nehmen im Folgenden an, dass X Ricci-flach ist. Dann ist Ric = 0
und (BZR) wird vereinfacht zu:

Acos 3 = —2cos 3|V (3.4.9)

wobei —A der Laplace-Beltrami Operator auf M ist. Nun sind wir in der
Lage, mit Hilfe des Maximum-Prinzips Aussagen iiber die Extremwerte von
0 zu treffen.

Wir nehmen an, dass M keine anti-holomorphen Punkte hat. Dann ist
0 < § < 7 iiberall. Auferhalb von {0, 7}, d.h. aukerhalb der komplexen
Punkte, ist § eine glatte Funktion.

Angenommen, cos 3 wire nicht konstant und hétte ein Minimum an einem
inneren Punkt py € M, py ¢ OM. Wir nehmen an, dass py kein komplexer
Punkt ist. Dann gilt in po:

VB =0 (3.4.10)
= 0=—2cos3|VS]> = Acos 3 (3.4.11)

In jeder Umgebung U, von pg gibt es ein ¢ so dass
Acos3(q) >0 (3.4.12)
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Angenommen, das wére nicht richtig. Dann gébe es U, so dass A cos3 <0
auf ganz U.. Dann ist aber cos (8 auf U, superharmonisch und kann kein
Minimum in p haben. Da wir cos § als nicht konstant vorausgesetzt haben,
folgt, dass in ¢:

—2cos B(q) [VB(q)]> >0 (3.4.13)

Also ist cos f(q) < 0 und daher

cos B(po) <0 (3.4.14)

Damit haben wir gezeigt:

Proposition 3.12. Sei M eine Minimalfiiche in einer Ricci-flachen Kdhler-
Mannigfaltigkeit X . Falls M keine anti-holomorphen Punkte hat, so gilt an

einem inneren Minimum von cos [3:
cos 3(po) <0 (3.4.15)

Fiir eine Minimalfliche M mit Rand ohne anti-holomorphe Punkte gibt

es also nur folgende Moglichkeiten:

(i) cos (3 ist konstant.
(ii) das Minimum von cos 3 liegt auf dem Rand von M.

(iii) M hat Lagrange Punkte (und das Minimum von cos 3 liegt im Inneren
und ist < 0).

Hat M iiberhaupt keine komplexen Punkte, so kann cos (# kein Minimum
im Inneren haben und mit derselben Argumentation kein Maximum. Falls
M kompakt ist, so folgt:

Proposition 3.13. Sei M eine kompakte minimale Fliche in einer Ricci-
flachen Kdihler-Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 4. Falls M total reell

ist, so st cos 3 konstant.

Ist M nicht kompakt, so liegen Minimum und Maximum von cos 3 auf
dem Rand.
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Proposition 3.14. Sei M eine verzweigte minimale Immersion mit Rand
in einer Ricci-flachen Kdhler-Mannigfaltigkeit. Falls M keine holomorphen
Punkte hat und am Rand symplektisch ist, so ist M tiberall symplektisch.

Der Vollsténdigkeit halber erwihnen wir noch (vgl. [Wol89]

Proposition 3.15. Sei M eine verzweigte minimale Immersion mit Rand
in einer Ricci-flachen Kdhler-Mannigfaltigkeit. Falls M total reell ist und am
Rand Lagrange, so ist M tberall Lagrange.

3.5 Anwendungen fiir Familien

Sei nun M, eine C*-glatte Familie von Minimalfliichen mit Rand, k > 5. Falls
fiir alle ¢ keine komplexen Punkte auf dem Rand von M, liegen, gibt es eine

C* glatte Familie von Vektorfeldern v, entlang M,, so dass

(i) Die Nullstellen von v, liegen aufserhalb der komplexen Punkte von M,
(i) tilgng, 0.

Die Summe der Indizes der Nullstellen eines Vektorfeldes entlang einer
orientierten Fldche, welches auf dem Rand nirgends verschwindet, ist eine

topologische Invariante:

Lemma 3.16. Sei M eine orientierte Fldche mit Rand, v,, 0 <t <1 eine
C*-glatte Familie von Vektorfeldern auf M mit vy 5y, # 0, so dass firt = 0,1

alle Nullstellen von v, 1soliert liegen.

Dann gilt

> indy(vo) = > indy(v)) (3.5.1)

pe{vo=0} pe{v1=0}

An einer isolierten Nullstelle ist der Index der Nullstelle dabei als Win-
dungzahl des Vektorfeldes iiber einer kleinen einfach geschlossenen Kurve um

die Nullstelle zu verstehen.
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Aufgrund der Bedingungen haben somit sowohl v; also auch 7y Jv; keine
Nullstellen auf 9M. Aus den Uberlegungen in Abschnitt folgt, dass die

Summe der komplexen Punkte auf M invariant ist.

Proposition 3.17. Sei M, € X eine C*-glatte Familie von Minimalflichen
mit Rand. Falls auf OM keine komplexen Punkte von M liegen, so ist P+ ()

konstant.

Ahnlich kénnen wir fiir im Fall der Differenz der holomorphen und anti-
holomorphen Punkte P — () argumentieren. Auch hier kommt es auf die
Wabhl der richtigen Vektorfelder an und auf die Tatsache, dass die Anzahl der
Nullstellen konstant bleibt - vorausgesetzt, es gibt keine Nullstellen auf dem
Rand.

Betrachten wir nun wiederum eine Familie M; von Minimalflichen, ge-
meinsam mit einer Familie von Vektorfeldern s}, sb, die obige Bedingungen
erfiillen. Solange M; keine komplexen Punkte auf dem Rand hat, konnen wir
s1, S glatt von ¢ abhéngig wihlen, so dass s; A sy keine Nullstellen auf dem
Rand hat. Damit kann die Gesamtsumme der Nullstellen von 719 g; A7(19) g,
sich lediglich #ndern, falls Nullstellen von 7(3%s; A 710 s, auf OM auftau-

chen.

Es folgt:

Proposition 3.18. Sei M, € X eine C*-glatte Familie von Minimalflichen
mit Rand. Falls fiir alle t auf OM; keine komplexen Punkte von M, liegen, so
ist P — () konstant.

und somit, indem wir die beiden Propositionen kombinieren:

Korollar 3.19. Sei M, € X eine C*-glatte Familie von Minimalfiichen mit
Rand. Fualls fiir alle t auf OM,; keine komplexzen Punkte von M, liegen, so ist
die Anzahl der holomorphen und die Anzahl der anti-holomorphen Punkte

konstant.

Wir verwenden nun die Ergebnisse iiber Lagrange Punkte auf Minimal-

flichen um zu folgendem Resultat zu gelangen:
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Proposition 3.20. Sei M, eine C*-glatte Familie von Minimalflichen. Falls
My symplektisch und am Rand von M, keine Lagrangen Punkte liegen, so sind

alle M, symplektisch.

Beweis. Falls keine Lagrangen Punkte am Rand auftauchen, entstehen
erst recht keine anti-holomorphen Punkte am Rand. Dann konnen aber nach
Korollar auch keine anti-holomorphen Punkte im Inneren entstehen.
Lagrange Punkte im Inneren konnen nicht spontan entstehen. Dies sieht man
wie folgt: Nehmen wir an fiir ¢ = ¢, wiirde das erste Mal ein Lagranger Punkt
in M, auftauchen. Dann sind alle M, fiir ¢ < ¢, symplektisch. Fiir irgendein
t <ty gibe es dann aber ein p € M, fiir das cos §(p) ein Minimum annimmt.
Da fiir dieses ¢ aber M, symplektisch ist, gilt gleichzeitig cos (p) > 0, ein
Widerspruch zu Proposition B T2 O

3.6 Indextheorie fiir Minimalflachen

Im Folgenden mochten wir Familien von Randdaten und dazugehorige Fa-
milien von Minimalflichen betrachten. Aber selbst wenn wir zu gegebenen
Randdaten die Existenz von Minimalflichen sicherstellen konnen, ist es du-
fserst schwierig Findeutigkeit zu zeigen. Das fiihrt nun zu gewissen Kompli-
kationen, schliefslich wollen wir zu einer gegebenen glatten Familie I'; von
Randdaten auch eine glatte Familie von Minimalflichen erhalten. Ohne eine
genauere Untersuchung ist das aber wegen der fehlenden Eindeutigkeit nicht
zu garantieren. Wir miissen daher mehr iiber die Struktur des Modulraums

aller Minimalflachen erfahren.

Mit dieser Problematik haben sich besonders Bohme und Tromba in
[BT8I] beschéftigt. Sie zeigen das folgende Theorem im R™ (4.14,[BTRI]):

Theorem 3.21. Fiir eine offene, dichte Menge A c Awvon Randbedingungen
ist die Menge der Minimalfidchen die von o € A berandet wird eine endliche
und “nicht-degenerierte” Menge. Diese Minimalfiichen sind stabil unter Per-

turbationen von «. Fallsn > 3, so sind die von o berandeten Minimalfiichen
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immersiert bis auf den Rand. Falls n = 3, so existieren hdchstens einfache

Verzweigungspunkte im Inneren.

Wir wollen die Vorgehensweise in [BT8I] erldutern und zeigen, warum die

Ergebnisse auch in unserer Situation angewendet werden konnen.
Fiir eine differenzierbare Einbettung a : S — R", «(S') = T versteht

man unter einer Losung des Plateau-Problems eine Abbildung f : D — R»

der abgeschlossenen Einheitsscheibe D mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Af =0

(ii) f ist konform, d.h. <g—f g—§> = 0 und ||% 2 = |22

(iii) f|g : S* — T ist ein Homdomorphismus.

Es handelt sich also um eine harmonische, konforme Abbildung, die auf
dem Rand ein Homéomorphismus ist (s.a. Kapitel B). Anstatt zu einer festen
Randkurve I' zu versuchen, die Menge aller Minimalflichen mit Rand I'" zu
verstehen, betrachten wir eine grofse Menge von Randbedingungen gleichzei-
tig. Durch geschickte Wahl von Regularitdtsbedigungen an die Randkurven
15t sich so der Modulraum von minimalen Scheiben besser verstehen. Dazu

bezeichnen wir fiir geniigend grofe r, s € N mit

A={a:5" - R"|a€ H(S"R"),aist eine Einbettung und
te(a) < (s —2)}
D={u:5"— S| degu=1undue H*(S", C)} (3.6.2)

(3.6.1)

Dann stellt die Menge A geschlossene Kurven in R™ dar und wir kénnen D
als Menge von Reparametrisierungen verstehen. Betrachten wir das Biindel
A XD — A, so gehort zu einem Paar (a,u) eine harmonische Abbildung

f: D — R™ Diese ist eindeutig durch die Bedingungen
flop =aou (3.6.3)
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bestimmt. Eine Minimalfliiche mit Rand I' = a(S') kann somit als Element
in A x D, bzw. als Element von 7~ !(«) aufgefasst werden, wobei wir mit

m: A x D — A die kanonische Projektion bezeichnen.

Anstatt nur fiir eine feste Randkurve I' C R™ nach Losungen fiir das
Minimalflichen-Problem zu suchen, verwenden Bohme und Tromba in ihrer
Arbeit [BTRI] einen anderen Ansatz: Sie untersuchen zunéchst Eigenschaf-
ten der Menge aller (verzweigten) Minimalflichen als Teilmenge der harmo-

nischen Abbildungen bzw. als Teilmenge von A x D.

Im Anschluss lassen sich dann Aussagen iiber Minimalflichen mit vorge-

gebenen Randbedingungen T' = o(S!) machen.

Dabei stellen sie einen Zusammenhang zwischen Verzweigungspunkten
auf einer Minimalfliche f € AxD und dem Index der Projektions-Abbildung

7 her.

Wir sagen, eine Minimalfliche ist vom Verzweigungstyp (7, v),

=)
v=(V,...,1)
mit \;,»; > 0, falls f genau p unterschiedliche Verzweigungspunkte z,..., 2,

der Ordnung 71, ...,7, und genau g Verzweigungspunkte (i, ..., (, der Ord-

nung vy, ..., v, auf dem Rand besitzt.

Uns interessiert, der Raum aller Minimalflichen M C 7. Betrachtet man

nun Minimalflichen vom Verzweigungstyp (A, v), so erhdlt man Unterrdume
M) C M.
Die zentrale Aussage von [BT&T] ist nun

Theorem 3.22 (4.10 in [BTRI]). Die Einschrinkung m = 7| gy it Fredholm

vom Index

IN)=2(2—n)|A+2p+3 (3.6.4)
Weiter gilt
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Theorem 3.23 (3.39 in [BTRI]). Sei v # 0. Fiir eine Minimalfiiche x € M)
existiert lokal eine Untermannigfaltigkeit W, von n, so dass lokal M} C W),

Die Einschrinkung 7 von m auf W) ist Fredholm vom Index

I\ p) =22—n) A\ +2—-n)|v|+2p+q¢+3 (3.6.5)

Betrachten wir zunéchst das Biindel 7. Zu diesem existiert eine Strati-
fizierung in Untermannigfaltigkeiten n}. Ist (a,u) € 7, so ist (a,u) € n)
genau dann, wenn die zugehorige harmonische Abbildung f : D — R™ mit

flop = @ ou vom Verzweigungstyp (X, v) ist.

Unter geeigneten Regularititsbedingungen ist nun 7} tatsichlich eine Un-

termannigfaltigkeit von 7. Thre Kodimension ist 2n |\ + (n+ 1) [v| — 2p — ¢

(s. Theorem 2.14 in [BTRI]).

Sei a : S' — R". Dann bezeichnen wir mit n(«) die Menge aller Ab-
bildungen H*(S',T*) mit T = «(S'). In [TTa77] wird gezeigt, dass es ein
C—~1_glattes Vektorfeld X auf n(a) existiert, dessen Nullstellen genau den

Minimalflichen (in einem etwas allgemeineren Sinne) entsprechen.

Man kann nun X auf ganz 7 definieren, indem wir n mit (J_ n(«) iden-
tifizieren. Nehmen wir eine Minimalfliche = € n(«a), z.B. x € M. Dort ist
per Definition X*(z) = X(2) = 0 und die Fréchet-Ableitung bildet T,n(«)
auf sich selbst ab.

Die Kodimension des Bildes der Fréchet-Ableitung X, (z) von X an der
Stelle z ist genau 2 |\|+|v|+3, wobei wir X, (x) als Abbildung T,n — T,n(«)
auffassen. (Theorem 1 in [Ir077])

Schriankt man X auf die Untermannigfaltigkeiten vom Verzweigungstyp
(A, v) ein, so ist das Bild von X, in T,n(a) gar von Kodimension 4 |\|+3 |v|+
3.

Das orthogonale Komplement von X, hat eine geometrische Bedeutung.
Bohme und Tromba zeigen, dass es sich um so genannte "erzwungene Jacobi-
Felder" handelt. Ist x = aou eine Minimalfliche vom Verzweigungstyp (A, v),

SO ist
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J(@)={k:D—>R"|Ak=0, k=reK} (3.6.6)
wobei K = iw(z)F(z) mit F = %% und einer meromorphen Funktion w,

die folgende Bedingungen erfiillt:

(i) imw = 0 auf 0D

(ii) w hat Pole in zy,...,2, € D und (,,...,(, € 0D mit maximaler Ord-

nung \; bzw. v;.

(iii) Falls fiir alle j gilt z; # 0, so kann w(z) einen Pol der Ordnung < 1 in
0 haben.

(iv) Falls fiir ein j gilt z; = 0, so kann w(z) einen Pol der Ordnung < \; +1
in 0 haben.

Es gilt:

Theorem 3.24 (Theorem 6.7 in [BT8I]). Sei (o,u) € M2. Dann stimmt
das H'Y?-Komplement von X.(cw,) : Tiauwyn — Tun(a) mit den erzwungenen
Jacobi-Feldern J(x) tiberein.

Die Kodimension von X, entspricht also der Dimension von J(z). Es ist

nicht schwer zu sehen, dass

dim J(z) = 2|A| + |v| + 3 (3.6.7)

Die grofse Kodimension von X stellt eine gewisse Schwierigkeit dar. Wir
wollen die Nullstellenmenge von X bestimmen. Wére nun X, surjektiv, so

konnten wir schliefen, dass diese eine Untermannigfaltigkeit von 1} wire.

Um dieses Problem zu losen, betrachten Béhme und Tromba daher den
Operator k, der aus X und anschliefsender orthogonaler Projektion auf das
Bild von X, ()|;,,, zusammengesetzt ist. k ist nach Konstruktion in einer
Umgebung von z surjektiv. In dieser Umgebung kénnen wir nun die Nullstel-

lenmenge von k betrachten.
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Offenbar ist jede Minimalfliche Nullstelle von k. Die Umkehrung gilt im

allgemeinen nicht. Nennen wir also die lokale Nullstellenmenge W), so gilt

(lokal) M2 C W). AuRerdem ist nun W) eine Untermannigfaltigkeit von n.

Die Projektionsabbildung 7 = 7|,, ist dann Fredholm vom Index (Theorem

3.39 in [BTSI])

indm) =2\ (2—n)+[v|(2—n)+2p+q+3 (3.6.8)

Es stellt sich heraus, dass fiir v = 0 gilt: M} = W;. Damit folgt dann

das fiir uns entscheidende Ergebnis:

Theorem 3.25 (Theorem 4.12 in [BTS8I]). Fiir n > 3 gilt W(U|,\|+\V\ZOM/\)

v

ist eine abgeschlossene, nirgends dichte Teilmenge von A.
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Kapitel 4

Fullungen mit minimalen Annuli

4.1 Minimale Fiillungen

Seien ¢; : S' x R — X, i = 0,1 zwei Einbettungen des Zylinders in eine
Ricci-flache Kéhler-Mannigfaltigkeit X. Mit L; bezeichnen wir das Bild von
S1 x R unter ¢;. Die L; sind also Untermannigfaltigkeiten in X.

Definition 4.1. Eine (C*-)Fiillung mit minimalen Annuli zwischen L, L,
ist eine C*-glatte Familie von C*-eingebetteten minimalen Annuli 4, ¢ X

fiir t € R, so dass:
(ii) Ut int =L;

wobei T, i = 0,1 die beiden zu S' homdomorphen Randkomponenten von
Ay bezeichnet 0A;, = TY UTY].

Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dass alle Abbildungen min-

destens C*-glatt, k > 5, sind, sofern nichts anderes verlangt wird.

Wir betrachten nun wieder das Kotangentialbiindel
X =T*(S'xR) = S' x R? (4.1.1)
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mit der kanonischen Ké&hler-Struktur. Seien (0,t,z,y) Koordinaten auf X.
Sei Lo der Nullschnitt in X. Weiter bezeichnen wir mit F; die Hyperflichen
St x {t} x R? ¢ X. Dann ist F; N Ly = 7; eine einfach geschlossenen Kurve
mit Parametrisierung

7(0) = (0,¢,0,0) (4.1.2)

Wir wollen nun die Frage der Existenz minimaler Fiillungen zwischen dem
Nullschnitt und einer gegebenen Lagrangen Einbettung des Zylinders S! x
R — T*(S! x R) untersuchen.

4.2 Existenz minimaler Fiillungen

Unter gewissen geometrischen Voraussetzungen konnen wir dann die Existenz
einer Fiillung mit minimalen Annuli zwischen einem gegebenen Zylinder und

dem Nullschnitt garantieren.

Wir betrachten die folgende Situation: L = S' x R sei ein Lagranger

Zylinder in X = S! x R3. Dann bezeichnen wir mit F; die "Fasern"
F={(0,7,2,y) €S xR | 7=t} (4.2.1)
und mit I'; den Schnitt von L mit F}, d.h.
I, =LNE, (4.2.2)

Sei ¢ : S x R — X eine Parametrisierung von L. Mit v, bezeichnen wir die
Kurven

v ={(0,7,0,0)€ S* xR | r =t} (4.2.3)

d.h. die Schnitte Ly N Fj.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass L die folgenden Bedingungen er-
fiillt:

(i) TI'; ist eine einfach geschlossene Kurve in F} mit te(I'y) < 27
(ii) ¢(0,t) = (0,t,1,0) fiir |t| > C
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(iii) LN Ly =10

Theorem 4.2 (Theorem B). Sei L. C X ein Lagranger Zylinder, der obige
Bedingungen erfillt. Falls fiir jedes t eine nichtkonstante, subharmonische
Funktion

u: X — R (4.2.4)

existiert, so dass

Utlp = ug|p, = const (4.2.5)

so gibt es eine Fillung mit minimalen Annuli zwischen L und dem Nullschnitt
L.

Wir konstruieren zunéchst eine passende Familie von minimalen Annu-
li mit Rand auf dem Zylinder bzw. auf dem Nullschnitt. Entscheidend ist
hierbei die Arbeit von Béhme-Tromba [BT8T| bzw Thiel [Thi85]. Dort wird
gezeigt, dass zu generischen Randdaten immersierte Minimalflichen existie-
ren und diese stabil unter Perturbationen sind. Wir haben einige Aspekte
dieser Arbeit im Abschnitt erlautert.

Betrachte die Menge aller minimalen immersierten Annuli M mit zuge-
horigen Randdaten
A={a=(o,a) | oy € H'(S", X) ist eine Immersion fiir i = 1, 2;

aq, e sind disjunkt }

Sei 7 : M — A die Projektion von M auf die Randdaten A. Dann ist nach

[Thi83)]

Theorem 4.3. Das Differential w, der Projektion ist ein Fredholm-Operator

vom Index 1. Die Menge der requldiren Werte von 7 ist offen und dicht.

Der Index 1 kommt von der Dimension der Menge der konformen Selbst-
abbildungen des Annulus auf sich selbst. Nehmen wir von nun an an, dass
die Randdaten

a= (o, ) (4.2.6)

ein reguldrer Wert von 7 sind.
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Wir bezeichnen mit 0, A, 0_ A die beiden Randkomponenten des Annulus
A= 8! x1I.Ist dann f: A — X ein minimaler Annulus mit Rand

Floya= (4.2.7)

f|8,A = (9 (428)

so ist dr| s eine surjektive Abbildung auf T(a)A. Damit folgt, dass 7 in einer

kleinen Umgebung in M von f ein Diffeomorphismus auf die Randdaten ist.

Zunichst stellen wir fest: Fiir |t > C sind die von =, I'; berandeten

Minimalflichen A; eindeutig bis auf Parametrisierung. Es gilt:
Ay ={(0,t,2,0) € S" xR | 2 € 0,1]} (4.2.9)

Fiir [t| > C ist
Iy ={(6,t,1,0) | 0 <@ < 2r} (4.2.10)

Die konvexe Hiille von I';, 7, ist also gerade
{(6,t,2,0) € S' xR* | z € [0,1]} (4.2.11)

Da jede Minimalfliche in der konvexen Hiille ihrer Randdaten (s. Proposition
BT enthalten ist, ist die von 74, T'; berandete Minimalfliche eindeutig und
entspricht dem Annulus in [EZJ).

Tatséchlich gilt:

Proposition 4.4. Sei ',y € A so dass tc(y) + te(I') < 2mw. Dann ist (I',7)
ein requldrer Punkt von w. Insbesondere ist jede immersierte Minimalfiiche

mit Rand (T',~) stabil unter Perturbationen des Randes.

Beweis. Sei 0 < p < 1 und
A,={z€C|p<|z| <1} (4.2.12)

Um die Regularitit unter m zu zeigen, miissen wir zeigen, dass fiir jede mi-
nimale Immersion x : A, — X mit den gegebenen Randdaten (v,I") und fiir

ein harmonisches Vektorfeld h entlang z gilt:
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Falls h tangential entlang I', v ist und A infinitesimal konform ist, d.h.
oh  Ox
0z 0z

so folgt, dass h iiberall tangential an z ist.

(4.2.13)

Nehmen wir an, das wére nicht so. Dann gébe es ein Jacobi-Feld der
Form w - N, wobei N ein normales Vektorfeld entlang M und u eine nicht-
verschwindende glatte Funktion mit u|,,, = 0 wire. Das wiirde bedeuten,
dass M instabil ist.

Da tc(OM) < 2 folgt aus Gauss-Bonnett, dass —27 < fM Ky <0. Aus
dieser Bedingung folgt aber mit [BACT6)], dass M eine stabile Minimalfldche
sein muss. Also kann es kein normales Jacobi-Feld geben und h ist iiberall

tangential.

Folglich ist h ein erzwungenes Jacobi-Feld im Sinne von [BT8I]|. Damit
folgt, dass die einzigen Perturbationen im Kern von 7 erzwungene Jacobi-
Felder sind. Da die minimale Immersion z keine Verzweigungspunkte hat, ist

dim ker m, = 1 und somit muss 7 surjektiv sein wegen ind7 = 1 O

Bemerkung 4.5. Es ist nicht wahr, dass 7 generell keine kritischen Punkte
besitzt. Die Regularitit von 7 steht in unmittelbarem Zusammenhang mit
der Stabilitdt von Minimalflichen. Stabile Minimalflichen sind immer auch
reguldre Punkte von 7. Eine nicht-stabile Minimalfliche dagegen kann kein
regulirer Punkt von 7 sein. Hier gibt es im Kern von 7 zusétzliche Jacobi-
Felder, aufter den durch die Gruppe der konformen Reparametrisierungen
erzwungenen.

Im Falle minimaler Scheiben folgt aus der Regularitit der Randdaten
ndmlich, dass es nur endlich viele minimale Scheiben mit diesen Randda-
ten gibt. Andererseits konnten Lewy und Courant in [Cond0] mit Hilfe des
Bridge-Principles Beispiele rektifizierbarer Jordankurven konstruieren, wel-
che unendlich viele stabile minimale Scheiben beranden. Eine detaillierte Un-
tersuchung findet sich in [MYS82]. Derartige Randdaten kénnen unmoglich

reguldare Werte der Projektion sein.

Wir miissen noch zeigen, dass wir die Familie von Minimalflichen einge-
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bettet und disjunkt konstruieren kénnen, um Fiillung mit minimalen Annuli

zu erhalten.

Die Disjunktheit folgt sofort aus der Konstruktion: die Randdaten zu M,
sind komplett in der flachen Hyperfliche F; enthalten, daher gilt auch M, C
F;. Da alle F; paarweise disjunkt folgt die Disjunktheit der Minimalflichen.

Die Eingebettetheit folgt aus der Existenz der Funktionen wu;. Alle Mini-
malflichen sind immersiert, aufgrund der Kriimmungsbedingungen auf dem
Rand und der Aussage von Proposition B.6l Zunéchst stellen wir fest, dass fiir
Minimalflichen in S' x R? ebenso wie fiir Minimalflichen in R3 keine Dop-
pelpunkte im Inneren entstehen konnen. Ansonsten wiirde ndmlich zun#chst
ein Beriihrpunkt entstehen. Aufgrund des Maximum-Prinzips fiir Minimal-

flichen in R3 ist das jedoch ausgeschlossen.

Also muss ein Doppelpunkt am Rand auftauchen. Da aber u; = const auf
dem Rand und w,|,, < const folgt, dass u,| ,, ein lokales Minimum hétte. Dies
Widerspricht der Tatsache, dass es zu A; eine harmonische Parametrisierung

¢ gibt, so dass u; o A; subharmonisch ist.

Damit ist das Theorem bewiesen.
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