Vorwort

Die drei Arbeiten in diesem Heft der Bonner mathematischen Schriften sind
Ergebnis einer Vortragsveranstaltung iiber komplexe Analysis, die anlédflich
meiner Emeritierung im Februar 2006 in Bonn stattfand. Die Arbeiten von
Joachim Michel und mir geben im wesentlichen die jeweiligen Vortrage wieder;
Christine Laurent-Thiébaut hat anstelle ihres Vortrages einen Ubersichtsartikel
zur Theorie der tangentialen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ver-
faflt. Im einzelnen:

Der erste Artikel iiber das Levische Problem zeichnet eine Entwicklung nach,
die die komplexe Analysis wesentlich beeinflufit hat; neben ideengeschichtlichen
und biographischen Teilen enthélt er auch eine auf meiner eigenen Arbeit beruhende
Lésung des Problems. Genau wie Joachim Michel in der folgenden Arbeit wende
ich mich auch an Nichtexperten.

Joachim Michels Artikel fithrt einen neuen Konvexitédtsbegriff in die kom-
plexe Analysis ein und untersucht ihn im Zusammenhang mit der Regularitét der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Mit Riicksicht auf den Horerkreis
des damaligen Vortrages ist die Darstellung moglichst ”technikfrei” gehalten.

Abschlieflend stellt Christine Laurent-Thiébaut den heutigen Forschungs-
stand zur Theorie von Fundamentallésungen fiir den tangentialen Cauchy-Riemann-
Operator dar. Dieser Artikel, der technisch anspruchsvoller als die beiden vor-
angehenden ist, sollte als Ausgangspunkt fiir weitere Forschungen von Nutzen
sein.

Die drei Arbeiten sind voneinander unabhéngig, aber durchaus aufeinander
bezogen: Konvexitatsbegriffe, Regularitats- und Existenzsitze fiir die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen, auch die tangentialen, Randgeometrie,
Integraldarstellungen sind Leitbegriffe in allen drei Artikeln, Begriffe, die in
zunehmend komplexeren Zusammenhéangen verwandt werden.
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2 INGO LIEB
Einleitung

Die fundamentalen Entdeckungen von Fritz Hartogs und Eugenio Elia
Levi (1906/1911) haben die komplexe Analysis fiir ein volles Jahrhun-
dert wesentlich beeinflu3t: sie fithrten zu neuen Ergebnissen, neuen wir-
kungsvollen Methoden und - vielleicht noch wichtiger! - zu immer neuen
fruchtbaren Fragestellungen. In dieser - durchaus personlich gefarbten
- Erzdhlung will ich den Gang der Entwicklung nachzeichnen und auch
einige der handelnden Personen vorstellen.

1. DErR KUGELSATZ

Die Geschichte beginnt 1906 [19], vor nunmehr 100 Jahren. In diesem
Jahr veroffentlichte F. Hartogs seine Resultate zur simultanen analyti-
schen Fortsetzung. Hier ist ein typisches Ergebnis:

Theorem 1 (Kugelsatz). Es sei
g:Kl—Fg, Kj:{Zil|Z||<T’j},O<T2<7’1,

eine Kugelschale im C", n. > 1. Dann ist jede auf G holomorphe Funk-
tion f holomorph nach K fortsetzbar.

Zum Beweis betrachtet Hartogs zunéchst die Differenz zweier Dizylin-
der, etwa

Dy = {(z1,220) : || < 1, |2 < 1},

Dy = {(z1,22) : |21] < 1/2,]20| < 1/2},

D = D;\ Dy,
und beweist fiir diese Konfiguration den entsprechenden Fortsetzungs-
satz mittels der Cauchyschen Integralformel. Das ist fast unmittelber
ersichtlich:
Es sei f holomorph auf D. Wir wéhlen

z=(21,22) mit 1/2<]z|<1, j=1,2,

ferner |z1| < <1, |22| < rg < 1, und haben zunéchst

1 f(ZlaCZ)
21,%2) = —— —d 2
f(1, %) / ¢

271 Jiyer, G2 — 22

1 f(<17<2>
, = 222,
f(z1,G) /I ¢

ﬁ Cil=r1 G — =
beide Male nach der 1-dimensionalen Cauchyschen Integralformel.

dann
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f(ZhZZ) — ( 1 ) /; f(Cl,@) d(ld@.

2mi \Cétg (G —21)(C — 22)

Die rechte Seite ist aber auf ganz D, definiert und holomorph - die
Formel liefert also die gewiinschte Fortsetzung. Der Fall n > 2 erfordert
nur mehr Schreibarbeit.

Also ist

Um von diesem Resultat zum Kugelsatz zu gelangen, entwickelt Har-
togs eine kunstvolle geometrische Argumentation - siche [19]; sehr viel
schneller gelangt man heute zum Ziel mittels der Bochner-Martinelli-
schen Integralformel. Das will ich nun ausfithren. Zunéchst einige Vor-
bereitungen:

Es sei a((,z) eine doppelte Differentialform vom Typ (1,0;0,0) auf
einer offenen Teilmenge W C C" x C"™ (mit den Koordinaten ¢ und z),
also

n

(1.1) a((,z) = Zaj((,z)dcj,

j=1

wobei die a; hinreichend oft differenzierbare Funktionen auf W sind.
Wir bilden mittels a die Doppelformen

(1.2 %5(¢.2) = (55 ) an @)
(13) Q3(¢,2) = (n—1) (%)a A (Bea)™ A B

vom Typ (n,n —1;0,0) bzw. (n,n — 2;0,1); die Potenzbildung erfolgt
durch auflere Multiplikation.

Speziell sei nun

(1.4) alt,2) =Y HCj_;ZZJ”Qde B¢, 2),
j=1

¢

und

W=C"xC"—=A={((z2):(#=z}
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Definition 1. Die Doppelformen

def

Qqﬁ(g,z) = B,,(¢,2), ¢=0,1,

heiflen Bochner-Martinelli-Kerne fir (0, q)-Formen (mit ¢ =0,1).
Ihre Haupteigenschaften sind im folgenden Satz zusammengefaflt:

Theorem 2 (BM-Integralformel).
(Z) ngnO = _5C3n1

1

b) |Bn.((, 2)| < const——F—
) 1Bual€2) < consty—my

5) Ist G CC C" ein stiickweise glatt berandetes Gebiet und f eine auf
G stetige, in G holomorphe Funktion, so ist fir z € G:

B ist also der Cauchy-Kern
1 d¢
o2mi( — 2’
und Theorem 2c liefert im Falle n = 1 die Cauchysche Integralformel.
Beachte, daBl B;; = 0 ist, m. a. W.: der Cauchykern ist holomorph
in z. Fir n > 1 ist Theorem 2a aber schwécher: B, ist nicht mehr

holomorph im Parameter! — Fiir beliebiges n findet man die Beweise
z. B. in [24] oder [33].

Im folgenden bezeichnen wir die Algebra der auf einer Menge M holo-
morphen Funktionen immer mit O(M). Wir kommen nun zum Beweis
des Kugelsatzes.

Es sei f holomorph auf G; wir diirfen (durch Verkleinern von G) sogar
f € O(G) annehmen. Nach Theorem 2c) ist fir z € G dann

F)= [ FOBw(C2) = [ FOBw(C2) ™ fi(z) = fal2).

bK1 sz
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Die Funktionen fi(2) und fy(2) sind auf ganz K; bzw. dem gesamten
Komplement von K, differenzierbar; ferner hat man wegen Theorem
2a) und der Holomorphie von f, d.h. wegen 0f = 0:

ofi(z) = / f(€)0.Bno(¢ /f )9 B (¢, 2)
. /,,K Ae(£(C)Bun(€,2)) = 0.

Somit ist f; holomorph, j = 1, 2. Schliefllich folgt aus Theorem 2b)

lim fy(z2) =

Z— 00

z€H
fiir jede mindestens 1-dimensionale Hyperebene H, welche K, nicht
trifft, und damit fo| H = 0. Da fiir n > 1 solche Hyperebenen existieren
und ihre Vereinigung offene nichtleere Mengen enthélt, ist fo = 0, und
durch f; wird f wie gewiinscht nach K fortgesetzt.

Natiirlich 1&8t sich Theorem 1 in naheliegender Weise verallgemeinern
- vgl [24], [33]; die Formulierung von Theorem 1 ist aber besonders
einpragsam.

2. HOLOMORPHIEGEBIETE

Das Fortsetzungsphdnomen des Kugelsatzes wirft die Frage auf, fiir
welche Konfigurationen es noch besteht. Wir benotigen eine Reihe von
Begriffen.

Definition 2. Es sei G ein Gebiet. Eine Fortsetzungskonfiguration fiir
G ist ein Paar offener Mengen U und V' mit folgenden Eigenschaften:

)0A£UCgGNnV;
ii) V ist zusammenhdingend und V ¢ G.

Definition 3. Es sei f holomorph auf G. Eine holomorphe Fortsetzung
von f ist ein Tripel (U,V, f), in dem (U,V') eine Fortsetzungskonfigu-
ration ist und wo ferner gilt:

i) f ist holomorph auf V,

i) fz f auf U.

Jetzt konnen wir einen zentralen Begriff einfiithren:

Definition 4. Es sei f holomorph auf G. G ist Existenzgebiet von f,
wenn es keine holomorphe Fortsetzung von f gibt.
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Scheinbar allgemeiner ist

Definition 5. G heifst Holomorphiegebiet, wenn es zu jeder Fortset-
zungskonfiguration (U, V') fir G eine auf G holomorphe Funktion f gibt,
die keine holomorphe Fortsetzung (U, V, f) mit dem gegebenen (U, V)
besitzt.

Offenbar ist jedes Existenzgebiet einer holomorphen Funktion ein Ho-
lomorphiegebiet. Die Umkehrung ist auch richtig und ergibt sich im
Laufe der weiteren Diskussion. Kiirzer (und nicht ganz prizise) kann
man sagen:

Ist G Existenzgebiet von f, so kann f iiber keinen Randpunkt von G
hinaus holomorph fortgesetzt werden; ist G Holomorphiegebiet, so gibt
es zu jedem Randpunkt von G eine holomorphe Funktion auf G, die
iiber diesen Randpunkt hinaus nicht holomorph fortsetzbar ist. Die
Definitionen sind schwerfélliger, da sie die mogliche Mehrdeutigkeit
holomorpher Fortsetzung beriicksichtigen. In den ersten Arbeiten zu
diesem Problemkreis werden Holomorphiegebiete Regularitétsgebiete
genannt und durch Definition 4 eingefiihrt [7].

Kugelschalen im C”, fiir n > 1, sind nach dem Kugelsatz keine Holo-
morphiegebiete, Kugeln aber, allgemeiner konvexe Gebiete, sind, wie
leicht zu sehen, Holomorphiegebiete. In der komplexen Ebene C ist je-
des Gebiet Holomorphiegebiet - daher taucht der Begriff in der Theorie
einer Variablen auch nicht auf.

Als zentrale Frage ergibt sich nun: Wie lassen sich Holomorphiegebiete
“erkennen “?

Natiirlich muf3 diese Frage prézisiert werden.

3. GLATTE GEBIETE

Eine erste Prézisierung beruht auf den Arbeiten des italienischen Ma-
thematikers E.E. Levi (1910/1911) und bezieht sich auf glatte Gebiete
im Raum C? von 2 komplexen Verénderlichen.

Definition 6. Ein Gebiet G C C™ heifst glatt (berandet) von der Klasse
Ck. k> 1, wenn es eine Umgebung U des Randes bG von G und eine auf
U definierte reellwertige k-mal stetig differenzierbare Funktion r gibt,
so dafs gilt:

i) GNU ={z€U:r(z) <0}

ii) dr(z) #0  fir alle z € U.

Jede derartige Funktion r heifit eine (C¥—)glatte Randfunktion fiir G.
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Nach Levi gilt nun [23]:

Theorem 3. Es sei G CC C? ein Gebiet mit C?-glatter Randfunktion r.
Wenn G ein Holomorphiegebiet ist, dann erfillt r in jedem Randpunkt
von G die Levibedingung

Dabei habe ich

(3.5) T,

j = rj? TEJ' = 7,77 T.Z]'Ek = rjE?

abgekiirzt. - Aufgrund dieses Theorems kénnen wir nun die Urfassung
des Levischen Problems formulieren:

Levisches Problem. Sind Gebiete, die der Levi-Bedingung geniigen,
Holomorphiegebiete?

Als erster hat anscheinend Otto Blumenthal das Problem formuliert [8]
und seine Wichtigkeit erkannt - cf. spéter.

Bei einem ersten Blick auf das Problem wird man eher eine negati-
ve Antwort erwarten: man will von einem Gebiet G zeigen, daf} es ein
Holomorphiegebiet ist, und mufl dazu globale, d.h. auf ganz G defi-
nierte, holomorphe Funktionen mit gewissen Randeigenschaften kon-
struieren. Gegeben sind aber lediglich lokale Informationen iiber den
Rand (Kriimmungseigenschaften), namlich die Levi-Bedingung. Der
Ausgangspunkt scheint also vom Ziel sehr weit entfernt und vielleicht
durch keinen Weg mit dem Ziel verbindbar. Als vorldufig einziger Hin-
weis, dafl das Problem nicht aussichtslos ist, mag der folgende leicht zu
beweisende Satz dienen:

Satz 4. (L) ist unabhingig von der Auswahl der (C*-glatten) Rand-
funktion und invariant unter biholomorphen Transformationen.
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4. NOCHMALS: GLATTE (GEBIETE

O. Blumenthal, der ja das Problem unmittelbar im Anschluff an Levi
formuliert hatte, gab auch 1912 die scheinbar zu erwartende Antwort
auf die gestellte Frage. Sie lautete [8]:

Theorem 5. NEIN.

Blumenthal zeigte in der Tat von dem Gebiet C? — H, mit

H={(z1,22):21=0, x>0},

wobei ich z; = x; +1iy; gesetzt habe, daf es kein Holomorphiegebiet ist,
aber der Bedingung (L) geniigt. Damit war das Problem erst einmal
erledigt und blieb es auch fiir etwa 1 1/2 Jahrzehnte. Die Problemlage
danderte sich erst 1927 mit dem Wechsel des jungen Heinrich Behnke
von Hamburg nach Miinster. Behnke hatte sich in Hamburg mit wich-
tigen Arbeiten zur Zahlentheorie habilitiert, beschlof aber, als er einen
Ruf auf ein Ordinariat nach Miinster erhielt, nicht nur den Arbeitsort,
sondern auch das Arbeitsgebiet zu wechseln. Auf Anraten Constantin
Carathéodorys [4] wéhlte er die Funktionentheorie mehrerer Variabler
als neues Forschungsgebiet. Beim Studium der vorliegenden Resultate
(von Cousin, Hartogs, Poincaré, Levi, Blumenthal) stellte er als er-
stes fest, dafl Blumenthals Gegenbeispiel am Problem vorbeiging. Das
von Blumenthal konstruierte Gebiet hat ndmlich keinen glatten Rand,
und das Auftreten von Kanten im Rande fiithrt auf grundsétzlich neue
Fragen. Somit ist das Problem zu prézisieren:

Levi-Problem. Sind glatte Gebicete, die der Levi-Bedingung geniigen,
Holomorphiegebiete?

Und diese Frage war weiterhin unbeantwortet: am Ende des vorigen
Abschnittes habe ich auf ihre Schwierigkeit hingewiesen. (Ein von Blu-
menthal [8] angegebenes Gegenbeispiel G:

(’Zl| — 2)2 -+ ’22|2 <1

beruhte auf einem - schon bald von Blumenthal selbst erkannten -
Irrtum: es ist in Wahrheit ein Holomorphiegebiet.) Behnkes Antwort
konnte zunéchst nur: “vielleicht“ heiflen, und die Antwort kann man
auch ohne mathematische Untersuchung geben.
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5. HOLOMORPHIEKONVEXITAT UND ALLGEMEINERE GEBIETE

Die Jahre nach 1927 sahen - vor allem durch die Miinsteraner Arbeits-
gruppe um H. Behnke und durch die Arbeit von Henri Cartan in Paris -
wesentliche Fortschritte in der komplexen Analysis, die zu einem besse-
ren Verstandnis auch des Levischen Problems beitrugen, ohne es freilich
zu losen. Im einzelnen:

1 Fiir spezielle Gebietsklassen wurde das Levi-Problem geldst. In der
Regel handelt es sich um Gebiete im C? mit hoher Symmetrie - Rein-
hardtsche Gebiete zum Beispiel..., siche [7]. Die wesentlichen Beitrage
hierzu stammen von Behnke und seinen Schiilern.

2 Henri Cartan fithrte den Begriff der Holomorphie-Konvezitit ein [10]
und benutzte ihn in einer gemeinsamen fundamentalen Arbeit mit Pe-
ter Thullen [11] zur Charakterisierung von Holomorphiegebieten. Ich
gebe die Definition in moglichst einfacher Gestalt, aber gleich fiir kom-
plexe Rdume:

Definition 7. Fin komplexer Raum X ist holomorph-konvex, wenn
es zu jeder Punktfolge x; € X ohne Héufungspunkt eine holomorphe
Funktion f auf X gibt, die auf der Folge x; unbeschrdnkt ist.

Cartan und Thullen zeigen nun [11]:

Theorem 6. Fiir ein Gebiet G im C" sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

i) G ist Existenzgebiet einer holomorphen Funktion.
ii) G ist Holomorphiegebiet.
iii) G st holomorph konver.

Wegen der Mehrdeutigkeit der holomorphen Fortsetzung formulieren
sie ihren Satz gleich fiir unverzweigte Riemannsche Gebiete iiber dem
C", allerdings iibertréagt sich ihr Beweis nur auf “endlichbléttrige“ Ge-
biete. Ich komme auf das Problem spéter zuriick, gebe aber die rele-
vanten Definitionen.

Definition 8. FEin (unverzweigtes) Riemannsches Gebiet (tiber dem
C™) ist eine zusammenhdngende komplexe Mannigfaltigkeit X, auf der
die holomorphen Funktionen die Punkte trennen, zusammen mit einer
lokal biholomorphen Abbildung

p: X — C".
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Jedes Gebiet im C" kann als Riemannsches Gebiet angesehen wer-
den, mit p als Inklusionsabbildung. Die Fasern p~!(z) eines Riemann-
schen Gebietes sind diskrete Teilmengen von X, das Supremum der
Miéchtigkeiten der Fasern ist die Bldtterzahl (endlich oder abzéhlbar
unendlich).

Ein Riemannsches Gebiet (X, p) heifit Teilgebiet des Riemannschen Ge-
bietes (X', p'), wenn X C X' offen ist und p’ | X = p gilt. (X', p’) heifit
Erweiterung von (X, p), wenn dariiberhinaus noch die Restriktionsab-
bildung

O(X/) — O(X)

bijektiv ist. In sinnvoller Verallgemeinerung von Definition 5 setzen wir
jetzt fest:

Definition 9. FEin Holomorphiegebiet ist ein Riemannsches Gebiet,
welches keine echte Erweiterung besitzt.

Damit 148t sich Theorem 6 auch fiir Riemannsche Gebiete formulieren
- wie Cartan und Thullen es ja getan haben. Ihr Beweis enthélt aber
im Falle unendlichbléttiger Riemannscher Gebiete eine Liicke, die erst
Oka - siehe spéter - geschlossen hat.

Ist z ein Punkt eines Riemannschen Gebietes (X, p), so gibt es defini-
tionsgeméB einen Polyzylinder A (p(z)) vom Radius € in jeder Koor-
dinate und eine Umgebung von x, A.(x), die unter p biholomorph auf
Ac(p(z)) abgebildet wird. Wir nennen auch A (z) einen Polyzylinder
in X um z vom Radius € und geben die fiir spéter wichtige

Definition 10. Die Funktion
dx(x) = sup{e: I Polyzylinder A (x)}
heifst Randdistanz von x.

Es ist also 0 < §(z) < oo.

3 Einen weiteren wesentlichen Fortschritt erzielten Behnke und Karl
Stein 1939 [5]:

Theorem 7. Es sei Gy C Gy C Gy C --- C C" eine aufsteigende Folge
von Holomorphiegebieten. Dann ist

=g

ebenfalls ein Holomorphiegebiet.
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Dieser Satz vereinfacht das Studium von Holomorphiegebieten erheb-
lich, wie wir noch sehen werden.

4 Die Levi-Bedingung war ja nur fiir glatte Gebiete im C? formuliert
worden. In seiner 1933 bei Helmut Kneser in Greifswald angefertigten
Dissertation [21] iibertrug Johannes Krzoska die Bedingung nun auf
beliebige Dimensionen. Ich formuliere hier gleich etwas allgemeiner:

Definition 11. i) Es sei p: U — R eine 2 mal stetig differenzierbare
reellwertige Funktion auf der offenen Menge U C C™. Die Leviform
von ¢ in z 1st die hermitesche Form

Lo(z:t) = Y pi(2)ti;.
ij=1

(Bezeichnungen siehe (3.5)).

ii) @ heifit in z plurisubharmonisch, wenn L,(2) positiv semidefinit ist,
streng plurisubharmonisch, wenn L, in z positiv definit ist.

Definition 12. Es sei G ein C?-glattes Gebiet im C" mit C?-glatter
Randfunktion r. G heif$t pseudokonvex, wenn in allen Randpunkten z €
bG die Leviform L,(z) auf dem holomorphen Tangentialraum an bG in
z positiv semidefinit ist.

Ausfiihrlich: fiir alle z € bG und alle t € C™ mit

st

Das ist die - von Krzoska gefundene - Levi-Bedingung im C". Fiir n = 2
reduziert sie sich, wie man leicht sieht, auf die Bedingung (L) von
Theorem 3. Eine Weile wurde die obige Bedingung auch “Levi-Krzoska-
Bedingung“ genannt, das hat sich aber nicht durchgesetzt. In Analogie
zu Theorem 3 gilt nach Krzoska [21]:

Theorem 8. Jedes C?-glatte Holomorphiegebiet ist pseudokonvex.
Und man kann nun das Levische Problem allgemeiner fassen:

Levisches Problem (2. Fassung) Sind (glatte) pseudokonvexe Gebiete
Holomorphiegebiete?
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Es handelt sich, wohlgemerkt, immer um (in der Regel beschrinkte)
Teilgebiete des C".

5 Besonders wichtig fiir die weitere Entwicklung war die Zusammenfas-
sung der bisherigen Ergebnisse in dem beriihmten Ergebnisbericht von
Behnke und Thullen von 1934 [7]. Hier wurde der Stand der Forschung
beschrieben, und - was noch einflufireicher war! - die Autoren arbei-
ten die wesentlichen offenen Probleme sorgfiltig heraus. In gewisser
Weise war der Ergebnisbericht also bedeutender in seiner Rolle als ein
“Nichtergebnis- Bericht “. Auf die Hauptprobleme in “Behnke/Thullen “
gehe ich etwas spéter ein - das Levische Problem jedenfalls gehorte da-
zu.

Trotz all dieser bedeutenden Fortschritte blieb aber das Levische Pro-
blem ungelost. Noch im Jahre 1940 gaben Behnke und Stein in einem
Artikel “Die Konvexitét in der Funktionentheorie mehrerer Verdnder-
lichen* [6] das Problem als eine der grofen ungeldsten Aufgaben der
komplexen Analysis an. Obwohl sie sich sehr vorsichtig ausdriickten,
scheint es fast so, als ob sie auch nicht an eine positive Antwort glaub-
ten.

6. Krvyosur Oka

Ohne dafl Behnke und Stein es realisiert hitten, hatte der Strom der
komplexen Analysis sein Bett verlagert, von Miinster und Paris auf
einen neuen Kontinent, nach Hiroshima. Was war geschehen?

Im Jahre 1929 war ein junger japanischer Mathematiker, Kiyoshi Oka,
mit einem Stipendium seiner Regierung nach Paris gekommen, um dort
die neusten Fortschritte der Analysis kennen zu lernen. In Paris hatte
er Kontakt zu Gaston Julia und liefl sich von diesem fiir die komplexe
Analysis begeistern. Nach Japan zuriickgekehrt, studierte er den Er-
gebnisbericht von Behnke und Thullen - und faite anscheinend den
Entschluf3, die Hauptprobleme der komplexen Analysis, so wie sie sich
aus diesem Bericht ergaben, zu 16sen. Nun mag es hdufiger vorkommen,
daB ein junger Wissenschaftler sich ein derart abenteuerliches Ziel setzt:
selten diirfte er es erreichen.

Genau das aber tat Oka. In einer Reihe von Arbeiten, die sich iiber
zwei Jahrzehnte erstrecken und die in ihrer Gesamtheit ein intellek-
tuelles Kunstwerk von bemerkenswerter Schénheit darstellen, loste er
die Fundamentalprobleme der komplexen Analysis und erweiterte das
Forschungsgebiet nicht nur durch seine neuen Resultate, sondern auch
durch neue, erst aufgrund dieser Ergebnisse mogliche Fragestellungen
[27]. Eines der gelosten Probleme, sicher das schwierigste, ist das Levi-
sche Problem.
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7. DIE FUNDAMENTALPROBLEME BEI BEHNKE/THULLEN

Betrachten wir nun die Hauptprobleme, die sich 1934 in der komple-
xen Analysis stellten und im Ergebnisbericht [7] auch als wesentlich
herausgearbeitet worden waren. Alle auftretenden Gebiete G, Gy, -
sollen Holomorphiegebiete sein.

1. Das erste Cousinsche Problem, also die Konstruktion einer mero-
morphen Funktion aus gegebenen Hauptteilen. Genauer:

es sei {U;: i € I} eine offene Uberdeckung von G, die m; seien mero-
morphe Funktionen auf den Uj;, so daf3

mg;; = m; —my

auf U;; = U; N U; holomorph ist. Gibt es eine meromorphe Funktion m

auf G, so dafl

auf U; holomorph ist?

2. Das zweite Cousinsche Problem: ist jeder Divisor auf G ein Haupt-
divisor? Man formuliert genau wie oben, ersetzt Addition durch Mul-
tiplikation und “holomorph“ durch “holomorph ohne Nullstellen “.

3. Approximationssitze vom Rungeschen Typ: es sei G CC Gy, unter
welchen Bedingungen ist O(Gy) dicht in O(G), d.h. wann ist jede auf
G holomorphe Funktion lokal gleichméfiig durch auf G, holomorphe
Funktionen approximierbar?

4. Das Levische Problem: Charakterisiere Holomorphiegebiete durch lo-
kale Randeigenschaften.

Alle diese Probleme héngen miteinander zusammen; vereinfacht aus-
gedriickt: man 16st entweder alle oder keins. Hieriiber ist sich Oka von
Anfang an im klaren. In den Einleitungen zu seinen Arbeiten legt er je-
weils Rechenschaft ab iiber den Punkt, den er auf seinem Weg erreicht

hat, einem Weg, dessen Ziel er nie aus den Augen verliert und das er
schlieBlich (siehe [29], [31]) erreicht.
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8. DIE OKA-ABBILDUNG

Die Originalitét von Okas Methoden wird bereits zu Beginn der ersten
Arbeit [28] offensichtlich. Ich zitiere: “Or, je m’apercois qu’on peut
parfois diminuer la difficulté de ces problemes, en élevant a dimensions
convenables les espaces ou ’on s’occupe... un principe qui réduit les do-
maines du titre aux domaines cylindriques a dimensions plus élevées... .

Als Beispiel betrachte ich das analytische Polyeder

P ={(z1,22) : |21] < 1,]22] < 1,|2122] < 1/2}

im C2. Durch die reguliire Abbildung

w(z1, 22) = (21, 22,221 22)

wird P bijektiv auf eine singularitdtenfreie abgeschlossene Unterman-
nigfaltigkeit des Einheitspolyzylinders D3 C C? abgebildet, das Stu-
dium des niedrigdimensionalen Gebietes P mit seinem komplizierten
Rand damit auf die Untersuchung des einfacher berandeten hoher-
dimensionalen Gebietes D3 und seiner Untermannigfaltigkeiten zuriick-
gefiihrt. (Eine dhnliche Idee ist die bekannte Umwandlung einer Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung in ein System von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung.) Eine solche “Oka-Abbildung“ taucht in vielen Va-
rianten in der komplexen Analysis auf; es ist kaum {ibertrieben, sie als
Start einer Entwicklung anzusehen, die der komplexen Analysis neue
Felder erschlossen hat.

9. OKAS LOSUNG DES LEVISCHEN PROBLEMS

Schon zur Formulierung von Okas Resultaten miissen wir den Begriff
der plurisubharmonischen Funktion verallgemeinern, und damit auch
den Begriff der Pseudokonvexitidt. Wir befreien uns von Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen.

Definition 13. Eine Funktion p: U — R, U offen im C", heifit pluri-
subharmonisch, wenn sie nach oben halbstetig ist und fiir jede komplexe
Gerade L gilt:

o | LNU ist subharmonisch.

Dabei gilt auch die Funktion ¢ = —oo als subharmonisch.
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Obwohl die Definition scheinbar die affine Struktur des C™ ausnutzt, ist
die Klasse der plurisubharmonischen Funktionen biholomorph invariant
und kann daher auf komplexen Réumen betrachtet werden. Damit ist
die néchste Definition sinnvoll:

Definition 14. Ein Riemannsches Gebiet X ist pseudokonvex, wenn
die Funktion

—logdx,
mit 0x(z) als Randdistanz des Punktes x, plurisubharmonisch ist.

Eine Funktion der Klasse C? ist genau dann plurisubharmonisch gemif
Definition 13, wenn sie positiv semidefinite Leviform besitzt; die frithere
Definition ist also sinnvoll verallgemeinert worden. Entsprechend ist ein
glattes Gebiet genau dann geméfl Definition 14 pseudokonvex, wenn es
der Levi Bedingung geniigt, vgl. [33].

Plurisubharmonische Funktionen sind von Oka [29] eingefiihrt worden,
nachdem subharmonische Funktionen schon bei Hartogs in der kom-
plexen Analysis auftauchen. Oka und insbesondere Pierre Lelong [22]
haben diese Funktionsklasse dann eingehend untersucht.

Jetzt kann ich formulieren:

Levisches Problem (3. Fassung). Sind pseudokonvere Riemannsche
Gebiete holomorph-konvex?

Aus den Arbeiten von Cartan und Thullen entnimmt man namlich

Theorem 9. Holomorph-konvere Riemannsche Gebiete sind pseudo-
konvew.

Oka zeigt nun die Umkehrung [29], [31].

Theorem 10. (Oka) Fiir ein Riemannsches Gebiet X sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) X ist holomorph-konvex.
ii) X ist Holomorphiegebiet.
ii1) X ist pseudokonvex.

Zusammen mit Theorem 9 ist damit auch die Beweisliicke bei Cartan
und Thullen geschlossen.

Das obige Theorem hat Oka zunéchst (1942) nur fiir Teilgebiete des
C? bewiesen, aber schon damals auf die Verallgemeinerungsmoglichkeit
aufmerksam gemacht. Zehn Jahre spéter geht er zum Allgemeinfall
iiber (1953); eigene Losungen des Levischen Problems (fiir Teilgebiete
des C") erzielten auch Frangois Norguet [26] und Hans Bremermann
[9] im Jahre 1954.
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Ich gebe zu Okas Beweis einige Hinweise. Ausgangspunkt ist ein altes
Ergebnis von Pierre Cousin, das

Cousinsche Heftungslemma. Es sei R C C ein achsenparalelles
Rechteck

R={z =x +iy :d}) <z <dff, b) <y <V},

U C C" ! ein beliebiges Gebiet, Q = Rx U C C". ¢, < c_ seien reelle
Zahlen mat

a) < cp <c_<aj,
Ri={xn€R:cy<m}, R-={xnn€R:x1 <c_},
also R=R,yUR_. Es set Ry = R, N R_, endlich
Qi =R, xU, Q- =R_xU, Qy=RyxU.

(Damit ist also Q = Q. UQ_, Qo =0Q.NQ_.)

Dann gqilt: es gibt eine Konstante M, so dafs zu jeder beschrinkten
holomorphen Funktion fo auf Qo holomorphe Funktionen f, auf Q.,
fo auf Q_ existieren mit:

i) fo=f+— - auf Qg
it) |feloe < M| folg,-

Dabei bezeichnet | - | die Supremumsnorm. Zum Beweis siche [18]. Fiir
die Anwendungen sind die Abschétzungen besonders niitzlich. Cousin
hat das Lemma in etwas schwécherer Form bewiesen; es ist ein wesentli-
cher Schritt auf dem Weg zur Losung des ersten Cousinschen Problems.

Okas Losung beruht auf dem folgenden neuen

Verschmelzungslemma. Fs sei G C C" ein Gebiet, ay < a_ reelle
Zahlen,

Gy ={z€G: Imz >ay}, G-={2€G: Imz <a_}.

Wenn Gy und G_ Holomorphiegebiete sind, dann auch G.
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Und dieser Satz verwendet das folgende technische Lemma, in dem
man leicht eine Verallgemeinerung und Abwandlung des Cousinschen
Heftungslemmas erkennt:

Okas Heftungslemma. In der Situation des Verschmelzungslemmas
setay <a<a_,

S={z€G: Imz =a}.

Dann gibt es zu jeder in einer Umgebung von S holomorphen Funkti-
on f holomorphe Funktionen fy auf Gy, f_ auf G_, so daff in einer
Umgebung von S gilt:

f=f—r-

Der Beweis benutzt fast alle wesentlichen vorher von Oka erzielten
Ergebnisse.

10. KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEITEN UND KOMPLEXE RAUME

Okas Ergebnisse bilden einen Abschluf}; aber auch einen Neubeginn.
Hiertiber war sich Oka selbst durchaus im klaren. Ich zitiere: “Or, nous,
devant le beau systeme de problemes a F. Hartogs et aux successeurs,
voulons léguer des nouveaux probléemes a ceux qui nous suivront; or,
comme le champs de fonctions analytiques de plusieurs variables s’étend
heureusement aux divers branches de mathématiques, nous serons per-
mis de réver divers types de nouveaux problemes préparant.“ [30]

Durch Okas eigene Arbeiten, mehr vielleicht noch durch die Beitréige
von Cartan, Behnke, Stein, Jean-Pierre Serre, Hans Grauert und Rein-
hold Remmert, verlagerte sich das Interesse von Riemannschen Gebie-
ten auf komplexe Mannigfaltigkeiten und komplexe Rédume. Zu den
plurisubharmonischen Funktionen trat als neues und hochwirksames
Werkzeug die analytische Garbentheorie hinzu. Das Levische Problem
wird mit diesen Methoden neu geldst und stellt sich in diesem Begriffs-
rahmen neu. Das will ich nun ausfiihren.
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11. STRENGE PSEUDOKONVEXITAT

H. Grauert erkannte, wie vor ihm bereits Oka, dafl streng pseudokon-
vexe Gebiete ein ideales Werkzeug zum Studium allgemeiner pseudo-
konvexer Gebiete im C" oder sogar auf komplexen Rdumen liefern.

Definition 15. Fin C?-glattes Gebiet G CC X (in einem komplezen
Raum X ) heifit streng pseudokonvex, wenn es eine streng plurisubhar-
monische Randfunktion r besitzt.

Jedes pseudokonvexe Gebiet im C", ja sogar jedes pseudokonvexe Rie-
mannsche Gebiet, ist durch streng pseudokonvexe Teilgebiete ausschoptbar;
im Fall Riemannscher Gebiete ist das ein Teil von Okas Beweis von
Theorem 10, der Fall “schlichter“ Gebiete ist elementar. Somit geniigt
aufgrund des Theorems von Behnke und Stein fiir die meisten Zwecke
die Untersuchung streng pseudokonvexer Gebiete. Sie zeichnen sich (ab
jetzt will ich der Einfachheit halber nur komplexe Mannigfaltigkeiten
zugrundelegen) durch zwei Eigenschaften aus.

a) Zu jedem Randpunkt xy € bG gibt es eine in einer Umgebung U von
2o holomorphe Funktion P, so daf}, mit

S={xeU: ReP =0},
gilt:
Sﬂg: {‘TO}v

und S beriihrt bG in xy von genau 1. Ordnung. S ist eine “lokale har-
monische Stiitzflache “. Hierauf gehe ich spéter noch ein (vgl. Abschnitt
12, Fundamentallemma iii).

b) ”C?-kleine Stérungen® von G sind wieder streng pseudokonvex.

Grauert nutzt diese beiden Eigenschaften virtuos zum Beweis des fol-
genden Endlichkeitssatzes: [16]

Theorem 11. Es sei S eine kohdrente analytische Garbe auf einem
streng pseudokonvezen Gebiet G. Dann sind die Cohomologievektorrdume
HY(G,S) fir q > 1 endlichdimensional:

dim¢ HY(G,S) < o0, ¢ > 1.
Als Folgerung ergibt sich (siehe auch den ndchsten Abschnitt)

Folgerung 11.1. Streng pseudokonvezxe Gebiete sind holomorph-konvex.
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Eine weitere Folgerung ist Theorem 10, die Losung des Levischen Pro-
blems fiir Riemannsche Gebiete.

Grauert konstruiert zum Beweis aus G ein etwas grofleres streng pseu-
dokonvexes Gebiet G DD G, so dafl die Restriktionsabbildung

(11.6) HYG,S) — HY(G,S), ¢>1

surjektiv ist. (Dabei nimmt er zunéichst S als iiber dem ganzen Raum
X D G gegeben an). Mit funktionalanalytischen Methoden ergibt sich
hieraus der Endlichkeitssatz. Die Konstruktion von G erfolgt schritt-
weise, indem zunéichst an einem Randpunkt zy das Gebiet durch eine
kleine “Beule* so zu einem Gebiet Gy vergroflert wird, daf§ fiir Gy und
G (11.6) gilt, danach wird Gy vergrofiert, bis man nach endlich vielen
Schritten bei é DD G mit (11.6) angekommen ist. Diese Grauertsche
Beulenmethode ist ein wesentliches Hilfsmittel beim Ubergang von lo-
kalen zu globalen Eigenschaften - sie ist in der Folge immer wieder
benutzt worden.

12. EINE LOSUNG DES LEVISCHEN PROBLEMS

Ich unterbreche fiir den Moment die Beschreibung der historischen Ent-
wicklung und gebe eine moderne Losung des Levischen Problems; sie
beruht auf Methoden und Ideen von Gennadi Henkin, Michael Range,
mir selbst und anderen. Nach Behnke und Stein geniigt es, Folgerung
11.1 zu zeigen, also

Theorem 12. Streng pseudokonvexe Gebiete sind holomorph konvex.
Wir nehmen zunachst G CC C" an.
1. Schritt. Es sei

7' = {feLX(G): of =0},

(12.7) B' = {Oue Z':ue L®(G)},
H' = 7Z'/B'.

Dabei ist L der Raum der i.w. beschrankten mef3baren Funktionen
auf G, L5 der Raum der (0, 1)-Formen auf G mit Koeffizienten in L,

und der 0-Operator ist im Distributionssinne zu verstehen.
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Wir werden - im 3. Schritt des Beweises - lineare stetige Operatoren
P, und Sy konstruieren, die folgende Eigenschaften haben:

(12.8) Py: 72— 7Y Sy Z' — L™
(12.9) Py ist kompakt.
(12.10) id = P, + 05,

Aus (12.9) und (12.10) ergibt sich sofort:

(12.11) B' > Bild (id — P),

und beide Rédume sind abgeschlossen von endlicher Codimension (nach
Banach/Schauder). Somit haben wir das Zwischenergebnis

(12.12) dime H' < oo.

2. Schritt. Nun verwenden wir Eigenschaft a) der strengen Pseudo-
konvexitit. Es sei zy € bG ein Randpunkt, und durch Re P = 0 werde
eine lokale harmonische Stiitzfliche definiert; wir setzen dann F' = 1/P.
Indem wir F' mittels einer glatten Verheftungsfunktion fortsetzen, er-
halten wir eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

fe (G —{z}),

f ist holomorph in U(zo) NG,
wobei U Umgebung von zq ist,

(12.13)
lim, .., |f(2)| = oo.
Die Formen F), = 0f* k = 1,2,3,... gehoren dann zu Z, sind also

linear abhingig modulo B!. Somit gibt es Konstanten ci, ..., ¢y, Cm #
0, und ein v € L™, so daf

(12.14) ol + -4 cpFy, =0u

ist.
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Setzt man nun
h=cf+aff+ - +euf™—u,
so ist A holomorph auf G mit

lim |h(z)] = oo.

Z—20
Das liefert die Holomorphiekonvexitéit von G.

3. Schritt. Es bleiben P; und Sy zu konstruieren! Es sei r eine streng
plurisubharmonische Ranfunktion fiir G. Dann bilden wir das “Levi-
Polynom*“

F(¢z) =300 mi(OG = 2)
(12.15) —3 2yt Tk (G — 27) (G — 2)

def

= > i Fi(G 2)(G = 2),

wéhlen in C" x C" eine glatte “Verheftungsfunktion® ¢((, z), die = 1
in der N#he der Diagonalen ist, = 0 fiir || { — z || groB, und setzen

(12.16) (¢, 2) = (¢, 2)(F(C,2) = () + (L = @(C,2) [ ¢ — = [I*-

Die Funktion ® ist fiir (¢,z) € C* x C" mit |r(¢)| < § (klein genug)
definiert.

Weiter benétigen wir eine Verheftung des Levipolynoms mit || ¢ —z ||
F(¢,2) = (G 2)F(G2) + (1 =9)(¢2) <=2 P
=2 Pi(¢,2) (G — %)

(12.17)

und die Differentialform

(12.18) Fo(C, 2) = ) > Pi(¢, 2)d¢;.

j=1

1
d((, 2

Mit einer letzten Verheftungsfunktion x(¢), die identisch 1 in der Nihe
von bG ist, = 0 im Innern von G, bilden wir schliellich

(12.19) k(¢ 2) = Xx(Oko(S, 2)-



22 INGO LIEB
Analog brauchen wir

n

1 _—
" T P e &0 T

J=1

(12.20) h(C,2)

Aus (12.19) und (12.20) werden nun die gewiinschten Operatoren kon-
struiert; ich gebe P, genau an:

(12.21) Pif(z) = /g FOAPIC 2),

(1222) Pl(C?’Z) = _5CQ’1€<C>Z)7

wobei QF in Formel (1.3) definiert worden ist (mit o = k). Ahnlich ist

(12.23) %ﬂdzéﬂOA&&d,

wobei der Kern Sy((, z) sich algebraisch in expliziter, aber komplizier-
ter Weise aus k, h, Eck, 5<h sowie dem Bochner-Martinelli-Kern B, zu-
sammensetzt. Die Begriindung, dafi nun (12.8), (12.9), (12.10) gelten
beruht i.w. auf dem Stokesschen Satz, der Bochner-Martinelli-Integral-
formel und dem unten angegebenen Fundamentallemma - ich verweise
auf [24], [33]. Damit ist der Satz bewiesen.

Zum Beweis einige Anmerkungen!

1. Allen obigen Konstruktionen liegen die folgenden fundamentalen Ei-
genschaften der Funktion & zugrunde, die von Henkin, Grauert und
mir entdeckt wurden:

Fundamentallemma. Fir ®((,z) aus (12.16) gilt:
i) 0.9(¢,2) =0, falls ||¢ — z|| klein genug ist;
i) ©(¢,¢) =0 fir ¢ € bG;
ii1) Es gibt eine positive Konstante vy, so daf gilt
2, 2)] = A (=r(¢) = r(2)+ | ¢ = 2 |* +[Tm ®(C, 2)));

i) Im ®(¢, z) und r(¢) sind Bestandteile lokaler C*-Koordinaten
in der Nihe von z € bG.

(Die Eigenschaften i und ii sind aufgrund der Konstruktion klar;
wesentlich sind iii und iv).
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2. Die Argumentation 148t sich mit einiger Miihe auf streng pseudokon-
vexe Teilgebiete komplexer Mannigfaltigkeiten iibertragen, nicht aber,
jedenfalls beim heutigen Stand der Technik, auf komplexe Rédume (cf.
[24]).

3. Im ersten Schritt hatte ich dim H! < oo bewiesen. In Wahrheit ist fiir
streng pseudokonvexe Teilgebiete des C™ oder, allgemeiner, Steinscher
Mannigfaltigkeiten diese Dimension sogar 0 - dazu vergleiche man [24],
wo im Falle von Mannigfaltigkeiten eine Variante der Oka-Abbildung
herangezogen wird. Eine #hnliche Verwendung einer Oka-Abbildung
findet sich in diesem Zusammenhang auch bei Range [33].

13. NEUE FORMEN DES LEVISCHEN PROBLEMS

Riemannsche Gebiete sind sehr spezielle komplexe Mannigfaltigkeiten;
die Losung des Levischen Problems charakterisiert die “holomorphe
Vollstéandigkeit “ in dieser Klasse. Dieses Ergebnis legt eine Verallgemei-
nerung der Fragestellung nahe. Zunéchst die relevanten Definitionen:

Definition 16. Ein komplexer Raum X heifst Steinsch oder holomorph
vollstiandig, wenn er holomorph-konvex und lokal holomorph ausbreitbar
15t.

Letzteres bedeutet: zu jedem zy € X gibt es endlich viele holomor-
phe Funktionen auf X, in deren gemeinsamer Nullstellenmenge xq ein
isolierter Punkt ist.

Nach obigem ist also ein Riemannsches Gebiet genau dann Steinsch,
wenn es pseudokonvex ist. Wir stellen das Levische Problem damit neu:

L1. Levisches Problem fiir komplexe Riaume. Charakterisiere Stein-
sche Rdaume durch “geometrische “ Eigenschaften.

Damit hiangt eine zweite Problemstellung zusammen!

L2. Levisches Problem fiir Teilgebiete. Es sei G ein relativ kompaktes
Teilgebiet eines komplexen Raumes X. G sei lokal Steinsch. Ist G dann
holomorph-konvex bzw. sogar Steinsch?

Definition 17. G CC X heifit lokal Steinsch, wenn es zu jedem Rand-
punkt xog € bG eine Umgebung U = U(x) so gibt, dafs U NG Steinsch
15t.

Nochmals: fiir Riemannsche Gebiete sind beide Probleme gelost; die
Antwort auf L2 ist “JA“.
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Eine sehr befriedigende Antwort auf die erste Frage (L1) wurde mit den
Grauertschen Methoden durch Raghavan Narasimhan gegeben. Nara-
simhan war in den frithen 60-er Jahren des letzten Jahrhunderts zur
Zusammenarbeit mit Grauert an eines der damaligen Weltzentren der
komplexen Analysis nach Gottingen gegangen. Ergebnis dieser Zusam-
menarbeit war u. a. das folgende fundamentale

Theorem 13. (Narasimhan [25]) Ein komplezer Raum X ist genau
dann Steinsch, wenn er eine C*-glatte streng plurisubharmonische Aus-
schopfungsfunktion ¢ besitzt.

Die Mengen X. = {x € X: p(x) < ¢} sollen also fiir jedes ¢ relativ
kompakt sein. - Dieser Satz ist in einer gemeinsamen Arbeit mit John
Erik Fornaess (1980) noch verbessert worden: die Glattheit von ¢ kann
durch die Stetigkeit, sogar durch Halbstetigkeit ersetzt werden; im letz-
teren Fall mufl man natiirlich iiberall p(x) # —oo voraussetzen - vgl.
[15], auch fiir die passende Definition der strengen Plurisubharmoni-
zitat.

Die zweite Variante des Levischen Problems (L2) ist zu naiv formuliert:
die Antwort ist - fast sofort - “NEIN“. Genauer:

Ist X nicht Steinsch, so lautet die Antwort NEIN. Profunde Gegenbei-
spiele stammen von Grauert - siehe [17].

Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so ist die Antwort JA. [13]

Ist X ein Steinscher Raum, so ist die Antwort noch OFFEN. Teiler-
gebnisse mit positiver Antwort wurden von Aldo Andreotti und Nara-
simhan [1] erzielt (Steinsche Rdume mit isolierten Singularitéten) und

kiirzlich fiir Steinsche Rdume mit etwas allgemeineren Singularititen
von M. Coltoiu und Klas Diederich [12].

14. EIN ALLGEMEINER PROBLEMKREIS

Das Levische Problem hat sich im Laufe eines Jahrhunderts immer
wieder neu gestellt: jede Losung einer Variante des Problems fiihrte
zu Neufassungen, die Anlafl zu weiteren Entwicklungen der komplexen
Analysis gaben. Das Problem selbst kann in einen grofleren Problem-
kreis eingebettet werden, den ich kurz beschreibe:

Es sei G ein Teilgebiet des C" (oder eines komplexen Raumes). Wie be-
einflufSt die “komplexe Geometrie “ des Randes die “Funktionentheorie
des Gebietes?

Natiirlich mu8 man “komplexe Geometrie® auf bG richtig entwickeln;
auch die Struktur des umgebenden Raumes X wird Einflufl haben, wie
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wir schon beim Levi-Problem gesehen haben. Jedenfalls wird die Levi-
Form der Randfunktion zur komplexen Geometrie der Rédnder zu rech-
nen sein; zur “Funktionentheorie“ des Gebietes gehort nicht nur die
Algebra aller holomorphen Funktionen, sondern es zéhlen dazu auch
die Algebra der beschrinkten holomorphen Funktionen oder der holo-
morphen Funktionen mit stetigen Randwerten....

Dieses “allgemeinere Levische Problem “ beschiéftigt seit vier Jahrzehn-
ten viele Mathematiker - ich nenne Joe J. Kohn, G. M. Henkin, K. Die-
derich, J. E. Fornaess, R. M. Range, auch mich selbst.... Eine ungeloste
Variante des Problems formuliere ich mit einer kurzen Erlauterung:

Problem. Es sei G CC C" pseudokonvex von endlichem Typ. Gibt es
Konstanten € > 0, Cy, > 0, so daf§ zu jedem f € C'(’fqﬂ(g) mit Of =0
ein u € CEF(G) ewistiert mit

du=f, [l ullowre< Ci || fllew?

Der Typ eines pseudokonvexen Gebietes mifit die mogliche Kontakt-
ordnung holomorpher Kurven mit dem Gebietsrand — Typ 2 bedeutet
,streng pseudokonvex“. Das Problem ist im Falle von Sobolev-Normen
statt der oben verwandten C*-Holder-Normen durch Kohn und Catlin
u. a. (positiv) gelost worden, ebenso im streng pseudokonvexen Fall
(mit € = 1/2) durch Lieb und Range sowie W. Alt und Y. T. Siu —
man vergleiche [24].
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Zum Schlufl méchte ich noch einige biographische Notizen anfiigen,
iiber

15. DIE “HELDEN“ DER GESCHICHTE

1. Fritz Hartogs 20.5.1874 - 18.8.1943

Friedrich Moritz Hartogs wurde in Briissel geboren; er stammt aus einer
deutsch-jiidichen Kaufmannsfamilie. Er studierte in Hannover, Berlin
und Miinchen, dort vor allem bei A. Pringsheim, wurde 1906 Privat-
dozent in Miinchen, dann an derselben Universitdat aulerordentlicher,
schliellich personlicher ordentlicher Professor. 1935 wurde er aufgrund
der national-sozialistischen Beamtengesetze entlassen, 1939 schlofl ihn
die Deutsche Mathematikervereinigung aus. Ich zitiere den Brief ihres
damaligen Vorsitzenden Wilhelm Siiss [34]:

Sehr geehrter Herr Professor,
Sie konnen in Zukunft nicht mehr Mitglied der Deutschen Mathema-
tikervereinigung sein. Deshalb lege ich Ihnen nahe, Ihren Austritt aus
unserer Vereinigung zu erkldren. Andernfalls werden wir das Erldschen
Ihrer Mitgliedschaft bei ndchster Gelegenheit bekanntgeben.

Mt vorziiglicher Hochachtung

Der Vorsitzende
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Hartogs war in der Folge den Verfolgungen und Demiitigungen durch
die nationalsozialistische deutsche Gesellschaft ausgesetzt; Kontakte zu
Miinchener Kollegen wurden ihm - trotz grofien Einsatzes vieler Kol-
legen wie etwa C. Carathéodory - immer schwerer gemacht; er wurde
gezwungen, sich von seiner Frau scheiden zu lassen; schliellich entzog
er sich der unertriaglichen Situation durch den Freitod. Seine Frau be-
treute ihn - auch als zwangsweise geschiedene - bis zu seinem Tode.
Sie selbst starb 1957; die ihr zustehende Witwenpension wurde ihr von
der Bundesrepublik erst spét bewilligt. Eine ausfiihrlichere Darstellung
findet sich in [2].

2. Eugenio Elia Levi 18.10.1883 - 28.10.1917

E. E. Levi ist der jiingere Bruder des Mathematikers Beppo Levi, der
u.a. in der Integrationstheorie eine Rolle spielte. Er wurde in Turin
geboren, studierte an der Scuola Normale Superiore di Pisa, wo er 1904
graduierte und danach als Assistent u.a. bei Dini arbeitete. Ab 1909
hatte er den Lehrstuhl fiir Analysis in Genua inne. 1915 meldete er
sich zum Kriegsdienst [35] und fiel im Oktober 1917 in den schweren
Kéampfen zwischen osterreichischen und italienischen Truppen an der
slowenischen Grenze bei Gorizia.

Levi hat bedeutende Beitrdge zu allen Gebieten der Analysis (parti-
elle Differentialgleichungen, Variationsrechnung, Differentialgeometrie,
Funktionen mehrerer komplexer Verdnderlicher) geliefert; er galt als
der vielversprechendste Mathematiker seiner Generation in Italien.
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3. Otto Blumenthal 20.7.1876 - 12.11.1944

Otto Blumenthals Biographie ist der Hartogs’ im guten wie im bosen
dghnlich. 1876 in Frankfurt als Sohn eines jiidischen Arztes geboren,
studierte er zunédchst versuchsweise Medizin, dann aber Mathematik in
Gottingen, dort vor allem bei Arnold Sommerfeld und David Hilbert.
Er war Hilberts erster Doktor (1899). Im Anschluf§ an einen Forschungs-
aufenthalt in Paris habilitierte er sich 1901 und ging auf Empfehlung
von Hilbert und Sommerfeld 1905 an die TH Aachen. Dort entwickel-
te er die mathematische Ausbildung der Ingenieure weiter und fiihrte
die Lehramtsausbildung ein. Unsere Aachener Kollegen haben ihm am
Hauptgebédude der Universitdat eine Gedenktafel gewidmet. Im Jahre
1933 wurde er aufgrund der nationalsozialistischen Gesetzgebung ent-
lassen, emigrierte 1939 in die Niederlande, wo er von niederléndischen
Mathematikern (J. Schouten u.a.) unterstiitzt wurde. Den national-
sozialistischen Verfolgern fiel er nach Ausbruch des Krieges wieder in
die Hénde; das Ehepaar Blumenthal wurde 1943 in das KZ Wester-
bork verschleppt, wo Frau Blumenthal starb; O. Blumenthal wurde
schlieflich im KZ Theresienstadt eingesperrt und starb dort 1944 an
den Entbehrungen. Eine ausfiihrlichere Biographie findet sich in [14];
man vergleiche auch [32].

Blumenthals mathematische Interessen lagen im Bereich der analyti-
schen Funktionen mehrerer Variabler (Modulfunktionen mehrerer Va-
riablen), ferner, bedingt durch seine Aachener Aufgaben, in der ange-
wandten Mathematik. In beiden Feldern leistete er wichtige Beitrége.
Uber lange Jahre war er geschiftsfithrender Herausgeber der Mathema-
tischen Annalen; die Streichung seines Namens in der Herausgeberliste
im Rahmen der nationalsozialistischen Verfolgungen war fiir ihn eine
besondere Kriankung.

Seine Zeitgenossen schildern ihn als liebenswerten Menschen von unge-
heuer breiter und tiefer Bildung - so beherrschte er acht Sprachen...
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4. Heinrich Behnke 9.10.1898 - 10.10.1979

H. Behnke wurde in Hamburg geboren. Er studierte in Géttingen bei
E. Landau und E. Hecke, promovierte und habilitierte in Hamburg,
ging 1927 nach Miinster, wo er die wohl einflufireichste mathematische
Schule in Deutschland aufbaute, die Miinsteraner Schule der komple-
xen Analysis und algebraischen Geometrie. Aus ihr sind Peter Thullen,
Karl Stein, Wolfgang Rothstein, Friedrich Hirzebruch, Hans Grauert,
Reinhold Remmert u.v.a. hervorgegangen: er hat 50 Doktorarbeiten im
Laufe der Zeit betreut. Gemeinsam mit seinem Freund und Kollegen
Henri Cartan trug er nach dem zweiten Weltkrieg wesentlich zur Wie-
deranndherung zwischen deutschen und franzosischen Mathematikern
bei.
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Behnke hatte ein nahezu magisches Gespiir fiir hohe mathematische
Begabung, die er schon bei ganz jungen Studenten zu entdecken ver-
mochte und intensiv forderte. Dariiber hinaus sah er vor allem die gute
Ausbildung von Lehramtskandidaten als eine Hauptaufgabe jedes ma-
thematischen Institutes, eine Aufgabe, der er sich mit grofem Einsatz
und Erfolg widmete. Eine Zeitlang war etwa jeder sechste Mathematik-
lehrer in Nordhein-Westfalen Behnke-Schiiler oder -Schiilerin.

Ich selbst habe Behnke in den 70-er Jahren in Miinster als emeri-
tierten Kollegen kennengelernt: eine liebenswiirdige, sehr dominante
Personlichkeit; tédglich kam er ins Institut, um dort an seinen Lebens-
erinnerungen zu schreiben. Diese “Semesterberichte [4] zeichnen ein
lebendiges Bild des Universitétslebens in Deutschland zwischen den
Kriegen und des Wiederaufbaus der Universitdten nach dem zweiten

Weltkrieg.

5. Peter Thullen 24.8.1907 - 24.6.1996

P. Thullen wurde in Trier geboren; er war der erste “Meisterschiiler “
Behnkes. Uber seine wichtigen Beitréige zur komplexen Analysis habe
ich schon berichtet. Die Machtergreifung der Nationalsozialisten be-
deutete aber fiir ihn das Ende seiner Karriere im deutschen Univer-
sitatssystem: obwohl er keiner der direkt verfolgten Gruppen angehorte,
konnte er sich als glaubiger Katholik mit der sich entwickelnden morali-
schen und politischen Verkommenheit der deutschen Gesellschaft nach
1933 nicht abfinden. Er nahm zunéchst ein Forschungsstipendium in
Rom wahr (1934), dann emigrierte er nach Ecuador.
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In Quito nahm er eine Professur fiir Mathematik an und entwickel-
te sich zu einem der fithrenden Experten fiir die Mathematik sozialer
Sicherungssysteme. Zahlreiche von vielen européischen und lateiname-
rikanischen Regierungen angeforderte Gutachten tragen seine Unter-
schrift. Seine Arbeit fiithrte ihn im Rahmen der UNO schliefllich nach
Genf, wo er Chefmathematiker des Internationalen Arbeitsamtes und
Leiter der Abteilung fiir soziale Sicherheit wurde. Nach seiner Pensio-
nierung nahm er (bis 1977) eine Professur fiir angewandte Mathematik
und Statistik an der Universitédt Freiburg (Schweiz) wahr, ferner ei-
ne Honorarprofessur fiir komplexe Analysis an der Universitat Ziirich.
Auch nach 1977 war er noch als Regierungsberater tétig, widmete sich
aber wieder verstiarkt der komplexen Analysis. Ich habe ihn noch auf
einer Tagung in Oberwolfach kennengelernt.

Eine Beschreibung der politischen und akademischen Krisensituati-
on bei der Machtergreifung 1933, die gerade wegen ihrer Unmittel-
barkeit und Subjektivitdt beriihrt, findet sich in dem im Jahre 2000
veroffentlichten Erinnerungsbericht Thullens [36], fir seine Kinder ver-
faft.

6. Kiyoshi Oka 19.4.1901 - 1.3.1978

Uber K. Oka habe ich im mathematischen Teil dieses Artikels schon
berichtet; hier einige zusétzliche biographische Notizen.
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Er wurde in Osaka geboren, studierte zunéchst Physik, dann Mathe-
matik in Kyoto (1919-1925). Die Jahre 1929-1932 sind die fiir ihn ent-
scheidenden Jahre seines Frankreichaufenthalts. Ab 1932 war er an der
Universitédt Hiroshima tétig; seine Arbeit wurde mehrfach durch Krank-
heit unterbrochen. 1949 wechselte er an die Nara-Universitét fiir Frau-
en; dort blieb er bis zur Emeritierung. Fiir seine Forschungen wurde er
durch hohe japanische Preise ausgezeichnet, als einer der groflen Mathe-
matiker des Jahrhunderts und einer der bedeutendsten Wissenschaftler
Japans. - Neben den in seinen gesammelten Werken [27] zugénglichen
Publikationen ist mittlerweile sein Nachlafl anscheinend durchgearbei-
tet worden und im Internet - fiir japanischsprachige Mathematiker -
zuganglich.

LML aufg. 196
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Ein neuer Konvexititsbegriff in der komplexen Analysis
von Joachim Michel,
Université du Littoral Cote D’Opale, Frankreich
Bonn, den 10.02.2006

Einleitung.

In diesem Vortrag soll kurz ein aktuelles Forschungsgebiet der Komplexen
Analysis umrissen werden. Da es sich hierbei um eine Materie handelt, deren
Beschreibung technisch kompliziert ist, und auf Grund der sehr heterogenen Zuho-
rerschaft miissen wir uns mit einigen allgemeinen Andeutungen begniigen. Sei
D ccC C" ein Holomorphiegebiet mit glattem Rand. In Untersuchungen zu
den so genannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen méchte man die
Beziehung zwischen der komplexen Geometrie des Randes von D und der Lo-
sungstheorie von

(CR) ngz = g’taz = 1a27"'an7
wobei
agj 0g; . .
= = =12, ..
azi azjazaj y Ly ey T

verstehen.

Man nennt g = >, g;(2)dz; eine (0,1)—Form auf D. Obiges System kann auch
auf Differentialformen von beliebigem Grad verallgemeinert werden. Wir wollen
hier nur (0,1)-Formen behandeln. Das obige DGL-System schreibt man kompakter

Of = g, wobei 0g = 0.

Dabei versteht man unter komplexer Geometrie gewisse Strukturen, die von der
komplexen Struktur des C™ auf D induziert werden und die invariant unter bi-
holomorphen Transformationen sind. Mit verniinftigen Annahmen an g ist (CR)
immer auf Holomorphiegebieten lésbar. Jedoch ist im Allgemeinen iiberhaupt
nicht klar, wie die Randregularitét von f durch g bestimmt wird.
Beispiel. Sei D die Kugel. Wenn g; € C°(D) N L®(D), dann gibt es ein f €
AY2(D) mit (CR). Die Randregularitit von f ist optimal in diesem Kontext, das
heiBt, im Allgemeinen kann nicht f € AY2*¢(D) , mit € > 0, erreicht werden.
Obiges Ergebnis kann auf streng pseudokonvexe Gebiete verallgemeinert wer-
den, siehe Grauert, H./Lieb, I. [7] oder Henkin, G. [8]. Diese sind Gebiete mit
glattem Rand, wobei der Rand lokal biholomorph #quivalent zu einem streng
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konvexen Rand ist. Ausgangspunkt fiir Verallgemeinerung des Begriffes der stren-
gen Pseudokonvexitéit war die Beobachtung, dass die Beriihrungsordnung streng
pseudokonvexer Rinder mit holomorphen Kurven maximal 2 ist. Definiert man
den Typ eines Randpunktes p durch die maximale Beriihrungsordnung des Ran-
des mit holomorphen Kurven in p, so sind alle Randpunkte streng pseudokonvexer
Gebiete vom Typ 2. Der Typ eines Gebietes ist das Supremum iiber die Typen
aller seiner Randpunkte.

Nun kann man jedes Holomorphiegebiet durch glatt berandete streng pseudokon-
vexe Gebiete ausschopfen. In Analogie zur Definition streng pseudokonvexer Ge-
biete konnte man glauben, dass glatte Holomorphiegebiete lokal biholomorph zu
(schwach) konvexen Gebieten sind. Ein Gegenbeispiel von Kohn-Nirenberg [9]
zeigt, dass dies falsch ist. AuBerdem erreicht man durch Ausschopfung keine
Randwerttheorie der glatt berandeten Holomorphiegebiete.

Konvexe Gebiete und die Theorie von McNeal.

Um zu Verallgemeinerungen zu gelangen, liegt es daher nahe, zuniichst einmal
die Auswirkung der Konvexitit des Gebietes auf die biholomorphen Invarianten
im Rand zu untersuchen. J. McNeal [10Jund H. Boas/E. Straube [1] haben un-
abhéngig voneinander gezeigt, dass in konvexen Randpunkten der Typ gleich der
maximalen Beriihrungsordnung mit komplexen Geraden ist. Diese Beobachtung
vereinfacht die Untersuchungen und stellt auBerdem eine Beziehung zur affinen
Geometrie her. Insbesondere folgt daraus, dass man zur Definition des Typs mit
regulidren holomorphen Kurven auskommt. Dies gilt im allgemeinen Fall nicht.

Die Theorie von McNeal aus [11]ergibt aber noch viel mehr. Sei das konvexe
Gebiet D durch die definierende konvexe Randfunktion r(z) beschrieben, das heifit
es gelte D = {z € C"| r(z) < 0}, wobei r € C*°(C",R) nicht verschwindenden
Gradienten auf dem Rand von D hat. r wird auch definierende Randfunktion des
Gebietes genannt. Dann setzt man fiir geniigend kleines ¢ > 0 D, = {z € C"|
r(z) < €}. Ist D von endlichem Typ, so ist fiir kleine € D, ebenfalls von endlichem
Typ. Sei p € D ein Punkt in der Niihe des Randes und r(p) = £9. Dann kann man
p fiir jedes geniigend kleine € > 0 ein sogenanntes McNealsches Polyeder zuordnen.
Das McNealsche Polyeder ist das kartesische Produkt von n komplexen Kreis-
scheiben. Man konstruiert es, vereinfacht ausgedriickt, folgendermaflen. Sei g,
auf bD, der Randpunkt mit minimaler Entfernung zu p. Die erste Kreischeibe hat
Mittelpunkt p, Radius |p — ¢c|, und liegt in der durch die Strecke pg: bestimmten
komplexen Geraden, der sogenannten komplexen Normalen an D, durch g.. Man
bezeichnet den Radius |p — ¢.| mit 71(p,€) und es gilt 71(p,€) = |¢ — &g|. Dann
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betrachtet man den (n — 1)-dimensionalen komplexen affinen Raum V,,_1(p, )
durch p, der senkrecht auf der komplexen Normalen steht. Darin bestimmt man
nun eine komplexe Gerade mit einer gewissen Extremaleigenschaft. Man ordnet
jeder komplexen Geraden | C V;,_1(p, €), die durch p geht, die Kreisscheibe D(p) C
I mit Mittelpunkt p zu, so dass D(p) C D., D(p)NbD, # ) gilt. Sei nun ein [ = I,
in V,,_1(p, €) so gewihlt, dass die dazugehorige Kreisscheibe minimalen Radius hat.
Damit hat man die zweite Kreisscheibe bestimmt, und ihren Radius bezeichnet
man mit 79(p, €). Nun betrachtet man den (n—2)-dimensionalen komplexen affinen
Raum V,,_5(p, €) durch p, der senkrecht auf der komplexen Normalen und [y steht.
Darin bestimmt man wie oben eine komplexe Gerade durch p und eine darin
liegende Kreisscheibe die minimalen Radius hat. Deren Radius bezeichnet man
mit 73(p, €). Dies setzt man fort, bis man n Kreisscheiben und die dazu gehorigen
Radien 7;(p,€), i = 1,2,...,n hat. Das McNealsche Polyeder P.(p) ist also das
Produkt dieser Kreisscheiben mit dem Polyradius (71(p, €), 72(p,€), ..., Tn(p, €)).
Es gilt

1 1.
€2 é’ri(pae) é&m, 1= 27"7"’7

wobei m der Typ von ¢, im Rand von D, ist. Man kann sich vorstellen, dass diese
Konstruktion erstens nicht eindeutig ist und zweitens in sehr uniibersichtlicher
Weise von p und € abhiéingt. Fiir eine vollstéindige Beschreibung scheint der kon-
vexe Fall gerade noch zuginglich zu sein. In diesem Vortrag soll angedeutet
werden, wie man dies noch verallgemeinern kann.

McNeal hat viele tiefliegende Eigenschaften von P.(p) gezeigt. Ein Beispiel ist
die folgende: Sei v = (v1, vz, ..., v,) ein Einheitsvektor. Nun kann man

n

7(p,v,€) = (Z TJ(XL))

i=1

als ein Ma8 fiir den Radius dieser der komplexen Geraden | = p+Cv zugeordneten
Kreisscheibe ansehen. Dann gilt fiir alle ¢ € P.(p) und geniigend kleine £

7(p,v,€) =~ 7(q,v,€).

Dies bedeutet, dass man fiir festes P.(p) eine gewisse Kontrolle der P.(q), ¢ €
P.(p), hat. Insbesondere kann man in lokalen quantitativen Abschétzungen die
7i(q, €) durch die 71(p, €), T2(p, €), ..., Tn(p, €) ausdriicken.

In der McNealschen Theorie unterscheidet man 2 Familien von Vergleichsséitzen
fiir die Polyeder:
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A) Fiir P.(p), wobei p fest ist und ¢ vaiiert;
B) fiir P.(q), mit ¢ = p und festem e.

Die Beziehung zwischen (A) und (B) wird durch die Konvexitit und den Typ
des Gebietes bestimmt.

Holomorphe Stiitzfunktionen.

Wir erinnern daran, dass wir (CR) mit Holderabschéitzungen auf dem Rand
losen wollen. Hierzu kann man in Analogie zum streng pseudokonvexen Fall Lo-
sungssoperatoren in Integralform suchen

f(2) = /wg@) AK(C,2) - /D 9(Q) A B(C,2).

Das letzte Integral ist universell und explizit und, was Abschétzungen betrifft, un-
problematisch. Die komplex-geometrischen Probleme spiegeln sich in den Eigen-
schaften des Integralkernes K (¢, z) wieder. Der wesentliche Bestandteil von K((, 2)
ist die sogenannte holomorphe Stiitzfunktion des Randes von D. Eine holomor-
phe Stiitzfunktion S((, 2) fiir D ist charakterisiert durch folgende Eigenschaften.
S(¢, z) ist C* beziiglich ({, z) und holomorph in z, wobei ¢ und z in einer Umge-
bung des Randes variieren mit |(—z| < R. R ist eine vom Rand abhéingige positive
Konstante. Die wichtigste Eigenschaft von S((, z) ist, dass fiir jedes ¢ € bD die
reelle reguldre Hyperfliche {z € C"| Re S((, 2) = 0, |( — 2| < R}, auch Stiitzflache
genannt, auflerhalb von D liegt und den Rand in ¢ beriihrt. Holomorphe Stiitz-
funktionen existieren nicht immer fiir allgemeine Holomorphiegebiete mit glattem
Rand. Jedoch besitzen streng pseudokonvexe Gebiete und konvexe Gebiete immer
holomorphe Stiitzfunktionen. Fiir konvexe Gebiete ergibt sich eine solche direkt
aus der definierenden konvexen Randfunktion r, man kann némlich setzen

562 = Y- 5 (O - )

Wie man sieht, ist die Stiitzfliche nichts anderes als der Tangentialraum in (.
Natiirlich gibt es selbst fiir konvexe Gebiete noch andere holomorphe Stiitzfunk-
tionen. Es stellt sich heraus, dass die obige Stiitzfunktion fiir Abschéitzungen von
(CR) nicht optimal ist. Dies liegt am Verhalten der in der Stiitzfléiche liegenden
komplexe Kurven, die durch durch ¢ gehen. Fiir Abschétzungen des Losungsterms
Jup 9(Q) ANK (¢, z) ist eine solche Stiitzflache wertlos, wenn diese Kurven sich nicht
mit wachsender Entfernung zu ( optimal schnell vom Rand wegkriimmen. Das
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heilt, man braucht eine gewisse untere Abschiitzung fiir die Randannéherung der
Stiitzflache.

S(¢, z) steht im Nenner von K((,z) und Bestandteile von S((,2) stehen im
Zahler. Ist die Kontaktordnung der Stiitzfliche mit dem Rand minimal, das heif3t
gleich 2, dann geniigt es, eine optimale Abschétzung von Re S((, z) nach unten
zu haben. Die Z#hlerterme von K((, z) spielen dann keine Rolle. Dies ist der Fall
bei konvexen Gebieten, deren definierende Randfunktion positiv definite Hesse-
form haben, oder allgemeiner fiir streng pseudokonvexe Gebiete. Bei konvexen
Gebieten endlichen Typs m > 2 geniigt dies jedoch nicht mehr. Hier mufl man
eine holomorphe Stiitzfunktion finden, so dass sich in den Abschéitzungen von
K((, z) die Zahler- und Nennerterme in S((, z) auf eine subtile Weise gegeneinan-
der kiirzen lassen. Die natiirliche Randfunktion leistet dies im allgemeinen nicht.
Wie bereits angedeutet wurde, ist der Hauptgrund dafiir, dass die komplexen
Geraden im Tangentialraum in ¢ nicht die optimale Beriithrungsordnung mit dem
Rand haben. Die genaue Beschreibung der hinreichenden Bedingung fiir gute
Abschitzungen kann hier nicht gegeben werden. Stark vereinfacht gesagt, man
braucht folgendes: Fiir jeden Randpunkt ( gelte

(x) S(¢,2) = 0= dist(z,bD) 2 |¢ — 2[™,
wobei m der Typ des Gebiets ist.

Die Konstruktion von Diederich und Fornaess.

K. Diederich und J. E. Fornaess (1999) [6] haben nun fiir konvexe Gebiete
endlichen Typs eine optimale holomorphe Stiitzfunktion konstruiert. Daraus re-
sultierten optimale Abschitzungen der Lésungen der Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen, die von K. Diederich, B. Fischer und J. E. Fornaess [4]
gegeben wurden.

Bei der Konstruktion der Stiitzfunktion gingen K. Diederich und J. E. Fornzess in
mehreren Etappen vor.

1) Zuerst betrachteten sie fiir festes ( € bD den Rand als Graph iiber dem Tan-
gentialraum in (.

2) Sei v € TE(bD)\{0} ein fest gewihlter holomorpher Tangentialvektor. Nun be-
trachteten sie nur den Teilgraphen, der iiber den Unterraum (+spang(v(¢), v, iv) ~
R x C liegt, wobei v({) den Normalenvektor in { bezeichnet.

3) Der dadurch heraus geschnitteneTeil des Randes wird durch ein konvexes Poly-
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nom beschrieben, das nur von einer komplexen Variable z abhéingt:

m
po(z) = Z ;27 >0

i,j=1

Da die p,(z) einen Teil des Randes beschreiben, findet man sie auch in der
geometrischen Stiitzfunktion wieder. Der Ausgangspunkt der Konstruktion ist
deshalb immer die natiirliche Stiitzfunktion. Da { vom Typ < m, ist kénnen in
den Abschétzungen Fehlerterme hoherer Ordnung von p,(z) absorbiert werden. A
priori kann p,(z) auf gewissen reellen Geraden verschwinden. Dies wiirde eine zu
groBe Singularitét im Integralkern K (¢, z) bewirken. Um dies zu vermeiden, ad-
diert man gewisse sorgfiiltig gewiihlte Terme der Form Re(b;2¢), . b; = b;(¢,v) € C.
Damit erhélt man untere Abschiitzungen der Art (x). Die Form der Korrek-
turterme ist erzwungen, da man die Holomorphie der Stiitzfunktion beziiglich
z erhalten mul. Wir kénnen hier nicht auf Einzelheiten eingehen.

Dy(2) ist Summe von homogenen Termen

Dos(2) = Z aijziij.
i+j=s

Unter den p, s(2) gibt es nach der Diederich/Fornassschen Theorie ”gute” und
”schlechte” Terme. Zum Beispiel ist p,,(2) mit 7 = min{s|p,s(2) # 0} konvex
und damit ”gut”.

Pu(2) =04+0+ -+ ppr(2) + Pori1(2) + - - + Dum(2).

Hier héingt 7 jedoch von v und ¢ ab und ist im Allgemeinen unstetig, denn fiir ein
benachbartes v kénnen Terme auftreten mit r < r :

p3(2) =04+ 04+ pyz(2) ++ - - 4Dur(2) + Dors1(2) + - + Pom(2).

Um diese Unstetigkeit in den Griff zu bekommen, mufl man ” Giite” quantifizieren,
um somit die Abhéngigkeit von v und ¢ zu kontrollieren. Diederich und Fornaess
bewirkten dies, indem sie Konvexitét durch eine Differentialungleichung beschreiben.
Dadurch konnten sie Abweichungen von Konvexitit ”messen”.

Um nun eine Stiitzfunktion mit (*) zu bekommen, muss man geschickt Terme
zu py,(2) addieren die die ”guten” Teme unterstiitzen und die ”schlechten” schwéichen.

Py + Re®, = Rebyz? + Rebgz® + - - +Reb,_127 1 +pyr +Rebp2" +--.
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Globalisiert man die Konstruktion auf alle ¢ und alle v, erhilt man eine bessere
Stiitzfunktion. Diese neue Stiitzfunktion erlaubt es dann, Losungsformeln fiir f
zu konstruieren mit

| flarm@) S 19loo,-

Spiter haben dann dieselben Autoren die Ergebnisse auf sogenannte lineal kon-
vexe Gebiete verallgemeinert [3,5]. Fiir konvexe Gebiete endlichen Typs wurden
optimale Abschitzungen auch von A. Cumenge [2] gegeben. Sie verfolgte jedoch
einen ganz anderen Ansatz.

K —konvexe Gebiete.

Nun mochte ich beschreiben, wie man obige Ideen auf eine andere Klasse von
Gebieten verallgemeinern kann. Wir erinnern daran, dass fiir konvexe Gebiete
die Existenz von Stiitzfunktionen aus geometrischen Griinden garantiert ist, diese
jedoch nicht zu guten Abschétzungen taugten. Trotzdem dienten sie in der Ar-
beit von Diederich/Fornaess als Ausgangspunkt zur Konstruktion einer besseren
Stiitzfunktion.

Ich mochte von zwei Uberlegungen ausgehen.

1) Sei U Cc C"! eine offene Nullumgebung und R € C*®(U) eine reellwertige
Funktion, so dass es eine positive Konstante K und eine konvexe Funktion A auf
U gibt mit

0<h<R<ZLK-h.

Wir nennen dann R K —konvex. R verschwinde in 0 von endlicher Ordnung. Man
kann die naive Frage stellen, ob R in einer Nullumgebung konvex ist. Die Antwort
ist ja, wenn R nur von einer reellen Variablen abhinge. Fiir n = 2 hat mir V.
Thilliez von der Université de Lille 1 ein einfaches Gegenbeispiel genannt. Man
setze fiir festes 0 <t <1lund z € C

Ri(2) = |2* + t|2|* Re 2°.
Dann gilt mit der konvexen Funktion h;(2) = (1 — t)|2|*

1+¢
1-1¢

hi(z) < Ry(z) < hi(2).

Ry(z) ist somit eine {ti-konvexe Funktion. Man kann durch Ausrechnen der

Hesseform leicht nachrechnen, dass Ry(z) fiir ¢ > +/8/3 nicht konvex ist. Setzt
man
D; = {(z,w)|Rew > Ry(2)},
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so ist D, fiir alle 0 < ¢ < 1 ein (nicht beschrinktes) Holomorphiegebiet. Rand-
punkte sind vom Typ 4, wenn z = 0 gilt, sonst vom Typ 2.

2) Sei D ein streng pseudokonvexes Gebiet in C" und ¢ ein Randpunkt. Nach
einer unitéren Transformation und einer Translation kann man Randstiicke lokal
durch die Nullstellen folgender Funktion darstellen, wobei ¢ in 0 iibergeht,

r(z) = —Rez + Re Py(z) + Lev(z) + O3(z).

Hier ist P(z) ein holomorphes homogenes quadratisches Polynom und Lev(z) ist
eine positiv definite hermitische Form, die so genannte Levi-Form. Man nennt das
quadratische holomorphe Polynom ®(z) = —z;+ P»(z) auch das Levi-Polynom des
Randes beziiglich 0. Da auf dem Rand r(z) = 0 gilt, kann man lokal den Rand als
Graph beziiglich der Variablen Im 2y, 25, 23, ..., 2, ausdriicken. Die biholomorphe
Transformation

wy = —D(2), we = 29, o0, Wy, = 2y,

transformiert dann den Rand in ein streng konvexes Randstiick mit definierender
Randfunktion
r(w) = —Rew; + Lev(w) + Os(w).

Durch Verkleinern der Nullumgebung kann man annehmen, dass die Levi-Form
den Term O3(w) absorbiert. Die natiirliche Stiitzfliche an den Rand in 0 ist dann
der Tangentialraum.

Durch Kombination beider Uberlegung kommt man nun zur folgenden allge-
meineren Gebietsklasse.
Sei D C C™ ein beschriinktes Holomorphiegebiet mit glattem Rand vom endlichen
Typ. Es gebe eine holomorphe Stiitzfunktio S(¢, z), so dass S(,-) fiir jeden
Randpunkt ¢ lokale holomorphe Stiitzfunktion ist. Sei nun ( festgehalten. Wihle
eine unitidre Transformation, so dass der Rand lokal ein Graph wie oben ist und
¢ in O iibergeht. Dabei transformiert sich S((,z) entsprechend. Dann wende
folgende lokale biholomorphe Transformation an:

wy = S((, 2), Wy = 29, ey Wy, = 2.

Weiter kann man erreichen, dass der holomorphe Tangentialraum in 0 durch
w; = 0 beschrieben wird. Wir verlangen nun, dass der transformierte Rand lokal
der Graph einer gewissen K-konvexen Funktion R¢(Im wy,ws,ws, ..., wy,) ist. Das
heifit, es gibt eine konvexe Funktion A (0, wq, ws, ..., w,) so dass gilt

0 < he(0, wo, ws, ..., w,) < Re(0,wa, ws, ..., wn) < K - he(0, wa, ws, ..., wy).
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Die Konstante K > 1 soll gleichmiflig fiir alle { wihlbar sein, und die fiir ¢
zu wihlenden Umgebungen sollen alle Kugeln mit einem gewissen Minimalradius
enthalten. Dann nennen wir D ein K —konvexes Gebiet. Man beachte, dass obige
Funktionen h; keine weiteren Regularitétseigenschaften haben und sie auch nicht
stetig von ¢ abhéngen miissen.
Ist K =1 so ist D lokal konvexifizierbar. Unter anderem sind streng pseudokon-
vexe Gebiete 1—konvex.
Fassen wir zusammen.
a) bD wird iiber den holomorphen Tangentialraum in ¢ durch eine K—konvexe
Funktion beschrieben;
b) {z|Re S({,2) =0} NDNU({) =0, wobei U({) eine Umgebung von ( ist.

Das Ziel ist es nun ausgehend von S(¢, z), eine gute Stiitzfunktion a la Diederich
und Fornaess zu konstruieren. Die Hauptschwierigkeit dabei ist, dass eine quanti-
tative Charakterisierung der K —Konvexitét durch Differentialungleichungen nicht
bekannt ist. Deshalb stellt sich die Frage, wie man ”gute” von ”schlechten” Ter-
men unterscheiden soll. Eine andere Schwierigkeit ist, dass die K —Konvexitét
den Rand nur iiber dem holomorphen Tangentialraum einschrzinkt.
Hier nur einige kurze Andeutungen. Die Hauptschwierigkeit 16st man, indem man
folgende Terme betrachtet

P=H0+T,

wobei H K—konvex ist und 7 fast konvex im folgendem Sinne ist: 7 erfiillt fiir
alle A € [0,1]

VX,Y €UWQ): (1= NX +AY) < (1—Nr(X) +Ar(Y) +d,

mit mit einem gewissen sehr kleinen Fehlerterm d. Damit vermeidet man Dif-
ferentialungleichungen, die es nicht gibt, und fiihrt alles auf schwach gestorte
konvexe Funktionen zuriick. Man nennt dann P fast K—konvex. Damit gelingt
es dann, den Beweis von Diederich/Fornzess auf K —konvexe Gebiete zu verall-
gemeinern. Die so gewonnenen Stiitzfunktionen geniigen allen in [6] bewiesenen
Eigenschaften. Allerdings braucht man fiir Holderabschitzungen der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen mehr. Insbesondere braucht man die Mc-
Nealschen Vergleichssiitze fiir die nach ihm benannten Polyeder. Ist { € bD
fest gewahlt, so kann man die erste Klasse der McNealschen Vergleichssitze auf
K —konvexe Gebiete verallgemeinern. Dies liegt daran, dass hier die lokal biholo-
morphe Transformation mittels der Ausgangsstiitzfunktion S((, z) fest ist. Will
man jedoch die McNealschen Polyeder fiir verschieden Randpunkte in Beziehung
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setzen, so hat man es mit verschiedenen biholomorphen Transformationen zu tun.

Da die Ausgangsstiitzfunktion jedoch relativ beliebig ist, treten ernste Schwierigkeiten

auf. Diese sind bis jetzt nur teilweise iiberwunden, und ich bemiihe mich in einem
gemeinsamen Projekt mit W. Alexandre, Université de Rouen, sie zu iiberwinden.
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Noyaux adaptés aux variétés CR et estimations pour
I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel

Christine LAURENT-THIEBAUT

Dans cet article on s’intéresse a I'existence et & la construction de solutions fondamen-
tales pour I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel dans les sous-variétés CR génériques
de C" ainsi qu’a la résolubilité locale de ’équation de Cauchy-Riemann tangentielle avec
estimations C* et LP.

Soit M une sous-variété CR générique, de codimension réelle k de C™ et zp un point de
M. On dira qu’un noyau Kjps est une solution fondamentale pour I'opérateur de Cauchy-
Riemann tangentiel en degré r, 1 <7y <r <r; <n —k, dans un voisinage U, de zp dans
M si Ky est une forme différentielle de degré 2n — k — 1 continue sur U, x Uy, \ A(Uy,),
ou A(Uy,) ={(2,0) € Uy, x Uy, | z = (} désigne la diagonale de U,, x U,,, qui vérifie au

sens des courants

b [Knrlpr—1 + O [Kntlpr = [AU)],

[Kar]p,r étant la composante de bidegré (p,r) en zde Kpy, 0 <p<mnetl <rg<r<r <
n —k et [A(U,,)] le courant d’intégration sur la diagonale de U,, x U,,.

L’existence d’une solution fondamentale en degré r au voisinage d’un point de M im-
plique la validité du Lemme de Poincaré pour le 0, en degré r au voisinage de ce point. Si
M est une hypersurface, on sait par les travaux de Kohn, qu’une condition suffisante pour
la validité du Lemme de Poincaré pour le d, en degré r au voisinage d’un point est que M
satisfasse la condition Y (r) en ce point. Dans le cas ou M est une sous-variété CR générique
de codimension réelle k, k > 1, Henkin [11] a prouvé que, si M est min(n—k—r+1,7+1)-
concave en un point de M, le Lemme de Poincaré pour le J est valide en degré r. On se
limitera donc dans cet article au cas de variétés CR génériques g-concaves ou d’hypersur-
faces vérifiant la condition Y (q).

Les premiéres solutions fondamentales pour 'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel
ont été définies vers 1975, dans le cas ou M est le bord d'un domaine strictement stric-
tement pseudoconvexe de C", dans des travaux de Romanov [17], Henkin [10] et Skoda
[22]. Des estimations L et holderiennes y sont également prouvées. Les noyaux construits
indépendamment par Henkin et Skoda ont été repris par Boggess dans son livre [5] en uti-
lisant le formalisme de Harvey et Polking ; il prouve des estimations C' pour les opérateurs
intégraux associés a ces noyaux. Ensuite Harvey et Polking ont considéré dans [9] le cas
des hypersurfaces faiblement pseudoconvexes possédant une fonction support biréguliére.

Classification math. : 32V20, 32F10.
Mots-clés : variétés CR, équation de Cauchy-Riemann tangentielle, représentation intégrale, g-convexité.
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Lorsque M est une hypersurface vérifiant la condition Y (q) de Kohn, les premiéres
solutions fondamentales ont été données par Boggess et Shaw [6] en 1985. En 1992, Fi-
scher et Leiterer [8] ont prouvé une formule de Bochner-Martinelli-Koppelman (ce qui est
équivalent & l’existence d’une solution fondamentale) pour les hypersurfaces de classe C?
dont la forme de Levi posséde g paires de valeurs propres de signes opposés, ainsi que
des estimations uniformes. Dans |3|, Barkatou a amélioré leurs résultats en prouvant des

) ) 1
estimations C2 ¢

, € > 0, pour les mémes noyaux. Finalement Fischer |7] a construit de
nouveaux noyaux permettant d’obtenir les estimations optimales C'*3 dans ce cadre. No-
tons également le travail [20] de Shaw qui étend les résultats de Henkin aux hypersurfaces
satisfaisant la condition Y (¢) et construit une solution fondamentale pour 'opérateur de
Cauchy-Riemann tangentiel sur M.

Les premiers résultats sur la résolution de 1’équation de Cauchy-Riemann tangentielle
dans les variétés CR g-concaves sont annoncés par Henkin dans [11], puis développés dans
|1]. Dans sa theése [2|, Barkatou a étendu les résultats de son article |3] au cas des variétés
CR g-concaves, obtenant ainsi une solution fondamentale avec des estimations C 37 sur
M . Cette solution fondamentale est construite par itération de la résolution du 0 dans des
domaines & coins g-convexe attachés & la variété M. Finalement une solution fondamentale
donnant les estimations C* optimales est exhibée dans [4].

Les notations et la situation géométriques sont précisées dans la section 1 de cet article.
Dans la section 2, nous présentons, en suivant les idées de [4], une méthode abstraite de
construction de solutions fondamentales pour 'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel
dans les sous-variétés CR génériques de C™. Nous concrétisons cette construction dans la
section 3 pour les variétés g-concaves et les hypersurfaces réelles qui vérifient la condition
Y (¢) et nous donnons des estimations C¥ et LP pour les opérateurs intégraux associés. La
section 4 est consacrée a la résolubilité locale de I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle
avec des estimations LP et holreriennes jusqu’au bord.

1 Situation géométrique et notations

Soit M une sous-variété différentiable de classe C?> de C™ de codimension réelle k,
1 < k < n, définie par

M ={z € wlpi(z) = = pilz) = O},

oil w est un ouvert de C” et py, ..., pj des fonctions de classe C? sur w a valeurs réelles qui
vérifient dpy(z) A -+ Adpg(z) # 0 pour tout z € M.

On note TCM D’espace tangent complexe & M au point z € M. On a
n 8/\
TEM = {¢ e C"| afz’f(z)gj =0,v=1,...,k}
j=1 "

On suppose que M est Cauchy-Riemann (CR) générique, c’est-a-dire que

dime TEM =n —k
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pour tout z € M, ce qui équivaut a
pr(2) A+ NOpi(2) #0

pout tout z € M.

On suppose également que M n’est pas totalement réelle, i.e. K < n, et que M satis-
fait les conditions suffisantes introduites par Kohn et Henkin pour la résolubilité locale de
I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle, c’est-a-dire la condition Y (¢g) pour les hyper-
surfaces et la g-concavité en codimension quelconque.

Définition 1.1. Une variété CR générique M de codimension réelle k£ > 1 est g-concave

sur un voisinage U,, de zg € M, 1 < ¢ < 5% si pour tout z € U,, et tout z € R¥ \ {0}

- C BQZ;‘ = Lo~ —~ ~ N
la forme hermitienne sur 7, M, Ea’ﬁ mfafﬂ, ol Py = T1p1 + + -+ + TPk, posseéde au
moins q valeurs propres strictement négatives.

Définition 1.2. Une hypersurface réelle orientée M de C™, n > 2, satisfait la condition
Y (g) sur un voisinage U, de zp € M, 1 < ¢ <n— 1, si la forme de Levi de M posséde en
chaque point de U,, au moins min(n — ¢, ¢ + 1) paires de valeurs propres de signe contraire
(i.e. M est min(n — ¢, g+ 1)-concave) ou si la forme de Levi de M posséde en chaque point
de U,, au moins max(n — ¢, q + 1) valeurs propres de méme signe.

Par exemple une hypersurface strictement pseudoconvexe satisfait la condition Y (q)
pour 1 <g<n—2.

Remarquons que, pour les hypersurfaces, la notion de g-concavité correspond a la pre-
miére alternative de la condition Y (¢ — 1).

Si M est une hypersurface qui satisfait la seconde partie de la condition Y (q) et si p est
une fonction définissante pour M sur w dont la forme de Levi restreinte & ’espace tangent
complexe & M posséde en chaque point de w N M au moins max(n — ¢,q + 1) valeurs
propres strictement positives, en posant p = —e®? 4+ 1, on obtient une nouvelle fonction
définissante pour M sur w dont la forme de Levi posséde max(n — q,q + 1) + 1 valeurs
propres strictement positives sur U CC w, si C' est une constante positive suffisamment
grande.

Si M est g-concave sur w, d’aprés le Lemme 3.1.1 de [1], pour j = 1,..., k, les fonctions
k
pi=0;+C> b,
v=1

k
p—j=—p;i+CY_ P
v=1

possédent la propriété suivante :

pour tout I € T et tout A € Ay la forme de Levi de la fonction px = Xi, pi, + -+ + X 0i
admet au moins q + k valeurs propres strictement positives sur U CC w,

si C est une constante positive suffisamment grande et si Z désigne ’ensemble des parties
I C {£1,..., £k} telles que |i| # |j] pour tous i,j € I tels que i # j, |I| le nombre
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d’éléments de I et Aj le simplexe des suites (\;)jez des nombres réels \; € [0,1] tels que
)\jZOSij¢IetZ>\j:1.

On note Z(I), 1 <1 < k, 'ensemble de tous les I € T tels que |I| = [. On ordonne
I € T par le module de ses éléments et on note Z'(l), 1 < [ < k, 'ensemble des multi-

indices de longueur [ tels que si I = (iy,...,4;) alors |iy| =vpourv=1,...,[.Si I €T
et v € {l,...,|I|}, on pose I(V) = I\ {i,}, ou i, est le v-iéme élément de I aprés avoir
ordonné I.

Finalement on pose
sgnl = 1 si le nombre d’éléments négatifs est pair
sgnl = —1 si le nombre d’éléments négatifs est impair.
Soient I = (i1, ...,4;) un multi-indice de Z(l), 1 <1 < k, et D un domaine relativement
compact dans U. On définit

Dy ={pi, <0}N---N{pi,; <0}ND
Di ={piy, >0} N---N{p;; >0} ND
Sr=A{pi,=0=---=p;; =0}ND
S{@}:ﬁ{j} pour j==+1,...,+k

+_ o .
S[_Sl(m)mD{illl} si I €Z and |I|22

g[ = S[ﬂ{p|[|+1 > O}Q{p,(qu) >0} si 1<|I|<k-1

Notons que

S[:S+ Ugj

+
111+ Y ST

[|+1))
et que S; = 0 si |I| = k — 1. Ces variétés sont orientées comme suit : Dj et D} comme C"
pour tout I € Z, S?j} comme Dy pour j = *1,...,+k, St comme 85’}" pour tout I € Z,

S comme Sl(ﬁ) pour tout I € Zsi |I| >2et M ND comme Sysil={1,...,k}.

On étend les définitions précédentes au cas ou |I| = 0, c’est-a-dire I = (), en posant
Se =D et Sy=Syn{p1>0}n{p_1 >0}

Si f est une fonction définie sur un ouvert 2 de M, on définit la norme hélderienne
d’ordre a, 0 < @ < 1 de f par

| flla,o =sup|f(2)| + sup M
2€9

z,(EQ |Z - C|a
z#¢

Si M est de classe C', on note C!+(Q) 'espace de Fréchet des fonctions de classe C! sur Q
dont toutes les dérivées tangentielles d’ordre [ sont localement hélderiennes d’ordre a.. Pour
tout compact K de €2, le maximum de la borne supérieure sur K des dérivées tangentielles
d’ordre inférieur a [ et de la norme holderienne d’ordre « des dérivées tangentielles d’ordre
| définit une semi-norme sur C+%(Q).

Si f est une (n,r)-forme différentielle sur Q CC M, elle s’écrit f = )~ ; fjdz AdZ; avec
dz =dz N---Ndzy et dzy = dzj, N--- Ndzj,, car M est plongée dans C". La norme de f
est alors donnée par le maximum des normes des f;.
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2 Formule de Bochner-Martinelli-Koppelman pour les varié-
tés CR

L’objet de cette section est de montrer qu’une famille de noyaux satisfaisant une équa-
tion aux dérivées partielles adéquate et possédant de bonnes propriétés d’intégrabilité
permet d’obtenir une formule de Bochner-Martinelli-Koppelman dans les variétés CR de
codimension quelconque.

Nous nous placons dans la situation géométrique de la section 1.

Pour I € Z, 0I désigne le multi-indice (0,i1,...,1|7), ot I = (i1,...,4);) est ordonné
en module croissant.
Lorsque I = (), ce qui correspond & un multi-indice I de longueur nulle, on pose

Co(z,¢) = B(z,(), ou B(z,() désigne un noyau dans C", c’est-a-dire une forme de classe
C™ et de degré 2n — 1 sur C" x C™* \ {(2,{) e C" x C" | z = (}.

On suppose que 'on sait associer a chaque multi-indice ordonné I € Z(1),1 <1 < k, des
formes différentielles COI(Z ¢) de degré 2n — |I| — 1 et Cy(z,() de degré 2n — |I|, de classe
C' pour z € Dy et ¢ € D} 7 tels que z # (, qui vérifient I’équation aux dérivées partielles

0.Cor + 9cCor = Cys(1y — C1, (2.1)

I
oit Cos(ry = L1 (=1)"+ Couo)-
On suppose également que les noyaux Cf satisfont les conditions d’annulation sui-
vantes :

[Ci(z,Q)lpr =0 si 0<p<n et 1<ry<r<r <n-—k, (2.2)
9.[Cr(2,Q)lpro—1 =0 si 0<p<mn, (2.3)

ot [Cr(z,()]p,r désigne la partie de bidegré (p,r) en z de C7.
Pour alléger les écritures on pose By = Cyr pour tout I € Z(l), 1 <1 < k. L’équation
2.1 s’écrit alors
0,Br + GCB] = B6(I) - Cr (2.4)

On suppose finalement que pour tout I € Z(l), 1 <[ < k, les noyaux By vérifient les
conditions d’intégrabilité suivantes :
— pour toute forme différentielle f de classe C' sur U a support dans D, fCESI fQ) A
Bj(z,¢) définit une forme différentielle continue sur Dy et de classe C*® sur Dy
— soit j € {£1,..., £k} tel que I U{j} € Z, pour toute forme différentielle f de classe
C! sur U a support dans D, fCESfU{j} f(&) A By(z,¢) définit une forme différentielle

continue sur D; et de classe C*® sur Dy,
~pour I = J ou I = 6(K) et J = K([K]) avec K € Z(1+1), [..5, f-(¢) A Bi(2,¢)
tend vers 0, quand ¢ tend vers 0, si f. est une forme différentielle de classe C' sur
U a support dans D N {|p1| < e} N--- N {|px| < e} telle que [|0f.] = O(L) et
f<€§J f-(O) A Br(2,¢) = o(¢), si de plus df. = 0.
Définition 2.1. On appelle famille de noyauz adaptés en degré v, ro < r < r1, ala variété

CR générique M de codimension réelle £ dans C", toute famille de noyaux By et Cf,
I €Z(l), 1 <1 <k, possédant les propriétés précédentes.
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Le noyau By = Zlez,(k) sgn(I) By est le noyau sur M associé a la famille de noyaux
adaptés a la variété M.

Lemme 2.2. Le noyau By = Zlez,(k) sgn(I) By est une forme différentielle de classe C!
sur (MNU) x (MNU)\{(z,¢) € (MNU)x (MNU)|z=_}, de degré 2n — k — 1, tel que
pour 0 <p<netl<rg<r<ri<n-—=k

8C [BM]IM“ = _az [BM]p,T‘fla

0w [Bulpy désigne la composante de bidegré (p,r) en z de By (on pose [Barlpn—r =0).

Démonstration. Rappelons que By = 327y sgn(l)Br. La formule 2.4 donne alors im-
médiatement

0,By + OcByr = Z sgn(!)Bs(ry — Z sgn(I)Cr.
IeT! (k) 1T (k)

On sait, grace aux propriétés d’annulation des noyaux Cy que [Cr(2,()]pr =0si0 <p<n
et 1 <rg <r<ry <n—k, par conséquent

gz[BM]pJ‘—l +5C[BM]W‘ = Z Sgn(I)[BJ(I)]p,T'
IeT' (k)

De plus par définition de sgn(l) et §(I), on a Elez'(k) sgn(!)[Bsn)lp,r = 0. En effet pour
un multi-indice donné J € Z(k — 1), il existe deux multi-indices I et Is dans Z(k) tels que
J = I,(0) = I(V) qui verifient sgn(l;) = —sgn([s) car, d'un point de vue ensembliste, si
I = JU{v} alors I = J U {—v}. O

La proposition suivante a été prouvée dans [4] en associant la formule de Stokes a la
formule 2.1.

Proposition 2.3. Soit f une (n,r)-forme de classe C' & support compact dans D,1 <
ro <1 <11 <n-—=k, alors on a la formule suivante au sens des courants sur M

(=1)""(0. F(Q) AN B(z,¢) - 9f(¢) A B(2,())
¢eD ¢eD

= ()RS G F(0) A Bas(2,€)
CeM

e /< DO A Baz.0)

Pour obtenir une formule d’homotopie pour les formes & support compact dans DN M,
il suffit alors que le noyau initial Cy = B satisfasse

fz) = (=1)"""(9; FO)AB(2,¢) - 9f(Q) A B(2,¢)),

¢eb ¢eD

pour toute (n,r)-forme f de classe C! a support compact dans D. C’est le cas par exemple
si B désigne le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman dans C”.
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Corollaire 2.4. Si le terme initial Cy = B d’une famille de noyaux adaptés o la variété
Men degré v, 1 <19 <1 <ry <n—k au voisinage d’un point zy de M est une solution
fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann dans C", alors le noyau associé By =
ZIEI’(h) sgn(I) By est une solution fondamentale en degré r, 1 <rog <r <711 <n—k, de
lopérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur le voisinage U,, = U N M de zp.

Plus précisément Byy est une forme différentielle définie sur Uy, x Uy \ A(Uy,,), ot
A(Uy) = {(2,0) € Uyy x Uy, | 2 = (} désigne la diagonale de U,, x U,,, qui vérifie au

sens des courants

k(k+1)
2

[ Bulpr—1 + I c[Bulpr = (=1) [A(Uy,)], (2.5)

si [Barlpyr désigne la composante de bidegré (p,r) en z de Byr, 0 <p<metl<rg<r<
r1 <n—k, et [A(U,,)] le courant d’intégration sur la diagonale de Uy, X U,,.

On en déduit aisément la formule de représentation intégrale suivante :

Théoréme 2.5. Soit ) un domaine a bord C* relativement compact dans U,, et f une
(n,r)-forme de classe Cl dans Q, 1 <rg<r <r; <n—k, alors on a la formule suivante
au sens des courants sur M

(~) DT p ) =3y [ F(C) A Bu(2,0)
cen

D) [ B0 A B 0) + (~1)F / F(O) A Bar(2: ).

CeQ (e

On peut remarquer que la formule ci-dessus fournit une formule d’homotopie pour les
formes & support compact dans Uy,.

Le noyau initial By utilisé pour construire la solution fondamentale de 'opérateur de
Cauchy-Riemann tangentiel sur M n’a pas de lien direct avec la variété M. On aimerait
pouvoir construire d’autres solutions fondamentales ne dépendant que de la géométrie
de M dans le but d’obtenir des estimations optimales. Pour cela nous allons considérer
séparément le cas des hypersurfaces et le cas de la codimension supérieure ou égale & 2.

Si M est une hypersurface, alors Z'(1) posséde deux éléments I} = (+1) et Iy = (—1).
On considére les deux multi-indices J; = I1I; = (+1,—1) et Jo = IoI; = (—1,+1) et on
suppose que ’on sait associer & chacun d’eux des formes différentielles Cyy, (2, () de degré
2n — 3 et Cy,(2,¢) de degré 2n — 2, de classe C! pour z € M et ( € M tels que z # (,
© = 1,2, qui satisfont Cy, = —C;, et qui vérifient les équations aux dérivées partielles

0,:Co.g, + 0cCos, = —Cor, + Cor, — Cyy,
h,2Co.1, + Ob,cCos, = —Cor, + Cor, — C,.

au sens des courants sur M x M. En faisant la différence de ces deux équations on obtient

,(2,0)(Cosy — Coyy) = 2(=Bum — Cry1 1)),

d’ou 5b7(27<)C(+17,1) = _5b7(z,§)BM = [A(Uzo)] Le noyau RM = C(Jrl’,l) est donc une
nouvelle solution fondamentale de I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur M.
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Supposons maintenant que M est de codimension k, k& > 2. On note Z'(l, %), | < k,
Iensemble des multi-indices de la forme Ix, avec I € Z'(l) et on suppose que l'on sait
associer a chaque multi-indice ordonné J = I+, I € Z'(l), des formes différentielles Cy;(z, ¢)
de degré 2n — |I| — 2 et Cy(z,¢) de degré 2n — |I| — 1, de classe C! pour (2,() € M x M
tels que z # ¢, qui vérifient I’équation aux dérivées partielles

gb,zcol* + 55,400[* = (—1)k00[ + 00,5([)* — Cs. (2.6)

On suppose de plus que ces noyaux sont suffisamment réguliers pour que ’équation (2.6)
soit satisfaite au sens des courants sur M x M. (Contrairement au cas des hypersurfaces, on
I'indice ajouté dépendait du multi-indice I, ici 'indice * est le méme pour tous les indices
I, sinon 'idée de base est la méme.)

On définit Ry par Rar = - cqr(x) 581(1) Cl, il satisfait alors

Opo( > sgu(I)Cor) + Fpc( Y sgn(l)Cor) = (-1)FBy — Ry (2.7)
1T (k) 1€ (k)

au sens des courants sur U,, X U,,. Par conséquent si By est une solution fondamentale
en degré r de I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur un voisinage U, de zp, il en
est de méme de Rjs et la formule de représentation intégrale du Théoréme 2.5 est encore
valable si on remplace Bys par (—1)*Ry;.

3 Construction de noyaux adaptés a une variété CR

Etant donnée une sous-variété CR générique M de classe C3, de codimension réelle k
dans C” et un point zy de M, nous allons construire une famille de noyaux adaptés & M
au sens de la Définition 2.1 au voisinage de zy & partir de formes de Cauchy-Fantappié.

Nous reprenons les notations de la section 1.

Définition 3.1. Une section de Leray associée ¢ M sur un voisinage U de D est une
application 1 qui associe & chaque multi-indice I € Z(l), 1 < | < k, une application a
valeurs dans C"

¢[(Z,C,>\) = (d}}('vaa)‘)a s 717[}?(2’47)‘))
définie et de classe C! pour z € Dy, € ﬁ; tels que z # ( et A € Ay, telle que

(1/1[(27 ¢, >‘)7< - Z> =1,
et
VilD, x Dy fe=xar = VI BBy e=exa, ST C
Nous utiliserons des sections de Leray de la forme suivante :
w(z,¢,A)
(w(z, C? >‘)7 C - Z> ’

ou w est une fonction a valeurs dans C", et nous désignerons par ®(z,(, A\) = (w(z,{, A),(—
z) le dénominateur de ).
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Pour A\ € Ay, si py est une fonction de classe C? au voisinage de zy dont la forme de Levi
posséde en tout point au moins s valeurs propres srtictement positives, on peut construire,
a l'aide du polynome de Levi de p), une fonction w(z,(, A\) qui est s-holomorphe en la
variable z (i.e. il existe des coordonnées holomorphes hq,..., h, au voisinage de chaque
point telles que w soit holomorphe par rapport & hy,...,hs) et telle que ®(z,(, \) vérifie
I’estimation

Re®(2, ¢, A) = pa() = pal2) + al¢ — 22 (3.2)

pour z et ¢ au voisinage de zg avec a un réel strictement positif.
Nous considérons également la section de Bochner-Martinelli 19 définie pour z € C",
¢ € C” tels que z # ¢ par B
(—7
Po(z,¢) =
¢ — 2>

Le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman est alors donné par la formule

(_1)n(n71)/2

W(@bo,d(é = 2)) ADa o, d(¢ = 2))"

B(za C) -

3.1 Cas des hypersurfaces vérifiant la condition Y(q)

Si M est une hypersurface réelle orientée de C", on note Iy = (4+1) et Iy = (—1) les
deux éléments de Z'(1). On définit les noyaux Cy, et Cor,, @ = 1,2, en posant

(_l)n(nfl)/2 . .
Cr, = W(@/Jnad(C —2)) N Oz ct1;,d(C — 2))" 77,
(_l)n(nfl)/Z
Cor, = W(iﬁoad@ —2)) A1, d(C — 2))

A>T (Daetbo, d(C — 2)) A (Bectpr,, d(C — 2)E.

j+k=n—2
D’apres [5], Chap. 20, ces noyaux vérifient
9,Cor, + 9¢Co1, = B — Cy,,

ce qui correspond & I'équation (2.1). Le formalisme utilisé ici est di & Harvey et Polking.

Il reste a choisir les sections de Leray 15, et 11, pour que les conditions d’intégrabilité
et les conditions d’annulation de la section 2 soient satisfaites.

Nous allons supposer que ’hypersurface M satisfait la condition Y (¢) de Kohn (cf.
Deéfinition 1.2).

Supposons que la forme de Levi de M posséde en chaque point de U au moins s
valeurs propres de méme signe. L’hypersurface M admet alors une fonction définissante
p+ sur U, dont la forme de Levi posséde au moins s 4+ 1 valeurs propres de méme signe
au voisinage de zp. Notons 9y, (z,() la section de Leray du type (3.1) construite a partir
du polynéme de Levi de p4 et posons 9r,(z,() = 9y, ((, 2). La section de Leray 1, (z, ()
est alors (s + 1)-holomorphe par rapport a la variable z et la section de Leray 1y, (z, () est
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(s +1)-holomorphe par rapport a la variable ¢. On voit alors facilement que les noyaux Cf,
vérifient les conditions d’annulation (2.2) avec rg = n—s et r; = s—1. De plus I'estimation
3.2 assure que les conditions d’intégrabilité de la section 2 sont satisfaites.

Si M satisfait a la seconde partie de la condition Y(g), le noyau Bjy; donné par
By = Cor, — Cor, est alors une solution fondamentale de 'opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel en degré r pour g <r<m—q—1,811 <g< an etpourn—q—1<r<gq,si
"?_1 <g<n—-2surU,,=UNM.

Pour obtenir le noyau Rj;, nous avons besoin des noyaux suivants :

(_1)n(n—1)/2
W(wo, d(¢ — 2)) A (¢r, d(C = 2)) A (P1,, d(C — 2))

A>T (Dactho, d(C — 2)) A (Db, d(C — 2))F A (D cthry, d(C — 2)),

j+k+i=n—3

Conr, =

(_1)n(n—1)/2
iy (= 2) A (s, d(C = A

> Dty d(C = 2)) A (D ctpry, d(C — 2))F.

jt+k=n—2

Cnr, =

D’aprés [5], Chap. 21, ils vérifient les équations aux dérivées partielles

O, (2,0)Con, 1, = —Cor, + Cor, — Cr 1,
Oy, (2,0)Cor,1;, = —Cor, + Cor, — Chopy -

au sens des courants sur M x M.

Le noyau Rp; = Cr,1, est donc une solution fondamentale de I'opérateur de Cauchy-
Riemann tangentiel pour les mémes degrés que By, mais dont ’expression ne fait intervenir
que des sections de Leray liées a M.

Dans le cas ou M est le bord d’'un domaine borné de C", le noyau Rjy; permet de
construire une solution de ’équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur M.

Théoréme 3.2. Soit D un domaine borné de C" a bord de classe C* et p une fonction
définissante pour D de classe C*. On suppose que la forme de Levi de p posséde au moins
q + 1 wvaleurs propres stictement positives, q > "Tfl (i.e. D est strictement g-conveze au
sens de Henkin-Leiterer). Si f est une (n,r)-forme continue sur 0D, n —q <r < q—1

telle que Opf =0, on a pour z € 0D

f(z) =0 | f(CO)ARu(z Q).
aD
Le cas ¢ = n—1, qui correspond aux domaines strictement pseudoconvexes, a été étudié
par Henkin [10], Romanov [17] et Skoda [22].
Supposons maintenant que la forme de Levi de M posséde en chaque point de U au
moins s paires de valeurs propres de signe contraire. Ce cas a été considéré par M.C. Shaw
dans [21].
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L’hypersurface M admet alors une fonction définissante p sur U, dont la forme de Levi
posseéde au moins s+ 1 valeurs propres strictement positives et une fonction définissante p_
sur U, dont la forme de Levi posséde au moins s+ 1 valeurs propres strictement négatives.
Notons 91, (z, () la section de Leray du type (3.1) construite a partir du polynéme de Levi
de p4 et 9r1,(2,¢) la section de Leray du type (3.1) construite & partir du polynéme de
Levi de p_. Les sections de Leray 9, (z,() et ¥r,(z,() sont alors (s 4+ 1)-holomorphe par
rapport a la variable z. Les noyaux Cy, vérifient donc les conditions d’annulation (2.2) avec
ro =n — s et r; =n — 1. De plus 'estimation 3.2 assure que les conditions d’intégrabilité
de la section 2 sont satisfaites. Si on échange le role des variables z et { dans les sections
de Leray v, et 9r,, les noyaux Cj, vérifient les conditions d’annulation (2.2) avec rg = 1
et rp=s—1.

Si M satisfait a la premiére partie de la condition Y (q) avec g < "T_l, i.e. M est
(g+1)-concave, alors By et Ry sont des solutions fondamentales de ’opérateur de Cauchy-
Riemann tangentiel en degré r pour 1 <r<getpourn—g—-1<r<n-1.

Si f est une (n,r)- forme continue a support compact dans U N M, on définit les
opérateurs

Barf = /Mf(C) A Bar(2,0).
Barf = /M £(0) A Rar(2,).

Ces opérateurs satisfont des estimations C' et LP optimales.

Théoréme 3.3. Si M est de classe C® et si T désigne l'un des opérateurs By ou EM, les
estimations suivantes sont satisfaites :

(1) ||Tf||L o _. < C|fllp1, pour tout € > 0 assez petit.

(2) ITfllw < Clfllin, sih=1— ket <p<om
(3) 1T fll Ly < Cliflle, sip=2netp<yp <o
() T fllce <C|fllLr, si2n<p<oo, a= 1_
() ITfll .y < Cllflli.

(6) HTVf”c“F% < C||fllet, si M est de classe C'*3, 1 € N.

n
IR

Les estimations LP et holderiennes sont dues a Henkin [10] et Skoda [22], lorsque M
est le bord d’un domaine strictement pseudoconvexe. Elles ont permis & Henkin et Skoda
de construire des fonctions de la classe de Nevanlinna, dont les zéros sont imposés dans
un domaine strictement pseudoconvexe. Les estimations C! sont prouvées dans [5]. Dans le
cas ou la signature de la forme de Levi de M est mixte, les estimations du Théoréme 3.3
sont démontrées dans [21].

3.2 Cas des variétés CR génériques g-concaves

En codimension k > 2, ’équivalent naturel de la condition Y (gq) est la notion de g¢-
concavité, 1 < g < ”—gk



56 C. Laurent-Thiébaut

On se place dans la situation géométrique décrite dans la section 1.
Soit X une fonction de classe C®° de [0,1] dans lui-méme qui vérifie X (A) = 0 si
0<A<1/detXx(N)=1si1/2< A< 1.
SiITeZ(l),1 <1<k, pour A € Ags tel que Ao # 1, on note i le point de A défini par
i,
1— X

S\i,,= (v=1,...,1).

Soit 1) une section de Leray associée & M au voisinage de D, on pose

o — 7 o o
or(2:€.0) =X () = + (1= X Q) (2:C.) (3.3)
pour tout I € Z(I), 1 <1< k,z€ Dy, ¢ Eﬁ}ﬁ tels que z £ (et A € Agy.
On peut alors définir les noyaux Kos(z,¢, \), pour z € Dy, ( € ﬁ; tels que z # ( et
A € Ayy, par

(_1)n(n—1)/2

Kor(z,(,\) = WWJOI, d(¢ — 2)) A{(Dsc + da)tor, d(¢ — 2))" 1, (3.4)

et les noyaux Kj(z,(, \) par

(_1)n(n71)/2

Ki(2,(, ) = @i

(r1,d(¢ —2)) A{(Dz¢c +da)r,d(C —2))""". (3.5)

Les noyaux Koy et K sont des formes différentielles de classe C' et de degré 2n—1let on a

(Dzc + d)Kor(2,¢,2) =0 (3.6)
d’aprés la Proposition 3.9 de [12].
Pour finir on pose, pour z € Dy, ( € ﬁ; tels que z # (,

Cor(z,¢) = //\6A Kor(z,¢, M)

C](Z,C) = K[(Z7C7)‘)
AEAT
Les noyaux Cy;(z, ) et Cy(z, () sont des formes différentielles respectivement de degré
2n — |I| — 1 et de degré 2n — |I|, de classe C! pour z € Dy et ¢ € Ej tels que z # (. La
formule de Stokes et la relation
||
0Dor =Y (—1)" Aorp) + A
v=1
impliquent qu’ils vérifient 1’équation (2.1).
Si 1 est une section de Leray de la forme (3.1), dont le dénominateur ¢ vérifie ’esti-
mation (3.2), les conditions d’intégrabilité de la section 2 sont remplies.
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Si de plus la section de Leray 1 est s-holomorphe en la variable z les conditions d’an-
nulation du paragraphe 2 sont satisfaites pour 1o = n —s+1et r; =n —k et si 9 est
s-holomorphe en la variable ( les conditions d’annulation du paragraphe 2 sont satisfaites
pourrg=1letri =s—k—1.

Il résulte de [14] que, si M est g-concave, on peut lui associer des sections de Leray 1;
continues en A € Ay telles que 91(z,(,.) = ¥s(2,¢,.)|a,, si I C J et (¢+ k)-holomorphes
en la variable z. Ces sections sont construites a partir du polynéme de Levi de la fonction
px et d'une application continue 7' de R*\ {0} dans la grassmannienne des sous espaces de
dimension ¢’ +k de C", avec ¢’ 'ordre maximal de concavité de M en zg, telle que la forme
de Levi de py sur U soit définie positive sur T'(A). En échangeant les roles des variables z
et ¢, nous obtiendrons des sections (q + k)-holomorphes en la variable (.

Le noyau By construit & partir des noyaux définis ici est une solution fondamentale sur
U,, = UNM de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel en degré r pour 1 <r <g—1
etn—k—qg+1<r<n-k(c [4]).

Dans le cas des hypersurfaces ce noyau a été introduit par Fischer [7] et il permet
d’obtenir des estimations C! optimales pour la résolution de 'opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel (cf. (6) du Th. 3.3). Malheureusement en codimension k£ > 2, il y a une perte
de € arbitrairement petit dans les mémes estimations, le terme perturbateur provenant de
la section de Bochner-Martinelli. Il faut donc construire un nouveau noyau plus adapté a
la géométrie de M.

Comme dans la section 2, on note Z'(l, %), [ < k, 'ensemble des multi-indices de la
forme Ix, avec I € Z'(l). On pose p, = p1 +--- + pj et on consideére la fonction w, déduite
du polynéme de Levi de p,. On construit wy, en interpolant wy et w, et on note 9z, la
section de Leray associée, dont le dénominateur vérifie ’estimation 3.2.

On peut alors définir les noyaux Kor.(z, ¢, A) et Kr.(z,(,A), pour (z,(,A) € (U, X
Usp \ A(Uz)) % Aoz, par

(_1)n(n—1)/2 .

K(]I*(Zv Ca >‘) = W(¢Ol*a d(C - Z)) A <(az7§ + d)x)¢0[*, d(C - z)>n71’
(_1)n(n71)/2 _ _1
Kra(2,¢,A) = W(m d(¢ = 2)) AN{(0z¢ + da)thre, d(C — 2))" .

On pose, pour (z,() € Uy, x Uy, \ A(Us),

COI*(Zug) :/ KOI*(ZJC7>‘)

AEAQT
C[*(27C):/ K[*(Z,C,A).
)\EAI*

D’apreés [4], ces noyaux vérifient I'équation aux dérivées partielles (2.6). On peut donc
en déduire une nouvelle solution fondamentale Ry; pour 'opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel sur M endegré r, 1 <r<g—letn—k—qg+1<r<n-—k.

La nouvelle solution fondamentale Rj;; permet cette fois d’obtenir les estimations C!
optimales pour la résolution de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel, c’est-a-dire avec
un gain de régularité de % ; elles sont démontrées dans [4]. Concernant les estimations LP,
il est prouvé dans [15] que Rjs est de type faible 22—’11 Par conséquent l'opérateur intégral
associé & Ry satisfait les estimations du Théoréme 3.3.
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4 Reésolution locale de I'opérateur de Cauchy-Riemann tan-
gentiel avec estimations jusqu’au bord

Dans les sections précédentes nous avons donné des résultats concernant la résolution de
I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle pour des seconds membres & support compact.

Soit © un domaine & bord C! relativement compact dans M N U. On veut construire
de nouveaux noyaux prenant en compte la géométrie de 2 pour transformer la formule de
représentation intégrale du Théoréme 2.5 en une formule d’homotopie.

Notons e un nouvel indice. Pour tout J € Z'(l,*), [ < k, on considére des formes
différentielles Cpe(z,() de degré 2n — |I| — 3 et Cje(z,() de degré 2n — |I| — 2, de classe
C! pour (z,¢) € Q x Q tels que z # ¢, qui vérifient 'équation aux dérivées partielles

9b,:Cose + 05,cCose = (=1)*Cos + Cos10 — Cire. (4.1)

On suppose de plus que ces noyaux sont suffisamment réguliers pour que I’équation (4.1)
soit satisfaite au sens des courants sur M x M.

On dira que les noyaux Cj, sont adaptés au domaine 2 s’ils vérifient la condition
d’annulation

[Cre(2,{)]pr =0 si 0<p<n et 1<rg<r<r <n-—Ek, (4.2)

ot [Ce(2,()]p,r désigne la partie de bidegré (p,r) en z de Cj..
On pose Guro = ZIeI’(k) sgn(I)Cyje et on définit opérateur T, sur les (n,r)-formes
continues sur  par

Tog = (—1) kD emHH / 9(C) A Rag(2,¢) + (~1)HrH1 / 9(C) A Garalz,O)).
ceQ Ceon

On déduit aisément de (4.1) et de la formule de Stokes le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Etant donnés une famille de noyauzr adaptés a M sur un voisinage Uy,
d’un point zy, un domaine Q a bord C' relativement compact dans M NU,,, et une famille
de noyauzr adaptés au domaine 2, les opérateurs T, vérifient la formule d’homotopie

f = ngrf + Tr+15bf> (43)
si f est une (n,r)-formes de classe ClsurQ,1<ry<r<mr <n-—k.

Si M est g-concave et si €0 est 'intersection transverse de M avec un domaine Q
strictement pseudoconvexe, soit 1, la section de Leray définie par Henkin et Lieb pour Q.
Les noyaux construits sur le modéle de ceux de la section 3.2 en remplacant le multi-indice
I par le multi-indice J et I'indice * par 'indice e sont adaptés & Q avecrg=n—k—q+1
et 71 = n — k. Sous ces hypotheéses géomeétriques, le Théoréme 4.1 est prouvé dans [15].

Si M est g-concave et si {2 est 'intersection transverse de M avec le complémentaire
d’un domaine €2 strictement pseudoconvexe et une petite boule centrée sur le bord de ce
domaine, Sambou et Touré [18] ont construit, par des méthodes analogues, des noyaux
adaptés & € avec 19 = 1 et 71 = g — 2. Ils obtiennent ainsi une formule d’homotopie en
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degré 1 < r < g — 3 et une formule de résolution en degré q — 2 aprés restriction de la
petite boule.

Les opérateur T, sont continus de Cp,(Q2) dans Ci/rz:f () pour tout 0 < € < 1/2.
Contrairement au cas de la régularité intérieure oil, en construisant un nouveau noyau, on
a pu prouver les estimations holdériennes avec le gain optimal de 1/2, on ignore si on peut
éliminer la perte de € arbitrairement petit dans les estimations au bord. Ce phénoméne est
analogue & celui qui intervient dans les estimations au bord pour 'opérateur de Cauchy-
Riemann dans l'intersection de domaines strictement pseudoconvexes (cf. [16]).

Par ailleurs, aprés une modification classique du dénominateur des sections de Leray
(il s’agit de remplacer ®, par ®4(z,¢) = ®(z,¢) — 2p4(¢)), on a contruit dans [15] des
opérateurs ﬁ de résolution pour I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur €.

Théoreme 4.2. Soit M une variété CR générique q-concave de C" et zo € M. Soit Q un
domaine strictement pseudoconveze a bord C? de C” contenant zo et 2 = M N Y. Il existe
des opérateurs T, tels que pour toute f € LV )(Q) telle que Opf =0 dans 2, 1 <p < o0

- (n,r
etn—k—q+1<r<n-—=k, onait OT,f = f dans Q et que les estimations suivantes
sotent satisfaites :

(1) ||Tvrf||L%7e < C|\fllrr, pour tout € > 0 assez petit.

() T fllpw <Clfllee,  o0d 5y =3 — g et 1 <p<2n+2.

(3) 1T fll o < CllfllLe, otp=2n+2etp<p' <ooc.
(4) 1T fllca—c < Cllflle, o0u2n+2<p<oo, a=%—" ete>0.
(5) ||T7~f||c%76 < C\fllzee,  pour tout € > 0.

Notons que contrairement au cas hdlderien, pour les estimations LP, le gain de régularité
au bord n’est plus arbitrairement proche du gain de régularité a l'intérieur. La régularité
intérieure est donnée par des opérateurs de type faible 25711 (cf Th. 3.3), alors que la
régularité au bord est donnée par des opérateurs de type faible 321? Ce phénomeéne est
probablement lié au fait que la notion de trace est mal définie dans les espaces LP.

Corollaire 4.3. Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2, Uimage du Oy est fermée dans
lespace L’(’nr)(Q) pourl <p<ooetn—k—q+1<r<n-—Ek.

Les estimations L? impliquent le théoréme de décomposition de Hodge pour le Jj et
I'existence des opérateurs dp-Neumann.

Corollaire 4.4. Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2, on a la décomposition de Hodge
forte :

pour n—k—q+1 <r <n—Ek, i existe un opérateur linéaire Ny : L?nM
tel que
(1) Ny est borné et Im(Ny) C Dom(0y).

(2) Pour tout f € L%n T)(Q), on a

(Q) = I2,,,(2)

f =00, Nyo.f @ 9,05 Ny f.
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(3) Si f € L%n T)(Q) with Oyf = 0, alors f = 940y Nyf. La solution u = Oy Nyf est appelée

la solution canonique, i.e. c’est l'unique solution orthogonale a Ker(dy).

Si M est une hypersurface strictement pseudoconvexe, la possibilité de résoudre I’'équa-
tion de Cauchy-Riemann tangentielle sur un domaine €2 a été étudiée dans [13]. Une condi-
tion nécessaire de résolubilité sur 2 est que le bord de €2 soit contenu dans une hypersurface
Levi-plate.

Si zp est un point fixé de M, il posséde un systéme fondamental de voisinages dont le
bord est contenu dans une hypersurface Levi-plate. En effet, aprés un changement de va-
riable quadratique, on peut supposer que zy = 0 et que M posséde une fonction définissante
p au voisinage de l'origine telle que

n
p(z) = —Tmz, + Y Ajzizi + O(|2]),
Jk=1

ot (Aj;) est une matrice hermirienne définie positive. Pour 6 > 0 suffisamment petit, la
famille
Qs={z€ M |Im z, <}

définit un systéme fondamental de voisinages de 'origine dont le bord est contenu dans une
hypersurface Levi-plate. Dans [19], M.C. Shaw construit des noyaux adaptés aux domaines
Qs a laide du formalisme de Harvey et Polking (cf. 3.1) et prouve une formule d’homotopie
en degré r, 1 < r < n — 3. Avec la méme modification du dénominateur de la section de
Leray liée au bord de 5 que dans le cas g-concave, elle obtient des estimations LP.

Théoréme 4.5. Soit M une hypersurface strictement pseudoconveze de C" et zg un point
de M. Il existe un systéme fondamental de voisinages Qs de zy et des opérateurs intégraus
T2, 1 < r < n—3, tels que pour toute f € Lé’n’T)(Qg), 1<r<m—2etl<p<oo,

Op-fermée dans Qg, on ait ngff =f et
9
1T fllee, sy < ClUfllee, s

ot C ne dépend que de p et de §.

Remarquons que, dans le cas des variétés g-concaves, il y a un gain de régularité dans
les estimations LP (Th. 4.2) car le bord des domaines considérés est contenu dans des
hypersurfaces strictement pseudoconvexes, ce n’est plus le cas ici car le bord des domaines
considérés est cette fois contenu dans des hypersurfaces Levi-plates.
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