
Vorwort

Die drei Arbeiten in diesem Heft der Bonner mathematischen Schriften sind
Ergebnis einer Vortragsveranstaltung über komplexe Analysis, die anläßlich
meiner Emeritierung im Februar 2006 in Bonn stattfand. Die Arbeiten von
Joachim Michel und mir geben im wesentlichen die jeweiligen Vorträge wieder;
Christine Laurent-Thiébaut hat anstelle ihres Vortrages einen Übersichtsartikel
zur Theorie der tangentialen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ver-
faßt. Im einzelnen:

Der erste Artikel über das Levische Problem zeichnet eine Entwicklung nach,
die die komplexe Analysis wesentlich beeinflußt hat; neben ideengeschichtlichen
und biographischen Teilen enthält er auch eine auf meiner eigenen Arbeit beruhende
Lösung des Problems. Genau wie Joachim Michel in der folgenden Arbeit wende
ich mich auch an Nichtexperten.

Joachim Michels Artikel führt einen neuen Konvexitätsbegriff in die kom-
plexe Analysis ein und untersucht ihn im Zusammenhang mit der Regularität der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Mit Rücksicht auf den Hörerkreis
des damaligen Vortrages ist die Darstellung möglichst ”technikfrei” gehalten.

Abschließend stellt Christine Laurent-Thiébaut den heutigen Forschungs-
stand zur Theorie von Fundamentallösungen für den tangentialen Cauchy-Riemann-
Operator dar. Dieser Artikel, der technisch anspruchsvoller als die beiden vor-
angehenden ist, sollte als Ausgangspunkt für weitere Forschungen von Nutzen
sein.

Die drei Arbeiten sind voneinander unabhängig, aber durchaus aufeinander
bezogen: Konvexitätsbegriffe, Regularitäts- und Existenzsätze für die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen, auch die tangentialen, Randgeometrie,
Integraldarstellungen sind Leitbegriffe in allen drei Artikeln, Begriffe, die in
zunehmend komplexeren Zusammenhängen verwandt werden.
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Einleitung

Die fundamentalen Entdeckungen von Fritz Hartogs und Eugenio Elia
Levi (1906/1911) haben die komplexe Analysis für ein volles Jahrhun-
dert wesentlich beeinflußt: sie führten zu neuen Ergebnissen, neuen wir-
kungsvollen Methoden und - vielleicht noch wichtiger! - zu immer neuen
fruchtbaren Fragestellungen. In dieser - durchaus persönlich gefärbten
- Erzählung will ich den Gang der Entwicklung nachzeichnen und auch
einige der handelnden Personen vorstellen.

1. Der Kugelsatz

Die Geschichte beginnt 1906 [19], vor nunmehr 100 Jahren. In diesem
Jahr veröffentlichte F. Hartogs seine Resultate zur simultanen analyti-
schen Fortsetzung. Hier ist ein typisches Ergebnis:

Theorem 1 (Kugelsatz). Es sei

G = K1 −K2, Kj = {z : ‖z‖ < rj}, 0 < r2 < r1,

eine Kugelschale im Cn, n > 1. Dann ist jede auf G holomorphe Funk-
tion f holomorph nach K1 fortsetzbar.

Zum Beweis betrachtet Hartogs zunächst die Differenz zweier Dizylin-
der, etwa

D1 = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1},
D2 = {(z1, z2) : |z1| < 1/2, |z2| < 1/2},
D = D1 \D2,

und beweist für diese Konfiguration den entsprechenden Fortsetzungs-
satz mittels der Cauchyschen Integralformel. Das ist fast unmittelber
ersichtlich:

Es sei f holomorph auf D. Wir wählen

z = (z1, z2) mit 1/2 < |zj| < 1, j = 1, 2 ,

ferner |z1| < r1 < 1, |z2| < r2 < 1, und haben zunächst

f(z1, z2) =
1

2πi

∫
|ζ2|=r2

f(z1, ζ2)

ζ2 − z2

dζ2,

dann

f(z1, ζ2) =
1

2πi

∫
|ζ1|=r1

f(ζ1, ζ2)

ζ1 − z1

dζ1,

beide Male nach der 1-dimensionalen Cauchyschen Integralformel.
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Also ist

f(z1, z2) =

(
1

2πi

)2 ∫
|ζ1|=r1

|ζ2|=r2

f(ζ1, ζ2)

(ζ1 − z1)(ζ2 − z2)
dζ1dζ2.

Die rechte Seite ist aber auf ganz D2 definiert und holomorph - die
Formel liefert also die gewünschte Fortsetzung. Der Fall n > 2 erfordert
nur mehr Schreibarbeit.

Um von diesem Resultat zum Kugelsatz zu gelangen, entwickelt Har-
togs eine kunstvolle geometrische Argumentation - siehe [19]; sehr viel
schneller gelangt man heute zum Ziel mittels der Bochner-Martinelli-
schen Integralformel. Das will ich nun ausführen. Zunächst einige Vor-
bereitungen:

Es sei α(ζ, z) eine doppelte Differentialform vom Typ (1, 0; 0, 0) auf
einer offenen Teilmenge W ⊂ Cn×Cn (mit den Koordinaten ζ und z),
also

(1.1) α(ζ, z) =
n∑

j=1

aj(ζ, z)dζj,

wobei die aj hinreichend oft differenzierbare Funktionen auf W sind.
Wir bilden mittels α die Doppelformen

(1.2) Ωα
0 (ζ, z) =

(
1

2πi

)n

α ∧
(
∂ζα

)n−1

(1.3) Ωα
1 (ζ, z) = (n− 1)

(
1

2πi

)n

α ∧
(
∂ζα

)n−2 ∧ ∂zα

vom Typ (n, n− 1; 0, 0) bzw. (n, n− 2; 0, 1); die Potenzbildung erfolgt
durch äußere Multiplikation.

Speziell sei nun

(1.4) α(ζ, z) =
n∑

j=1

ζj − zj

‖ ζ − z ‖2
dζj

def
= β(ζ, z),

und
W = Cn × Cn −∆ = {(ζ, z) : ζ 6= z}.
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Definition 1. Die Doppelformen

Ωβ
q (ζ, z)

def
= Bnq(ζ, z), q = 0, 1,

heißen Bochner-Martinelli-Kerne für (0, q)-Formen (mit q = 0, 1).

Ihre Haupteigenschaften sind im folgenden Satz zusammengefaßt:

Theorem 2 (BM-Integralformel).

a) ∂zBn0 = −∂ζBn1

b) |Bnq(ζ, z)| ≤ const
1

‖ ζ − z ‖2n−1

c) Ist G ⊂⊂ Cn ein stückweise glatt berandetes Gebiet und f eine auf
G stetige, in G holomorphe Funktion, so ist für z ∈ G:

f(z) =

∫
bG

f(ζ)Bn0(ζ, z).

B10 ist also der Cauchy-Kern

1

2πi

dζ

ζ − z
,

und Theorem 2c liefert im Falle n = 1 die Cauchysche Integralformel.
Beachte, daß B11 ≡ 0 ist, m. a. W.: der Cauchykern ist holomorph
in z. Für n > 1 ist Theorem 2a aber schwächer: Bn0 ist nicht mehr
holomorph im Parameter! – Für beliebiges n findet man die Beweise
z. B. in [24] oder [33].

Im folgenden bezeichnen wir die Algebra der auf einer Menge M holo-
morphen Funktionen immer mit O(M). Wir kommen nun zum Beweis
des Kugelsatzes.

Es sei f holomorph auf G; wir dürfen (durch Verkleinern von G) sogar
f ∈ O(G) annehmen. Nach Theorem 2c) ist für z ∈ G dann

f(z) =

∫
bK1

f(ζ)Bn0(ζ, z)−
∫

bK2

f(ζ)Bn0(ζ, z)
def
= f1(z)− f2(z).
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Die Funktionen f1(z) und f2(z) sind auf ganz K1 bzw. dem gesamten
Komplement von K2 differenzierbar; ferner hat man wegen Theorem
2a) und der Holomorphie von f , d.h. wegen ∂f = 0:

∂fj(z) =

∫
bKj

f(ζ)∂zBn0(ζ, z) = −
∫

bKj

f(ζ)∂ζBn1(ζ, z)

= −
∫

bKj

dζ(f(ζ)Bn1(ζ, z)) = 0.

Somit ist fj holomorph, j = 1, 2. Schließlich folgt aus Theorem 2b)

lim
z→∞
z∈H

f2(z) = 0

für jede mindestens 1-dimensionale Hyperebene H, welche K2 nicht
trifft, und damit f2|H ≡ 0. Da für n > 1 solche Hyperebenen existieren
und ihre Vereinigung offene nichtleere Mengen enthält, ist f2 ≡ 0, und
durch f1 wird f wie gewünscht nach K1 fortgesetzt.

Natürlich läßt sich Theorem 1 in naheliegender Weise verallgemeinern
- vgl [24], [33]; die Formulierung von Theorem 1 ist aber besonders
einprägsam.

2. Holomorphiegebiete

Das Fortsetzungsphänomen des Kugelsatzes wirft die Frage auf, für
welche Konfigurationen es noch besteht. Wir benötigen eine Reihe von
Begriffen.

Definition 2. Es sei G ein Gebiet. Eine Fortsetzungskonfiguration für
G ist ein Paar offener Mengen U und V mit folgenden Eigenschaften:

i) ∅ 6= U ⊂ G ∩ V ;
ii) V ist zusammenhängend und V 6⊂ G.

Definition 3. Es sei f holomorph auf G. Eine holomorphe Fortsetzung

von f ist ein Tripel (U, V, f̃), in dem (U, V ) eine Fortsetzungskonfigu-
ration ist und wo ferner gilt:

i) f̃ ist holomorph auf V,

ii) f̃ ≡ f auf U.

Jetzt können wir einen zentralen Begriff einführen:

Definition 4. Es sei f holomorph auf G. G ist Existenzgebiet von f,
wenn es keine holomorphe Fortsetzung von f gibt.



6 INGO LIEB

Scheinbar allgemeiner ist

Definition 5. G heißt Holomorphiegebiet, wenn es zu jeder Fortset-
zungskonfiguration (U, V ) für G eine auf G holomorphe Funktion f gibt,

die keine holomorphe Fortsetzung (U, V, f̃) mit dem gegebenen (U, V )
besitzt.

Offenbar ist jedes Existenzgebiet einer holomorphen Funktion ein Ho-
lomorphiegebiet. Die Umkehrung ist auch richtig und ergibt sich im
Laufe der weiteren Diskussion. Kürzer (und nicht ganz präzise) kann
man sagen:

Ist G Existenzgebiet von f, so kann f über keinen Randpunkt von G
hinaus holomorph fortgesetzt werden; ist G Holomorphiegebiet, so gibt
es zu jedem Randpunkt von G eine holomorphe Funktion auf G, die
über diesen Randpunkt hinaus nicht holomorph fortsetzbar ist. Die
Definitionen sind schwerfälliger, da sie die mögliche Mehrdeutigkeit
holomorpher Fortsetzung berücksichtigen. In den ersten Arbeiten zu
diesem Problemkreis werden Holomorphiegebiete Regularitätsgebiete
genannt und durch Definition 4 eingeführt [7].

Kugelschalen im Cn, für n > 1, sind nach dem Kugelsatz keine Holo-
morphiegebiete, Kugeln aber, allgemeiner konvexe Gebiete, sind, wie
leicht zu sehen, Holomorphiegebiete. In der komplexen Ebene C ist je-
des Gebiet Holomorphiegebiet - daher taucht der Begriff in der Theorie
einer Variablen auch nicht auf.

Als zentrale Frage ergibt sich nun: Wie lassen sich Holomorphiegebiete
“erkennen“?

Natürlich muß diese Frage präzisiert werden.

3. Glatte Gebiete

Eine erste Präzisierung beruht auf den Arbeiten des italienischen Ma-
thematikers E.E. Levi (1910/1911) und bezieht sich auf glatte Gebiete
im Raum C2 von 2 komplexen Veränderlichen.

Definition 6. Ein Gebiet G ⊂ Cn heißt glatt (berandet) von der Klasse
Ck, k ≥ 1, wenn es eine Umgebung U des Randes bG von G und eine auf
U definierte reellwertige k-mal stetig differenzierbare Funktion r gibt,
so daß gilt:

i) G ∩ U = {z ∈ U : r(z) < 0};
ii) dr(z) 6= 0 für alle z ∈ U.

Jede derartige Funktion r heißt eine (Ck−)glatte Randfunktion für G.
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Nach Levi gilt nun [23]:

Theorem 3. Es sei G ⊂⊂ C2 ein Gebiet mit C2-glatter Randfunktion r.
Wenn G ein Holomorphiegebiet ist, dann erfüllt r in jedem Randpunkt
von G die Levibedingung

(L) det

 0 r1 r2

r1 r11 r12

r2 r21 r22

 ≤ 0.

Dabei habe ich

(3.5) rzj
= rj, rzj

= rj, rzjzk
= rjk,

abgekürzt. - Aufgrund dieses Theorems können wir nun die Urfassung
des Levischen Problems formulieren:

Levisches Problem. Sind Gebiete, die der Levi-Bedingung genügen,
Holomorphiegebiete?

Als erster hat anscheinend Otto Blumenthal das Problem formuliert [8]
und seine Wichtigkeit erkannt - cf. später.

Bei einem ersten Blick auf das Problem wird man eher eine negati-
ve Antwort erwarten: man will von einem Gebiet G zeigen, daß es ein
Holomorphiegebiet ist, und muß dazu globale, d.h. auf ganz G defi-
nierte, holomorphe Funktionen mit gewissen Randeigenschaften kon-
struieren. Gegeben sind aber lediglich lokale Informationen über den
Rand (Krümmungseigenschaften), nämlich die Levi-Bedingung. Der
Ausgangspunkt scheint also vom Ziel sehr weit entfernt und vielleicht
durch keinen Weg mit dem Ziel verbindbar. Als vorläufig einziger Hin-
weis, daß das Problem nicht aussichtslos ist, mag der folgende leicht zu
beweisende Satz dienen:

Satz 4. (L) ist unabhängig von der Auswahl der (C2-glatten) Rand-
funktion und invariant unter biholomorphen Transformationen.
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4. Nochmals: glatte Gebiete

O. Blumenthal, der ja das Problem unmittelbar im Anschluß an Levi
formuliert hatte, gab auch 1912 die scheinbar zu erwartende Antwort
auf die gestellte Frage. Sie lautete [8]:

Theorem 5. NEIN.

Blumenthal zeigte in der Tat von dem Gebiet C2 −H, mit

H = {(z1, z2) : x1 = 0, x2 ≥ 0},

wobei ich zj = xj + iyj gesetzt habe, daß es kein Holomorphiegebiet ist,
aber der Bedingung (L) genügt. Damit war das Problem erst einmal
erledigt und blieb es auch für etwa 1 1/2 Jahrzehnte. Die Problemlage
änderte sich erst 1927 mit dem Wechsel des jungen Heinrich Behnke
von Hamburg nach Münster. Behnke hatte sich in Hamburg mit wich-
tigen Arbeiten zur Zahlentheorie habilitiert, beschloß aber, als er einen
Ruf auf ein Ordinariat nach Münster erhielt, nicht nur den Arbeitsort,
sondern auch das Arbeitsgebiet zu wechseln. Auf Anraten Constantin
Carathéodorys [4] wählte er die Funktionentheorie mehrerer Variabler
als neues Forschungsgebiet. Beim Studium der vorliegenden Resultate
(von Cousin, Hartogs, Poincaré, Levi, Blumenthal) stellte er als er-
stes fest, daß Blumenthals Gegenbeispiel am Problem vorbeiging. Das
von Blumenthal konstruierte Gebiet hat nämlich keinen glatten Rand,
und das Auftreten von Kanten im Rande führt auf grundsätzlich neue
Fragen. Somit ist das Problem zu präzisieren:

Levi-Problem. Sind glatte Gebiete, die der Levi-Bedingung genügen,
Holomorphiegebiete?

Und diese Frage war weiterhin unbeantwortet: am Ende des vorigen
Abschnittes habe ich auf ihre Schwierigkeit hingewiesen. (Ein von Blu-
menthal [8] angegebenes Gegenbeispiel G:

(|z1| − 2)2 + |z2|2 < 1

beruhte auf einem - schon bald von Blumenthal selbst erkannten -
Irrtum: es ist in Wahrheit ein Holomorphiegebiet.) Behnkes Antwort
konnte zunächst nur: “vielleicht“ heißen, und die Antwort kann man
auch ohne mathematische Untersuchung geben.
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5. Holomorphiekonvexität und allgemeinere Gebiete

Die Jahre nach 1927 sahen - vor allem durch die Münsteraner Arbeits-
gruppe um H. Behnke und durch die Arbeit von Henri Cartan in Paris -
wesentliche Fortschritte in der komplexen Analysis, die zu einem besse-
ren Verständnis auch des Levischen Problems beitrugen, ohne es freilich
zu lösen. Im einzelnen:

1 Für spezielle Gebietsklassen wurde das Levi-Problem gelöst. In der
Regel handelt es sich um Gebiete im C2 mit hoher Symmetrie - Rein-
hardtsche Gebiete zum Beispiel..., siehe [7]. Die wesentlichen Beiträge
hierzu stammen von Behnke und seinen Schülern.

2 Henri Cartan führte den Begriff der Holomorphie-Konvexität ein [10]
und benutzte ihn in einer gemeinsamen fundamentalen Arbeit mit Pe-
ter Thullen [11] zur Charakterisierung von Holomorphiegebieten. Ich
gebe die Definition in möglichst einfacher Gestalt, aber gleich für kom-
plexe Räume:

Definition 7. Ein komplexer Raum X ist holomorph-konvex, wenn
es zu jeder Punktfolge xj ∈ X ohne Häufungspunkt eine holomorphe
Funktion f auf X gibt, die auf der Folge xj unbeschränkt ist.

Cartan und Thullen zeigen nun [11]:

Theorem 6. Für ein Gebiet G im Cn sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

i) G ist Existenzgebiet einer holomorphen Funktion.
ii) G ist Holomorphiegebiet.
iii) G ist holomorph konvex.

Wegen der Mehrdeutigkeit der holomorphen Fortsetzung formulieren
sie ihren Satz gleich für unverzweigte Riemannsche Gebiete über dem
Cn, allerdings überträgt sich ihr Beweis nur auf “endlichblättrige“ Ge-
biete. Ich komme auf das Problem später zurück, gebe aber die rele-
vanten Definitionen.

Definition 8. Ein (unverzweigtes) Riemannsches Gebiet (über dem
Cn) ist eine zusammenhängende komplexe Mannigfaltigkeit X, auf der
die holomorphen Funktionen die Punkte trennen, zusammen mit einer
lokal biholomorphen Abbildung

p : X → Cn.
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Jedes Gebiet im Cn kann als Riemannsches Gebiet angesehen wer-
den, mit p als Inklusionsabbildung. Die Fasern p−1(z) eines Riemann-
schen Gebietes sind diskrete Teilmengen von X, das Supremum der
Mächtigkeiten der Fasern ist die Blätterzahl (endlich oder abzählbar
unendlich).

Ein Riemannsches Gebiet (X, p) heißt Teilgebiet des Riemannschen Ge-
bietes (X ′, p′), wenn X ⊂ X ′ offen ist und p′ | X = p gilt. (X ′, p′) heißt
Erweiterung von (X, p), wenn darüberhinaus noch die Restriktionsab-
bildung

O(X ′) → O(X)

bijektiv ist. In sinnvoller Verallgemeinerung von Definition 5 setzen wir
jetzt fest:

Definition 9. Ein Holomorphiegebiet ist ein Riemannsches Gebiet,
welches keine echte Erweiterung besitzt.

Damit läßt sich Theorem 6 auch für Riemannsche Gebiete formulieren
- wie Cartan und Thullen es ja getan haben. Ihr Beweis enthält aber
im Falle unendlichblättiger Riemannscher Gebiete eine Lücke, die erst
Oka - siehe später - geschlossen hat.

Ist x ein Punkt eines Riemannschen Gebietes (X, p), so gibt es defini-
tionsgemäß einen Polyzylinder ∆ε(p(x)) vom Radius ε in jeder Koor-
dinate und eine Umgebung von x, ∆ε(x), die unter p biholomorph auf
∆ε(p(x)) abgebildet wird. Wir nennen auch ∆ε(x) einen Polyzylinder
in X um x vom Radius ε und geben die für später wichtige

Definition 10. Die Funktion

δX(x) = sup{ε : ∃Polyzylinder ∆ε(x)}

heißt Randdistanz von x.

Es ist also 0 < δ(x) ≤ ∞.

3 Einen weiteren wesentlichen Fortschritt erzielten Behnke und Karl
Stein 1939 [5]:

Theorem 7. Es sei G0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Cn eine aufsteigende Folge
von Holomorphiegebieten. Dann ist

G =
⋃
Gj

ebenfalls ein Holomorphiegebiet.
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Dieser Satz vereinfacht das Studium von Holomorphiegebieten erheb-
lich, wie wir noch sehen werden.

4 Die Levi-Bedingung war ja nur für glatte Gebiete im C2 formuliert
worden. In seiner 1933 bei Helmut Kneser in Greifswald angefertigten
Dissertation [21] übertrug Johannes Krzoska die Bedingung nun auf
beliebige Dimensionen. Ich formuliere hier gleich etwas allgemeiner:

Definition 11. i) Es sei ϕ : U → R eine 2 mal stetig differenzierbare
reellwertige Funktion auf der offenen Menge U ⊂ Cn. Die Leviform
von ϕ in z ist die hermitesche Form

Lϕ(z; t) =
n∑

i,j=1

ϕij(z)titj.

(Bezeichnungen siehe (3.5)).

ii) ϕ heißt in z plurisubharmonisch, wenn Lϕ(z) positiv semidefinit ist,
streng plurisubharmonisch, wenn Lϕ in z positiv definit ist.

Definition 12. Es sei G ein C2-glattes Gebiet im Cn mit C2-glatter
Randfunktion r. G heißt pseudokonvex, wenn in allen Randpunkten z ∈
bG die Leviform Lr(z) auf dem holomorphen Tangentialraum an bG in
z positiv semidefinit ist.

Ausführlich: für alle z ∈ bG und alle t ∈ Cn mit

n∑
i=1

ri(z)ti = 0

ist

n∑
i,j=1

rij(z)titj ≥ 0.

Das ist die - von Krzoska gefundene - Levi-Bedingung im Cn. Für n = 2
reduziert sie sich, wie man leicht sieht, auf die Bedingung (L) von
Theorem 3. Eine Weile wurde die obige Bedingung auch “Levi-Krzoska-
Bedingung“ genannt, das hat sich aber nicht durchgesetzt. In Analogie
zu Theorem 3 gilt nach Krzoska [21]:

Theorem 8. Jedes C2-glatte Holomorphiegebiet ist pseudokonvex.

Und man kann nun das Levische Problem allgemeiner fassen:

Levisches Problem (2. Fassung) Sind (glatte) pseudokonvexe Gebiete
Holomorphiegebiete?
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Es handelt sich, wohlgemerkt, immer um (in der Regel beschränkte)
Teilgebiete des Cn.

5 Besonders wichtig für die weitere Entwicklung war die Zusammenfas-
sung der bisherigen Ergebnisse in dem berühmten Ergebnisbericht von
Behnke und Thullen von 1934 [7]. Hier wurde der Stand der Forschung
beschrieben, und - was noch einflußreicher war! - die Autoren arbei-
ten die wesentlichen offenen Probleme sorgfältig heraus. In gewisser
Weise war der Ergebnisbericht also bedeutender in seiner Rolle als ein
“Nichtergebnis- Bericht“. Auf die Hauptprobleme in “Behnke/Thullen“
gehe ich etwas später ein - das Levische Problem jedenfalls gehörte da-
zu.

Trotz all dieser bedeutenden Fortschritte blieb aber das Levische Pro-
blem ungelöst. Noch im Jahre 1940 gaben Behnke und Stein in einem
Artikel “Die Konvexität in der Funktionentheorie mehrerer Veränder-
lichen“ [6] das Problem als eine der großen ungelösten Aufgaben der
komplexen Analysis an. Obwohl sie sich sehr vorsichtig ausdrückten,
scheint es fast so, als ob sie auch nicht an eine positive Antwort glaub-
ten.

6. Kiyoshi Oka

Ohne daß Behnke und Stein es realisiert hätten, hatte der Strom der
komplexen Analysis sein Bett verlagert, von Münster und Paris auf
einen neuen Kontinent, nach Hiroshima. Was war geschehen?

Im Jahre 1929 war ein junger japanischer Mathematiker, Kiyoshi Oka,
mit einem Stipendium seiner Regierung nach Paris gekommen, um dort
die neusten Fortschritte der Analysis kennen zu lernen. In Paris hatte
er Kontakt zu Gaston Julia und ließ sich von diesem für die komplexe
Analysis begeistern. Nach Japan zurückgekehrt, studierte er den Er-
gebnisbericht von Behnke und Thullen - und faßte anscheinend den
Entschluß, die Hauptprobleme der komplexen Analysis, so wie sie sich
aus diesem Bericht ergaben, zu lösen. Nun mag es häufiger vorkommen,
daß ein junger Wissenschaftler sich ein derart abenteuerliches Ziel setzt:
selten dürfte er es erreichen.

Genau das aber tat Oka. In einer Reihe von Arbeiten, die sich über
zwei Jahrzehnte erstrecken und die in ihrer Gesamtheit ein intellek-
tuelles Kunstwerk von bemerkenswerter Schönheit darstellen, löste er
die Fundamentalprobleme der komplexen Analysis und erweiterte das
Forschungsgebiet nicht nur durch seine neuen Resultate, sondern auch
durch neue, erst aufgrund dieser Ergebnisse mögliche Fragestellungen
[27]. Eines der gelösten Probleme, sicher das schwierigste, ist das Levi-
sche Problem.
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7. Die Fundamentalprobleme bei Behnke/Thullen

Betrachten wir nun die Hauptprobleme, die sich 1934 in der komple-
xen Analysis stellten und im Ergebnisbericht [7] auch als wesentlich
herausgearbeitet worden waren. Alle auftretenden Gebiete G,G0, · · ·
sollen Holomorphiegebiete sein.

1. Das erste Cousinsche Problem, also die Konstruktion einer mero-
morphen Funktion aus gegebenen Hauptteilen. Genauer:

es sei {Ui : i ∈ I} eine offene Überdeckung von G, die mi seien mero-
morphe Funktionen auf den Ui, so daß

mij = mj −mi

auf Uij = Ui ∩Uj holomorph ist. Gibt es eine meromorphe Funktion m
auf G, so daß

m−mi

auf Ui holomorph ist?

2. Das zweite Cousinsche Problem: ist jeder Divisor auf G ein Haupt-
divisor? Man formuliert genau wie oben, ersetzt Addition durch Mul-
tiplikation und “holomorph“ durch “holomorph ohne Nullstellen“.

3. Approximationssätze vom Rungeschen Typ: es sei G ⊂⊂ G0; unter
welchen Bedingungen ist O(G0) dicht in O(G), d.h. wann ist jede auf
G holomorphe Funktion lokal gleichmäßig durch auf G0 holomorphe
Funktionen approximierbar?

4. Das Levische Problem: Charakterisiere Holomorphiegebiete durch lo-
kale Randeigenschaften.

Alle diese Probleme hängen miteinander zusammen; vereinfacht aus-
gedrückt: man löst entweder alle oder keins. Hierüber ist sich Oka von
Anfang an im klaren. In den Einleitungen zu seinen Arbeiten legt er je-
weils Rechenschaft ab über den Punkt, den er auf seinem Weg erreicht
hat, einem Weg, dessen Ziel er nie aus den Augen verliert und das er
schließlich (siehe [29], [31]) erreicht.
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8. Die Oka-Abbildung

Die Originalität von Okas Methoden wird bereits zu Beginn der ersten
Arbeit [28] offensichtlich. Ich zitiere: “Or, je m’aperçois qu’on peut
parfois diminuer la difficulté de ces problèmes, en élevant à dimensions
convenables les espaces où l’on s’occupe... un principe qui réduit les do-
maines du titre aux domaines cylindriques à dimensions plus élevées...“.

Als Beispiel betrachte ich das analytische Polyeder

P = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1, |z1z2| < 1/2}

im C2. Durch die reguläre Abbildung

ω(z1, z2) = (z1, z2, 2z1z2)

wird P bijektiv auf eine singularitätenfreie abgeschlossene Unterman-
nigfaltigkeit des Einheitspolyzylinders D3 ⊂ C3 abgebildet, das Stu-
dium des niedrigdimensionalen Gebietes P mit seinem komplizierten
Rand damit auf die Untersuchung des einfacher berandeten höher-
dimensionalen Gebietes D3 und seiner Untermannigfaltigkeiten zurück-
geführt. (Eine ähnliche Idee ist die bekannte Umwandlung einer Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung in ein System von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung.) Eine solche “Oka-Abbildung“ taucht in vielen Va-
rianten in der komplexen Analysis auf; es ist kaum übertrieben, sie als
Start einer Entwicklung anzusehen, die der komplexen Analysis neue
Felder erschlossen hat.

9. Okas Lösung des Levischen Problems

Schon zur Formulierung von Okas Resultaten müssen wir den Begriff
der plurisubharmonischen Funktion verallgemeinern, und damit auch
den Begriff der Pseudokonvexität. Wir befreien uns von Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen.

Definition 13. Eine Funktion ϕ : U → R, U offen im Cn, heißt pluri-
subharmonisch, wenn sie nach oben halbstetig ist und für jede komplexe
Gerade L gilt:

ϕ | L ∩ U ist subharmonisch.

Dabei gilt auch die Funktion ϕ ≡ −∞ als subharmonisch.
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Obwohl die Definition scheinbar die affine Struktur des Cn ausnutzt, ist
die Klasse der plurisubharmonischen Funktionen biholomorph invariant
und kann daher auf komplexen Räumen betrachtet werden. Damit ist
die nächste Definition sinnvoll:

Definition 14. Ein Riemannsches Gebiet X ist pseudokonvex, wenn
die Funktion

− log δX ,

mit δX(x) als Randdistanz des Punktes x, plurisubharmonisch ist.

Eine Funktion der Klasse C2 ist genau dann plurisubharmonisch gemäß
Definition 13, wenn sie positiv semidefinite Leviform besitzt; die frühere
Definition ist also sinnvoll verallgemeinert worden. Entsprechend ist ein
glattes Gebiet genau dann gemäß Definition 14 pseudokonvex, wenn es
der Levi Bedingung genügt, vgl. [33].

Plurisubharmonische Funktionen sind von Oka [29] eingeführt worden,
nachdem subharmonische Funktionen schon bei Hartogs in der kom-
plexen Analysis auftauchen. Oka und insbesondere Pierre Lelong [22]
haben diese Funktionsklasse dann eingehend untersucht.

Jetzt kann ich formulieren:

Levisches Problem (3. Fassung). Sind pseudokonvexe Riemannsche
Gebiete holomorph-konvex?

Aus den Arbeiten von Cartan und Thullen entnimmt man nämlich

Theorem 9. Holomorph-konvexe Riemannsche Gebiete sind pseudo-
konvex.

Oka zeigt nun die Umkehrung [29], [31].

Theorem 10. (Oka) Für ein Riemannsches Gebiet X sind folgende
Aussagen äquivalent:

i) X ist holomorph-konvex.
ii) X ist Holomorphiegebiet.
iii) X ist pseudokonvex.

Zusammen mit Theorem 9 ist damit auch die Beweislücke bei Cartan
und Thullen geschlossen.

Das obige Theorem hat Oka zunächst (1942) nur für Teilgebiete des
C2 bewiesen, aber schon damals auf die Verallgemeinerungsmöglichkeit
aufmerksam gemacht. Zehn Jahre später geht er zum Allgemeinfall
über (1953); eigene Lösungen des Levischen Problems (für Teilgebiete
des Cn) erzielten auch François Norguet [26] und Hans Bremermann
[9] im Jahre 1954.
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Ich gebe zu Okas Beweis einige Hinweise. Ausgangspunkt ist ein altes
Ergebnis von Pierre Cousin, das

Cousinsche Heftungslemma. Es sei R ⊂ C ein achsenparalelles
Rechteck

R = {z1 = x1 + iy1 : a′1 < x1 < a′′1, b′1 < y1 < b′′1},

U ⊂ Cn−1 ein beliebiges Gebiet, Q = R×U ⊂ Cn. c+ < c− seien reelle
Zahlen mit

a′1 < c+ < c− < a′′1,

R+ = {z1 ∈ R : c+ < x1}, R− = {z1 ∈ R : x1 < c−},

also R = R+ ∪R−. Es sei R0 = R+ ∩R−, endlich

Q+ = R+ × U, Q− = R− × U, Q0 = R0 × U.

(Damit ist also Q = Q+ ∪Q−, Q0 = Q+ ∩Q−.)

Dann gilt: es gibt eine Konstante M, so daß zu jeder beschränkten
holomorphen Funktion f0 auf Q0 holomorphe Funktionen f+ auf Q+,
f− auf Q− existieren mit:

i) f0 = f+ − f− auf Q0

ii) |f±|Q± ≤ M |f0|Q0 .

Dabei bezeichnet | · | die Supremumsnorm. Zum Beweis siehe [18]. Für
die Anwendungen sind die Abschätzungen besonders nützlich. Cousin
hat das Lemma in etwas schwächerer Form bewiesen; es ist ein wesentli-
cher Schritt auf dem Weg zur Lösung des ersten Cousinschen Problems.

Okas Lösung beruht auf dem folgenden neuen

Verschmelzungslemma. Es sei G ⊂ Cn ein Gebiet, a+ < a− reelle
Zahlen,

G+ = {z ∈ G : Im z1 > a+}, G− = {z ∈ G : Im z1 < a−}.

Wenn G+ und G− Holomorphiegebiete sind, dann auch G.
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Und dieser Satz verwendet das folgende technische Lemma, in dem
man leicht eine Verallgemeinerung und Abwandlung des Cousinschen
Heftungslemmas erkennt:

Okas Heftungslemma. In der Situation des Verschmelzungslemmas
sei a+ < a < a−,

S = {z ∈ G : Im z1 = a}.

Dann gibt es zu jeder in einer Umgebung von S holomorphen Funkti-
on f holomorphe Funktionen f+ auf G+, f− auf G−, so daß in einer
Umgebung von S gilt:

f = f+ − f−.

Der Beweis benutzt fast alle wesentlichen vorher von Oka erzielten
Ergebnisse.

10. Komplexe Mannigfaltigkeiten und komplexe Räume

Okas Ergebnisse bilden einen Abschluß, aber auch einen Neubeginn.
Hierüber war sich Oka selbst durchaus im klaren. Ich zitiere: “Or, nous,
devant le beau système de problèmes à F. Hartogs et aux successeurs,
voulons léguer des nouveaux problèmes à ceux qui nous suivront; or,
comme le champs de fonctions analytiques de plusieurs variables s’étend
heureusement aux divers branches de mathématiques, nous serons per-
mis de rêver divers types de nouveaux problèmes préparant.“ [30]

Durch Okas eigene Arbeiten, mehr vielleicht noch durch die Beiträge
von Cartan, Behnke, Stein, Jean-Pierre Serre, Hans Grauert und Rein-
hold Remmert, verlagerte sich das Interesse von Riemannschen Gebie-
ten auf komplexe Mannigfaltigkeiten und komplexe Räume. Zu den
plurisubharmonischen Funktionen trat als neues und hochwirksames
Werkzeug die analytische Garbentheorie hinzu. Das Levische Problem
wird mit diesen Methoden neu gelöst und stellt sich in diesem Begriffs-
rahmen neu. Das will ich nun ausführen.
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11. Strenge Pseudokonvexität

H. Grauert erkannte, wie vor ihm bereits Oka, daß streng pseudokon-
vexe Gebiete ein ideales Werkzeug zum Studium allgemeiner pseudo-
konvexer Gebiete im Cn oder sogar auf komplexen Räumen liefern.

Definition 15. Ein C2-glattes Gebiet G ⊂⊂ X (in einem komplexen
Raum X) heißt streng pseudokonvex, wenn es eine streng plurisubhar-
monische Randfunktion r besitzt.

Jedes pseudokonvexe Gebiet im Cn, ja sogar jedes pseudokonvexe Rie-
mannsche Gebiet, ist durch streng pseudokonvexe Teilgebiete ausschöpfbar;
im Fall Riemannscher Gebiete ist das ein Teil von Okas Beweis von
Theorem 10, der Fall “schlichter“ Gebiete ist elementar. Somit genügt
aufgrund des Theorems von Behnke und Stein für die meisten Zwecke
die Untersuchung streng pseudokonvexer Gebiete. Sie zeichnen sich (ab
jetzt will ich der Einfachheit halber nur komplexe Mannigfaltigkeiten
zugrundelegen) durch zwei Eigenschaften aus.

a) Zu jedem Randpunkt x0 ∈ bG gibt es eine in einer Umgebung U von
x0 holomorphe Funktion P, so daß, mit

S = {x ∈ U : Re P = 0},

gilt:

S ∩ G = {x0},

und S berührt bG in x0 von genau 1. Ordnung. S ist eine “lokale har-
monische Stützfläche“. Hierauf gehe ich später noch ein (vgl. Abschnitt
12, Fundamentallemma iii).

b) ”C2-kleine Störungen“ von G sind wieder streng pseudokonvex.

Grauert nutzt diese beiden Eigenschaften virtuos zum Beweis des fol-
genden Endlichkeitssatzes: [16]

Theorem 11. Es sei S eine kohärente analytische Garbe auf einem
streng pseudokonvexen Gebiet G. Dann sind die Cohomologievektorräume
Hq(G,S) für q ≥ 1 endlichdimensional:

dimC Hq(G,S) < ∞, q ≥ 1 .

Als Folgerung ergibt sich (siehe auch den nächsten Abschnitt)

Folgerung 11.1. Streng pseudokonvexe Gebiete sind holomorph-konvex.
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Eine weitere Folgerung ist Theorem 10, die Lösung des Levischen Pro-
blems für Riemannsche Gebiete.

Grauert konstruiert zum Beweis aus G ein etwas größeres streng pseu-

dokonvexes Gebiet Ĝ ⊃⊃ G, so daß die Restriktionsabbildung

(11.6) Hq(Ĝ,S) → Hq(G,S), q ≥ 1

surjektiv ist. (Dabei nimmt er zunächst S als über dem ganzen Raum
X ⊃ G gegeben an). Mit funktionalanalytischen Methoden ergibt sich

hieraus der Endlichkeitssatz. Die Konstruktion von Ĝ erfolgt schritt-
weise, indem zunächst an einem Randpunkt x0 das Gebiet durch eine
kleine “Beule“ so zu einem Gebiet G0 vergrößert wird, daß für G0 und
G (11.6) gilt, danach wird G0 vergrößert, bis man nach endlich vielen

Schritten bei Ĝ ⊃⊃ G mit (11.6) angekommen ist. Diese Grauertsche
Beulenmethode ist ein wesentliches Hilfsmittel beim Übergang von lo-
kalen zu globalen Eigenschaften - sie ist in der Folge immer wieder
benutzt worden.

12. Eine Lösung des Levischen Problems

Ich unterbreche für den Moment die Beschreibung der historischen Ent-
wicklung und gebe eine moderne Lösung des Levischen Problems; sie
beruht auf Methoden und Ideen von Gennadi Henkin, Michael Range,
mir selbst und anderen. Nach Behnke und Stein genügt es, Folgerung
11.1 zu zeigen, also

Theorem 12. Streng pseudokonvexe Gebiete sind holomorph konvex.

Wir nehmen zunächst G ⊂⊂ Cn an.

1. Schritt. Es sei

(12.7)
Z1 = {f ∈ L∞01(G) : ∂f = 0},
B1 = {∂u ∈ Z1 : u ∈ L∞(G)},
H1 = Z1/B1.

Dabei ist L∞ der Raum der i.w. beschränkten meßbaren Funktionen
auf G, L∞0,1 der Raum der (0, 1)-Formen auf G mit Koeffizienten in L∞,

und der ∂-Operator ist im Distributionssinne zu verstehen.
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Wir werden - im 3. Schritt des Beweises - lineare stetige Operatoren
P1 und S0 konstruieren, die folgende Eigenschaften haben:

(12.8) P1 : Z1 → Z1, S0 : Z1 → L∞

(12.9) P1 ist kompakt.

(12.10) id = P1 + ∂S0

Aus (12.9) und (12.10) ergibt sich sofort:

(12.11) B1 ⊃ Bild (id− P1),

und beide Räume sind abgeschlossen von endlicher Codimension (nach
Banach/Schauder). Somit haben wir das Zwischenergebnis

(12.12) dimC H1 < ∞.

2. Schritt. Nun verwenden wir Eigenschaft a) der strengen Pseudo-
konvexität. Es sei z0 ∈ bG ein Randpunkt, und durch Re P = 0 werde
eine lokale harmonische Stützfläche definiert; wir setzen dann F = 1/P.
Indem wir F mittels einer glatten Verheftungsfunktion fortsetzen, er-
halten wir eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

(12.13)

f ∈ C∞(G − {z0}),

f ist holomorph in U(z0) ∩ G,
wobei UUmgebung von z0 ist,

limz→z0 |f(z)| = ∞.

Die Formen Fk = ∂fk, k = 1, 2, 3, . . . gehören dann zu Z1, sind also
linear abhängig modulo B1. Somit gibt es Konstanten c1, . . . , cm, cm 6=
0, und ein u ∈ L∞, so daß

(12.14) c1F1 + · · ·+ cmFm = ∂u

ist.
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Setzt man nun

h = c1f + c2f
2 + · · ·+ cmfm − u,

so ist h holomorph auf G mit

lim
z→z0

|h(z)| = ∞.

Das liefert die Holomorphiekonvexität von G.

3. Schritt. Es bleiben P1 und S0 zu konstruieren! Es sei r eine streng
plurisubharmonische Ranfunktion für G. Dann bilden wir das “Levi-
Polynom“

(12.15)

F (ζ, z) =
∑n

j=1 rj(ζ)(ζj − zj)

−1
2

∑n
j,k=1 rjk(ζ)(ζj − zj)(ζk − zk)

def
=

∑n
j=1 Fj(ζ, z)(ζj − zj),

wählen in Cn × Cn eine glatte “Verheftungsfunktion“ ϕ(ζ, z), die ≡ 1
in der Nähe der Diagonalen ist, ≡ 0 für ‖ ζ − z ‖ groß, und setzen

(12.16) Φ(ζ, z) = ϕ(ζ, z)(F (ζ, z)− r(ζ)) + (1− ϕ(ζ, z)) ‖ ζ − z ‖2 .

Die Funktion Φ ist für (ζ, z) ∈ Cn × Cn mit |r(ζ)| ≤ δ (klein genug)
definiert.

Weiter benötigen wir eine Verheftung des Levipolynoms mit ‖ ζ−z ‖2:

(12.17)
F̃ (ζ, z) = ϕ(ζ, z)F (ζ, z) + (1− ϕ)(ζ, z)) ‖ ζ − z ‖2

=
∑

Pj(ζ, z)(ζj − zj)

und die Differentialform

(12.18) k0(ζ, z) =
1

Φ(ζ, z)

n∑
j=1

Pj(ζ, z)dζj.

Mit einer letzten Verheftungsfunktion χ(ζ), die identisch 1 in der Nähe
von bG ist, ≡ 0 im Innern von G, bilden wir schließlich

(12.19) k(ζ, z) = χ(ζ)k0(ζ, z).
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Analog brauchen wir

(12.20) h(ζ, z) =
1

‖ ζ − z ‖2 +r(ζ)r(z)

n∑
j=1

(ζj − zj)dζj.

Aus (12.19) und (12.20) werden nun die gewünschten Operatoren kon-
struiert; ich gebe P1 genau an:

(12.21) P1f(z) =

∫
G

f(ζ) ∧ P1(ζ, z),

(12.22) P1(ζ, z) = −∂ζΩ
k
1(ζ, z),

wobei Ωk
1 in Formel (1.3) definiert worden ist (mit α = k). Ähnlich ist

(12.23) S0f(z) =

∫
G

f(ζ) ∧ S0(ζ, z),

wobei der Kern S0(ζ, z) sich algebraisch in expliziter, aber komplizier-
ter Weise aus k, h, ∂ζk, ∂ζh sowie dem Bochner-Martinelli-Kern Bn0 zu-
sammensetzt. Die Begründung, daß nun (12.8), (12.9), (12.10) gelten
beruht i.w. auf dem Stokesschen Satz, der Bochner-Martinelli-Integral-
formel und dem unten angegebenen Fundamentallemma - ich verweise
auf [24], [33]. Damit ist der Satz bewiesen.

Zum Beweis einige Anmerkungen!

1. Allen obigen Konstruktionen liegen die folgenden fundamentalen Ei-
genschaften der Funktion Φ zugrunde, die von Henkin, Grauert und
mir entdeckt wurden:

Fundamentallemma. Für Φ(ζ, z) aus (12.16) gilt:

i) ∂zΦ(ζ, z) = 0 , falls ‖ζ − z‖ klein genug ist;

ii) Φ(ζ, ζ) = 0 für ζ ∈ bG;

iii) Es gibt eine positive Konstante γ, so daß gilt

|Φ(ζ, z)| ≥ γ(−r(ζ)− r(z)+ ‖ ζ − z ‖2 +| Im Φ(ζ, z)|);

iv) Im Φ(ζ, z) und r(ζ) sind Bestandteile lokaler C∞-Koordinaten
in der Nähe von z ∈ bG.

(Die Eigenschaften i und ii sind aufgrund der Konstruktion klar;
wesentlich sind iii und iv).
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2. Die Argumentation läßt sich mit einiger Mühe auf streng pseudokon-
vexe Teilgebiete komplexer Mannigfaltigkeiten übertragen, nicht aber,
jedenfalls beim heutigen Stand der Technik, auf komplexe Räume (cf.
[24]).

3. Im ersten Schritt hatte ich dim H1 < ∞ bewiesen. In Wahrheit ist für
streng pseudokonvexe Teilgebiete des Cn oder, allgemeiner, Steinscher
Mannigfaltigkeiten diese Dimension sogar 0 - dazu vergleiche man [24],
wo im Falle von Mannigfaltigkeiten eine Variante der Oka-Abbildung
herangezogen wird. Eine ähnliche Verwendung einer Oka-Abbildung
findet sich in diesem Zusammenhang auch bei Range [33].

13. Neue Formen des Levischen Problems

Riemannsche Gebiete sind sehr spezielle komplexe Mannigfaltigkeiten;
die Lösung des Levischen Problems charakterisiert die “holomorphe
Vollständigkeit“ in dieser Klasse. Dieses Ergebnis legt eine Verallgemei-
nerung der Fragestellung nahe. Zunächst die relevanten Definitionen:

Definition 16. Ein komplexer Raum X heißt Steinsch oder holomorph
vollständig, wenn er holomorph-konvex und lokal holomorph ausbreitbar
ist.

Letzteres bedeutet: zu jedem x0 ∈ X gibt es endlich viele holomor-
phe Funktionen auf X, in deren gemeinsamer Nullstellenmenge x0 ein
isolierter Punkt ist.

Nach obigem ist also ein Riemannsches Gebiet genau dann Steinsch,
wenn es pseudokonvex ist. Wir stellen das Levische Problem damit neu:

L1. Levisches Problem für komplexe Räume. Charakterisiere Stein-
sche Räume durch “geometrische“ Eigenschaften.

Damit hängt eine zweite Problemstellung zusammen!

L2. Levisches Problem für Teilgebiete. Es sei G ein relativ kompaktes
Teilgebiet eines komplexen Raumes X. G sei lokal Steinsch. Ist G dann
holomorph-konvex bzw. sogar Steinsch?

Definition 17. G ⊂⊂ X heißt lokal Steinsch, wenn es zu jedem Rand-
punkt x0 ∈ bG eine Umgebung U = U(x0) so gibt, daß U ∩ G Steinsch
ist.

Nochmals: für Riemannsche Gebiete sind beide Probleme gelöst; die
Antwort auf L2 ist “JA“.
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Eine sehr befriedigende Antwort auf die erste Frage (L1) wurde mit den
Grauertschen Methoden durch Raghavan Narasimhan gegeben. Nara-
simhan war in den frühen 60-er Jahren des letzten Jahrhunderts zur
Zusammenarbeit mit Grauert an eines der damaligen Weltzentren der
komplexen Analysis nach Göttingen gegangen. Ergebnis dieser Zusam-
menarbeit war u. a. das folgende fundamentale

Theorem 13. (Narasimhan [25]) Ein komplexer Raum X ist genau
dann Steinsch, wenn er eine C∞-glatte streng plurisubharmonische Aus-
schöpfungsfunktion ϕ besitzt.

Die Mengen Xc = {x ∈ X : ϕ(x) < c} sollen also für jedes c relativ
kompakt sein. - Dieser Satz ist in einer gemeinsamen Arbeit mit John
Erik Fornaess (1980) noch verbessert worden: die Glattheit von ϕ kann
durch die Stetigkeit, sogar durch Halbstetigkeit ersetzt werden; im letz-
teren Fall muß man natürlich überall ϕ(x) 6= −∞ voraussetzen - vgl.
[15], auch für die passende Definition der strengen Plurisubharmoni-
zität.

Die zweite Variante des Levischen Problems (L2) ist zu naiv formuliert:
die Antwort ist - fast sofort - “NEIN“. Genauer:

Ist X nicht Steinsch, so lautet die Antwort NEIN. Profunde Gegenbei-
spiele stammen von Grauert - siehe [17].

Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so ist die Antwort JA. [13]

Ist X ein Steinscher Raum, so ist die Antwort noch OFFEN. Teiler-
gebnisse mit positiver Antwort wurden von Aldo Andreotti und Nara-
simhan [1] erzielt (Steinsche Räume mit isolierten Singularitäten) und
kürzlich für Steinsche Räume mit etwas allgemeineren Singularitäten
von M. Coltoiu und Klas Diederich [12].

14. Ein allgemeiner Problemkreis

Das Levische Problem hat sich im Laufe eines Jahrhunderts immer
wieder neu gestellt: jede Lösung einer Variante des Problems führte
zu Neufassungen, die Anlaß zu weiteren Entwicklungen der komplexen
Analysis gaben. Das Problem selbst kann in einen größeren Problem-
kreis eingebettet werden, den ich kurz beschreibe:

Es sei G ein Teilgebiet des Cn (oder eines komplexen Raumes). Wie be-
einflußt die “komplexe Geometrie“ des Randes die “Funktionentheorie“
des Gebietes?

Natürlich muß man “komplexe Geometrie“ auf bG richtig entwickeln;
auch die Struktur des umgebenden Raumes X wird Einfluß haben, wie
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wir schon beim Levi-Problem gesehen haben. Jedenfalls wird die Levi-
Form der Randfunktion zur komplexen Geometrie der Ränder zu rech-
nen sein; zur “Funktionentheorie“ des Gebietes gehört nicht nur die
Algebra aller holomorphen Funktionen, sondern es zählen dazu auch
die Algebra der beschränkten holomorphen Funktionen oder der holo-
morphen Funktionen mit stetigen Randwerten....

Dieses “allgemeinere Levische Problem“ beschäftigt seit vier Jahrzehn-
ten viele Mathematiker - ich nenne Joe J. Kohn, G. M. Henkin, K. Die-
derich, J. E. Fornaess, R. M. Range, auch mich selbst.... Eine ungelöste
Variante des Problems formuliere ich mit einer kurzen Erläuterung:

Problem. Es sei G ⊂⊂ Cn pseudokonvex von endlichem Typ. Gibt es
Konstanten ε > 0, Ck > 0, so daß zu jedem f ∈ Ck

0q+1(G) mit ∂f = 0

ein u ∈ Ck+ε
oq (G) existiert mit

∂u = f, ‖ u ‖Ck+ε≤ Ck ‖ f ‖Ck?

Der Typ eines pseudokonvexen Gebietes mißt die mögliche Kontakt-
ordnung holomorpher Kurven mit dem Gebietsrand – Typ 2 bedeutet

”
streng pseudokonvex“. Das Problem ist im Falle von Sobolev-Normen

statt der oben verwandten Ck-Hölder-Normen durch Kohn und Catlin
u. a. (positiv) gelöst worden, ebenso im streng pseudokonvexen Fall
(mit ε = 1/2) durch Lieb und Range sowie W. Alt und Y. T. Siu –
man vergleiche [24].
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Zum Schluß möchte ich noch einige biographische Notizen anfügen,
über

15. Die “Helden“ der Geschichte

1. Fritz Hartogs 20.5.1874 - 18.8.1943

Friedrich Moritz Hartogs wurde in Brüssel geboren; er stammt aus einer
deutsch-jüdichen Kaufmannsfamilie. Er studierte in Hannover, Berlin
und München, dort vor allem bei A. Pringsheim, wurde 1906 Privat-
dozent in München, dann an derselben Universität außerordentlicher,
schließlich persönlicher ordentlicher Professor. 1935 wurde er aufgrund
der national-sozialistischen Beamtengesetze entlassen, 1939 schloß ihn
die Deutsche Mathematikervereinigung aus. Ich zitiere den Brief ihres
damaligen Vorsitzenden Wilhelm Süss [34]:

Sehr geehrter Herr Professor,
Sie können in Zukunft nicht mehr Mitglied der Deutschen Mathema-
tikervereinigung sein. Deshalb lege ich Ihnen nahe, Ihren Austritt aus
unserer Vereinigung zu erklären. Andernfalls werden wir das Erlöschen
Ihrer Mitgliedschaft bei nächster Gelegenheit bekanntgeben.

Mit vorzüglicher Hochachtung
Der Vorsitzende
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Hartogs war in der Folge den Verfolgungen und Demütigungen durch
die nationalsozialistische deutsche Gesellschaft ausgesetzt; Kontakte zu
Münchener Kollegen wurden ihm - trotz großen Einsatzes vieler Kol-
legen wie etwa C. Carathéodory - immer schwerer gemacht; er wurde
gezwungen, sich von seiner Frau scheiden zu lassen; schließlich entzog
er sich der unerträglichen Situation durch den Freitod. Seine Frau be-
treute ihn - auch als zwangsweise geschiedene - bis zu seinem Tode.
Sie selbst starb 1957; die ihr zustehende Witwenpension wurde ihr von
der Bundesrepublik erst spät bewilligt. Eine ausführlichere Darstellung
findet sich in [2].

2. Eugenio Elia Levi 18.10.1883 - 28.10.1917

E. E. Levi ist der jüngere Bruder des Mathematikers Beppo Levi, der
u.a. in der Integrationstheorie eine Rolle spielte. Er wurde in Turin
geboren, studierte an der Scuola Normale Superiore di Pisa, wo er 1904
graduierte und danach als Assistent u.a. bei Dini arbeitete. Ab 1909
hatte er den Lehrstuhl für Analysis in Genua inne. 1915 meldete er
sich zum Kriegsdienst [35] und fiel im Oktober 1917 in den schweren
Kämpfen zwischen österreichischen und italienischen Truppen an der
slowenischen Grenze bei Gorizia.

Levi hat bedeutende Beiträge zu allen Gebieten der Analysis (parti-
elle Differentialgleichungen, Variationsrechnung, Differentialgeometrie,
Funktionen mehrerer komplexer Veränderlicher) geliefert; er galt als
der vielversprechendste Mathematiker seiner Generation in Italien.
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3. Otto Blumenthal 20.7.1876 - 12.11.1944

Otto Blumenthals Biographie ist der Hartogs’ im guten wie im bösen
ähnlich. 1876 in Frankfurt als Sohn eines jüdischen Arztes geboren,
studierte er zunächst versuchsweise Medizin, dann aber Mathematik in
Göttingen, dort vor allem bei Arnold Sommerfeld und David Hilbert.
Er war Hilberts erster Doktor (1899). Im Anschluß an einen Forschungs-
aufenthalt in Paris habilitierte er sich 1901 und ging auf Empfehlung
von Hilbert und Sommerfeld 1905 an die TH Aachen. Dort entwickel-
te er die mathematische Ausbildung der Ingenieure weiter und führte
die Lehramtsausbildung ein. Unsere Aachener Kollegen haben ihm am
Hauptgebäude der Universität eine Gedenktafel gewidmet. Im Jahre
1933 wurde er aufgrund der nationalsozialistischen Gesetzgebung ent-
lassen, emigrierte 1939 in die Niederlande, wo er von niederländischen
Mathematikern (J. Schouten u.a.) unterstützt wurde. Den national-
sozialistischen Verfolgern fiel er nach Ausbruch des Krieges wieder in
die Hände; das Ehepaar Blumenthal wurde 1943 in das KZ Wester-
bork verschleppt, wo Frau Blumenthal starb; O. Blumenthal wurde
schließlich im KZ Theresienstadt eingesperrt und starb dort 1944 an
den Entbehrungen. Eine ausführlichere Biographie findet sich in [14];
man vergleiche auch [32].

Blumenthals mathematische Interessen lagen im Bereich der analyti-
schen Funktionen mehrerer Variabler (Modulfunktionen mehrerer Va-
riablen), ferner, bedingt durch seine Aachener Aufgaben, in der ange-
wandten Mathematik. In beiden Feldern leistete er wichtige Beiträge.
Über lange Jahre war er geschäftsführender Herausgeber der Mathema-
tischen Annalen; die Streichung seines Namens in der Herausgeberliste
im Rahmen der nationalsozialistischen Verfolgungen war für ihn eine
besondere Kränkung.

Seine Zeitgenossen schildern ihn als liebenswerten Menschen von unge-
heuer breiter und tiefer Bildung - so beherrschte er acht Sprachen...
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4. Heinrich Behnke 9.10.1898 - 10.10.1979

H. Behnke wurde in Hamburg geboren. Er studierte in Göttingen bei
E. Landau und E. Hecke, promovierte und habilitierte in Hamburg,
ging 1927 nach Münster, wo er die wohl einflußreichste mathematische
Schule in Deutschland aufbaute, die Münsteraner Schule der komple-
xen Analysis und algebraischen Geometrie. Aus ihr sind Peter Thullen,
Karl Stein, Wolfgang Rothstein, Friedrich Hirzebruch, Hans Grauert,
Reinhold Remmert u.v.a. hervorgegangen: er hat 50 Doktorarbeiten im
Laufe der Zeit betreut. Gemeinsam mit seinem Freund und Kollegen
Henri Cartan trug er nach dem zweiten Weltkrieg wesentlich zur Wie-
derannäherung zwischen deutschen und französischen Mathematikern
bei.
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Behnke hatte ein nahezu magisches Gespür für hohe mathematische
Begabung, die er schon bei ganz jungen Studenten zu entdecken ver-
mochte und intensiv förderte. Darüber hinaus sah er vor allem die gute
Ausbildung von Lehramtskandidaten als eine Hauptaufgabe jedes ma-
thematischen Institutes, eine Aufgabe, der er sich mit großem Einsatz
und Erfolg widmete. Eine Zeitlang war etwa jeder sechste Mathematik-
lehrer in Nordhein-Westfalen Behnke-Schüler oder -Schülerin.

Ich selbst habe Behnke in den 70-er Jahren in Münster als emeri-
tierten Kollegen kennengelernt: eine liebenswürdige, sehr dominante
Persönlichkeit; täglich kam er ins Institut, um dort an seinen Lebens-
erinnerungen zu schreiben. Diese “Semesterberichte“ [4] zeichnen ein
lebendiges Bild des Universitätslebens in Deutschland zwischen den
Kriegen und des Wiederaufbaus der Universitäten nach dem zweiten
Weltkrieg.

5. Peter Thullen 24.8.1907 - 24.6.1996

P. Thullen wurde in Trier geboren; er war der erste “Meisterschüler“
Behnkes. Über seine wichtigen Beiträge zur komplexen Analysis habe
ich schon berichtet. Die Machtergreifung der Nationalsozialisten be-
deutete aber für ihn das Ende seiner Karriere im deutschen Univer-
sitätssystem: obwohl er keiner der direkt verfolgten Gruppen angehörte,
konnte er sich als gläubiger Katholik mit der sich entwickelnden morali-
schen und politischen Verkommenheit der deutschen Gesellschaft nach
1933 nicht abfinden. Er nahm zunächst ein Forschungsstipendium in
Rom wahr (1934), dann emigrierte er nach Ecuador.
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In Quito nahm er eine Professur für Mathematik an und entwickel-
te sich zu einem der führenden Experten für die Mathematik sozialer
Sicherungssysteme. Zahlreiche von vielen europäischen und lateiname-
rikanischen Regierungen angeforderte Gutachten tragen seine Unter-
schrift. Seine Arbeit führte ihn im Rahmen der UNO schließlich nach
Genf, wo er Chefmathematiker des Internationalen Arbeitsamtes und
Leiter der Abteilung für soziale Sicherheit wurde. Nach seiner Pensio-
nierung nahm er (bis 1977) eine Professur für angewandte Mathematik
und Statistik an der Universität Freiburg (Schweiz) wahr, ferner ei-
ne Honorarprofessur für komplexe Analysis an der Universität Zürich.
Auch nach 1977 war er noch als Regierungsberater tätig, widmete sich
aber wieder verstärkt der komplexen Analysis. Ich habe ihn noch auf
einer Tagung in Oberwolfach kennengelernt.

Eine Beschreibung der politischen und akademischen Krisensituati-
on bei der Machtergreifung 1933, die gerade wegen ihrer Unmittel-
barkeit und Subjektivität berührt, findet sich in dem im Jahre 2000
veröffentlichten Erinnerungsbericht Thullens [36], für seine Kinder ver-
faßt.

6. Kiyoshi Oka 19.4.1901 - 1.3.1978

Über K. Oka habe ich im mathematischen Teil dieses Artikels schon
berichtet; hier einige zusätzliche biographische Notizen.
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Er wurde in Osaka geboren, studierte zunächst Physik, dann Mathe-
matik in Kyoto (1919-1925). Die Jahre 1929-1932 sind die für ihn ent-
scheidenden Jahre seines Frankreichaufenthalts. Ab 1932 war er an der
Universität Hiroshima tätig; seine Arbeit wurde mehrfach durch Krank-
heit unterbrochen. 1949 wechselte er an die Nara-Universität für Frau-
en; dort blieb er bis zur Emeritierung. Für seine Forschungen wurde er
durch hohe japanische Preise ausgezeichnet, als einer der großen Mathe-
matiker des Jahrhunderts und einer der bedeutendsten Wissenschaftler
Japans. - Neben den in seinen gesammelten Werken [27] zugänglichen
Publikationen ist mittlerweile sein Nachlaß anscheinend durchgearbei-
tet worden und im Internet - für japanischsprachige Mathematiker -
zugänglich.

aufg. 1964
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in München. aviso ZS Wiss. Kunst Bayern 1, 34-41 (2004)
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Noyaux adaptés aux variétés CR et estimations pour
l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel

Christine LAURENT-THIÉBAUT

Dans cet article on s'intéresse à l'existence et à la construction de solutions fondamen-tales pour l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel dans les sous-variétés CR génériquesde Cn ainsi qu'à la résolubilité locale de l'équation de Cauchy-Riemann tangentielle avecestimations Ck et Lp.Soit M une sous-variété CR générique, de codimension réelle k de Cn et z0 un point deM . On dira qu'un noyau KM est une solution fondamentale pour l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel en degré r, 1 � r0 � r � r1 � n� k, dans un voisinage Uz0 de z0 dansM si KM est une forme di�érentielle de degré 2n� k� 1 continue sur Uz0 �Uz0 n�(Uz0),où �(Uz0) = f(z; �) 2 Uz0 � Uz0 j z = �g désigne la diagonale de Uz0 � Uz0 , qui véri�e ausens des courants @b;z[KM ]p;r�1 + @b;� [KM ]p;r = [�(Uz0)];
[KM ]p;r étant la composante de bidegré (p; r) en z de KM , 0 � p � n et 1 � r0 � r � r1 �n� k et [�(Uz0)] le courant d'intégration sur la diagonale de Uz0 � Uz0 .L'existence d'une solution fondamentale en degré r au voisinage d'un point de M im-plique la validité du Lemme de Poincaré pour le @b en degré r au voisinage de ce point. SiM est une hypersurface, on sait par les travaux de Kohn, qu'une condition su�sante pourla validité du Lemme de Poincaré pour le @b en degré r au voisinage d'un point est que Msatisfasse la condition Y (r) en ce point. Dans le cas oùM est une sous-variété CR génériquede codimension réelle k, k � 1, Henkin [11] a prouvé que, siM est min(n�k�r+1; r+1)-concave en un point de M , le Lemme de Poincaré pour le @b est valide en degré r. On selimitera donc dans cet article au cas de variétés CR génériques q-concaves ou d'hypersur-faces véri�ant la condition Y (q).Les premières solutions fondamentales pour l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentielont été dé�nies vers 1975, dans le cas où M est le bord d'un domaine strictement stric-tement pseudoconvexe de Cn, dans des travaux de Romanov [17], Henkin [10] et Skoda[22]. Des estimations Lp et hölderiennes y sont également prouvées. Les noyaux construitsindépendamment par Henkin et Skoda ont été repris par Boggess dans son livre [5] en uti-lisant le formalisme de Harvey et Polking ; il prouve des estimations Cl pour les opérateursintégraux associés à ces noyaux. Ensuite Harvey et Polking ont considéré dans [9] le casdes hypersurfaces faiblement pseudoconvexes possédant une fonction support birégulière.
Classi�cation math. : 32V20, 32F10.Mots-clés : variétés CR, équation de Cauchy-Riemann tangentielle, représentation intégrale, q-convexité.
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Lorsque M est une hypersurface véri�ant la condition Y (q) de Kohn, les premièressolutions fondamentales ont été données par Boggess et Shaw [6] en 1985. En 1992, Fi-scher et Leiterer [8] ont prouvé une formule de Bochner-Martinelli-Koppelman (ce qui estéquivalent à l'existence d'une solution fondamentale) pour les hypersurfaces de classe C2dont la forme de Levi possède q paires de valeurs propres de signes opposés, ainsi quedes estimations uniformes. Dans [3], Barkatou a amélioré leurs résultats en prouvant desestimations C 12�", " > 0, pour les mêmes noyaux. Finalement Fischer [7] a construit denouveaux noyaux permettant d'obtenir les estimations optimales Cl+ 12 dans ce cadre. No-tons également le travail [20] de Shaw qui étend les résultats de Henkin aux hypersurfacessatisfaisant la condition Y (q) et construit une solution fondamentale pour l'opérateur deCauchy-Riemann tangentiel sur M .Les premiers résultats sur la résolution de l'équation de Cauchy-Riemann tangentielledans les variétés CR q-concaves sont annoncés par Henkin dans [11], puis développés dans[1]. Dans sa thèse [2], Barkatou a étendu les résultats de son article [3] au cas des variétésCR q-concaves, obtenant ainsi une solution fondamentale avec des estimations C 12�" surM . Cette solution fondamentale est construite par itération de la résolution du @ dans desdomaines à coins q-convexe attachés à la variétéM . Finalement une solution fondamentaledonnant les estimations Ck optimales est exhibée dans [4].Les notations et la situation géométriques sont précisées dans la section 1 de cet article.Dans la section 2, nous présentons, en suivant les idées de [4], une méthode abstraite deconstruction de solutions fondamentales pour l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentieldans les sous-variétés CR génériques de Cn. Nous concrétisons cette construction dans lasection 3 pour les variétés q-concaves et les hypersurfaces réelles qui véri�ent la conditionY (q) et nous donnons des estimations Ck et Lp pour les opérateurs intégraux associés. Lasection 4 est consacrée à la résolubilité locale de l'équation de Cauchy-Riemann tangentielleavec des estimations Lp et hölreriennes jusqu'au bord.

1 Situation géométrique et notations
Soit M une sous-variété di�érentiable de classe C2 de Cn de codimension réelle k,1 � k � n, dé�nie par

M = fz 2 !jb�1(z) = � � � = b�k(z) = 0g;
où ! est un ouvert de Cn et b�1; : : : ; b�k des fonctions de classe C2 sur ! à valeurs réelles quivéri�ent db�1(z) ^ � � � ^ db�k(z) 6= 0 pour tout z 2M .On note TCz M l'espace tangent complexe à M au point z 2M . On a

TCz M = f� 2 Cnj nX
j=1

@b��@zj (z)�j = 0; � = 1; : : : ; kg:
On suppose que M est Cauchy-Riemann (CR) générique, c'est-à-dire que

dimC TCz M = n� k
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pour tout z 2M , ce qui équivaut à

@b�1(z) ^ � � � ^ @b�k(z) 6= 0
pout tout z 2M .On suppose également que M n'est pas totalement réelle, i.e. k < n, et que M satis-fait les conditions su�santes introduites par Kohn et Henkin pour la résolubilité locale del'équation de Cauchy-Riemann tangentielle, c'est-à-dire la condition Y (q) pour les hyper-surfaces et la q-concavité en codimension quelconque.
Dé�nition 1.1. Une variété CR générique M de codimension réelle k � 1 est q-concavesur un voisinage Uz0 de z0 2 M , 1 � q � n�k2 , si pour tout z 2 Uz0 et tout x 2 Rk n f0gla forme hermitienne sur TCz M , P�;� @2b�x@z�@z� ���� , où b�x = x1b�1 + � � � + xkb�k, possède aumoins q valeurs propres strictement négatives.
Dé�nition 1.2. Une hypersurface réelle orientée M de Cn, n � 2, satisfait la conditionY (q) sur un voisinage Uz0 de z0 2M , 1 � q � n� 1, si la forme de Levi de M possède enchaque point de Uz0 au moins min(n� q; q+1) paires de valeurs propres de signe contraire(i.e. M est min(n� q; q+1)-concave) ou si la forme de Levi de M possède en chaque pointde Uz0 au moins max(n� q; q + 1) valeurs propres de même signe.

Par exemple une hypersurface strictement pseudoconvexe satisfait la condition Y (q)pour 1 � q � n� 2.Remarquons que, pour les hypersurfaces, la notion de q-concavité correspond à la pre-mière alternative de la condition Y (q � 1).SiM est une hypersurface qui satisfait la seconde partie de la condition Y (q) et si �̂ estune fonction dé�nissante pour M sur ! dont la forme de Levi restreinte à l'espace tangentcomplexe à M possède en chaque point de ! \ M au moins max(n � q; q + 1) valeurspropres strictement positives, en posant � = �eC�̂ + 1, on obtient une nouvelle fonctiondé�nissante pour M sur ! dont la forme de Levi possède max(n � q; q + 1) + 1 valeurspropres strictement positives sur U �� !, si C est une constante positive su�sammentgrande.SiM est q-concave sur !, d'après le Lemme 3.1.1 de [1], pour j = 1; : : : ; k, les fonctions
�j = b�j + C kX

�=1 b�
2�

��j = �b�j + C kX
�=1 b�

2� :
possèdent la propriété suivante :
pour tout I 2 I et tout � 2 �I la forme de Levi de la fonction �� = �i1�i1 + � � �+ �ijIj�ijIjadmet au moins q + k valeurs propres strictement positives sur U �� !,
si C est une constante positive su�samment grande et si I désigne l'ensemble des partiesI � f�1; : : : ;�kg telles que jij 6= jjj pour tous i; j 2 I tels que i 6= j, jIj le nombre



48 C. Laurent-Thiébaut
d'éléments de I et �I le simplexe des suites (�j)j2Z des nombres réels �j 2 [0; 1] tels que�j = 0 si j =2 I et P�j = 1.On note I(l), 1 � l � k, l'ensemble de tous les I 2 I tels que jIj = l. On ordonneI 2 I par le module de ses éléments et on note I 0(l), 1 � l � k, l'ensemble des multi-indices de longueur l tels que si I = (i1; : : : ; il) alors ji� j = � pour � = 1; : : : ; l. Si I 2 Iet � 2 f1; : : : ; jIjg, on pose I(b�) = I n fi�g, où i� est le �-ième élément de I après avoirordonné I.Finalement on posesgnI = 1 si le nombre d'éléments négatifs est pairsgnI = �1 si le nombre d'éléments négatifs est impair.Soient I = (i1; : : : ; il) un multi-indice de I(l), 1 � l � k, et D un domaine relativementcompact dans U . On dé�nit

DI = f�i1 < 0g \ � � � \ f�ijIj < 0g \D
D�I = f�i1 > 0g \ � � � \ f�ijIj > 0g \D
SI = f�i1 = 0 = � � � = �ijIj = 0g \D
S+fjg = Dfjg pour j = �1; : : : ;�k
S+I = SI(cjIj) \DfijIjg si I 2 I and jIj � 2
eSI = SI \ f�jIj+1 > 0g \ f��(jIj+1) > 0g si 1 � jIj � k � 1

Notons que SI = S+I(jIj+1) [ S+I(�(jIj+1)) [ eSI
et que eSI = ; si jIj = k� 1. Ces variétés sont orientées comme suit : DI et D�I comme Cn
pour tout I 2 I, S+fjg comme Dfjg pour j = �1; : : : ;�k, SI comme @S+I pour tout I 2 I,S+I comme SI(cjIj) pour tout I 2 I si jIj � 2 et M \D comme SI si I = f1; : : : ; kg.On étend les dé�nitions précédentes au cas où jIj = 0, c'est-à-dire I = ;, en posantS; = D et eS; = S; \ f�1 > 0g \ f��1 > 0g.Si f est une fonction dé�nie sur un ouvert 
 de M , on dé�nit la norme hölderienned'ordre �, 0 < � < 1 de f par

kfk�;
 = supz2
 jf(z)j+ sup
z;�2

z 6=�

jf(z)� f(�)jjz � �j� :
Si M est de classe Cl, on note Cl+�(
) l'espace de Fréchet des fonctions de classe Cl sur 
dont toutes les dérivées tangentielles d'ordre l sont localement hölderiennes d'ordre �. Pourtout compact K de 
, le maximum de la borne supérieure sur K des dérivées tangentiellesd'ordre inférieur à l et de la norme hölderienne d'ordre � des dérivées tangentielles d'ordrel dé�nit une semi-norme sur Cl+�(
).Si f est une (n; r)-forme di�érentielle sur 
 ��M , elle s'écrit f =PJ fjdz^dzJ avecdz = dz1 ^ � � � ^ dzn et dzJ = dzj1 ^ � � � ^ dzjr , car M est plongée dans Cn. La norme de fest alors donnée par le maximum des normes des fJ .
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2 Formule de Bochner-Martinelli-Koppelman pour les varié-

tés CR
L'objet de cette section est de montrer qu'une famille de noyaux satisfaisant une équa-tion aux dérivées partielles adéquate et possédant de bonnes propriétés d'intégrabilitépermet d'obtenir une formule de Bochner-Martinelli-Koppelman dans les variétés CR decodimension quelconque.Nous nous plaçons dans la situation géométrique de la section 1.Pour I 2 I, 0I désigne le multi-indice (0; i1; : : : ; ijIj), où I = (i1; : : : ; ijIj) est ordonnéen module croissant.Lorsque I = ;, ce qui correspond à un multi-indice I de longueur nulle, on poseC0(z; �) = B(z; �), où B(z; �) désigne un noyau dans Cn, c'est-à-dire une forme de classeC1 et de degré 2n� 1 sur Cn � Cn n f(z; �) 2 Cn � Cn j z = �g.On suppose que l'on sait associer à chaque multi-indice ordonné I 2 I(l), 1 � l � k, desformes di�érentielles C0I(z; �) de degré 2n� jIj � 1 et CI(z; �) de degré 2n� jIj, de classeC1 pour z 2 DI et � 2 D�I tels que z 6= �, qui véri�ent l'équation aux dérivées partielles

@zC0I + @�C0I = C0�(I) � CI ; (2.1)
où C0�(I) =PjIj�=1(�1)�+1C0I(b�).On suppose également que les noyaux CI satisfont les conditions d'annulation sui-vantes :

[CI(z; �)]p;r = 0 si 0 � p � n et 1 � r0 � r � r1 � n� k; (2.2)
@z[CI(z; �)]p;r0�1 = 0 si 0 � p � n; (2.3)

où [CI(z; �)]p;r désigne la partie de bidegré (p; r) en z de CI .Pour alléger les écritures on pose BI = C0I pour tout I 2 I(l), 1 � l � k. L'équation2.1 s'écrit alors @zBI + @�BI = B�(I) � CI (2.4)
On suppose �nalement que pour tout I 2 I(l), 1 � l � k, les noyaux BI véri�ent lesconditions d'intégrabilité suivantes :� pour toute forme di�érentielle f de classe C1 sur U à support dans D, R�2SI f(�) ^BI(z; �) dé�nit une forme di�érentielle continue sur DI et de classe C1 sur DI� soit j 2 f�1; : : : ;�kg tel que I [ fjg 2 I, pour toute forme di�érentielle f de classeC1 sur U à support dans D, R�2S+I[fjg f(�) ^ BI(z; �) dé�nit une forme di�érentielle
continue sur DI et de classe C1 sur DI ,� pour I = J ou I = �(K) et J = K(djKj) avec K 2 I(l + 1), R�2eSJ f"(�) ^ BI(z; �)tend vers 0, quand " tend vers 0, si f" est une forme di�érentielle de classe C1 surU à support dans D \ fj�1j < "g \ � � � \ fj�kj < "g telle que k@f"k = O(1" ) etR�2eSJ f"(�) ^BI(z; �) = o("), si de plus @f" = 0.

Dé�nition 2.1. On appelle famille de noyaux adaptés en degré r, r0 � r � r1, à la variétéCR générique M de codimension réelle k dans Cn, toute famille de noyaux BI et CI ,I 2 I(l), 1 � l � k, possédant les propriétés précédentes.
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Le noyau BM = PI2I0(k) sgn(I)BI est le noyau sur M associé à la famille de noyauxadaptés à la variété M .

Lemme 2.2. Le noyau BM =PI2I0(k) sgn(I)BI est une forme di�érentielle de classe C1
sur (M \U)� (M \U) n f(z; �) 2 (M \U)� (M \U)jz = �g, de degré 2n� k� 1, tel que
pour 0 � p � n et 1 � r0 � r � r1 � n� k

@� [BM ]p;r = �@z[BM ]p;r�1;
où [BM ]p;r désigne la composante de bidegré (p; r) en z de BM (on pose [BM ]p;n�k = 0).
Démonstration. Rappelons que BM =PI2I0(k) sgn(I)BI . La formule 2.4 donne alors im-médiatement

@zBM + @�BM = X
I2I0(k) sgn(I)B�(I) � X

I2I0(k) sgn(I)CI :
On sait, grâce aux propriétés d'annulation des noyaux CI que [CI(z; �)]p;r = 0 si 0 � p � net 1 � r0 � r � r1 � n� k, par conséquent

@z[BM ]p;r�1 + @� [BM ]p;r = X
I2I0(k) sgn(I)[B�(I)]p;r:

De plus par dé�nition de sgn(I) et �(I), on a PI2I0(k) sgn(I)[B�(I)]p;r = 0. En e�et pourun multi-indice donné J 2 I(k� 1), il existe deux multi-indices I1 et I2 dans I(k) tels queJ = I1(�̂) = I2(�̂) qui véri�ent sgn(I1) = �sgn(I2) car, d'un point de vue ensembliste, siI1 = J [ f�g alors I2 = J [ f��g.
La proposition suivante a été prouvée dans [4] en associant la formule de Stokes à laformule 2.1.

Proposition 2.3. Soit f une (n; r)-forme de classe C1 à support compact dans D,1 �r0 � r � r1 � n� k, alors on a la formule suivante au sens des courants sur M
(�1)r+n(@z Z�2D f(�) ^B(z; �)�

Z
�2D @f(�) ^B(z; �))

= (�1)(k+1)(r+n)+ k(k�1)2 (@b Z�2M f(�) ^BM (z; �)
+ (�1)k+1 Z�2M @bf(�) ^BM (z; �)):

Pour obtenir une formule d'homotopie pour les formes à support compact dans D\M ,il su�t alors que le noyau initial C0 = B satisfasse
f(z) = (�1)r+n(@z Z�2D f(�) ^B(z; �)�

Z
�2D @f(�) ^B(z; �));

pour toute (n; r)-forme f de classe C1 à support compact dans D. C'est le cas par exemplesi B désigne le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman dans Cn.
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Corollaire 2.4. Si le terme initial C0 = B d'une famille de noyaux adaptés à la variété
M en degré r, 1 � r0 � r � r1 � n � k au voisinage d'un point z0 de M est une solution
fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann dans Cn, alors le noyau associé BM =PI2I0(k) sgn(I)BI est une solution fondamentale en degré r, 1 � r0 � r � r1 � n� k, de
l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur le voisinage Uz0 = U \M de z0.

Plus précisément BM est une forme di�érentielle dé�nie sur Uz0 � Uz0 n �(Uz0), où�(Uz0) = f(z; �) 2 Uz0 � Uz0 j z = �g désigne la diagonale de Uz0 � Uz0, qui véri�e au
sens des courants

@b;z[BM ]p;r�1 + @b;� [BM ]p;r = (�1) k(k+1)2 [�(Uz0)]; (2.5)
si [BM ]p;r désigne la composante de bidegré (p; r) en z de BM , 0 � p � n et 1 � r0 � r �r1 � n� k, et [�(Uz0)] le courant d'intégration sur la diagonale de Uz0 � Uz0.

On en déduit aisément la formule de représentation intégrale suivante :
Théorème 2.5. Soit 
 un domaine à bord C1 relativement compact dans Uz0 et f une(n; r)-forme de classe C1 dans 
, 1 � r0 � r � r1 � n� k, alors on a la formule suivante
au sens des courants sur M

(�1)(k+1)(r+n)+ k(k�1)2 f(z) = @b Z�2
 f(�) ^BM (z; �)
+ (�1)k+1 Z�2
 @bf(�) ^BM (z; �) + (�1)k Z�2@
 f(�) ^BM (z; �):

On peut remarquer que la formule ci-dessus fournit une formule d'homotopie pour lesformes à support compact dans Uz0 .Le noyau initial B0 utilisé pour construire la solution fondamentale de l'opérateur deCauchy-Riemann tangentiel sur M n'a pas de lien direct avec la variété M . On aimeraitpouvoir construire d'autres solutions fondamentales ne dépendant que de la géométriede M dans le but d'obtenir des estimations optimales. Pour cela nous allons considérerséparément le cas des hypersurfaces et le cas de la codimension supérieure ou égale à 2.Si M est une hypersurface, alors I 0(1) possède deux éléments I1 = (+1) et I2 = (�1).On considére les deux multi-indices J1 = I1I2 = (+1;�1) et J2 = I2I1 = (�1;+1) et onsuppose que l'on sait associer à chacun d'eux des formes di�érentielles C0Ji(z; �) de degré2n � 3 et CJi(z; �) de degré 2n � 2, de classe C1 pour z 2 M et � 2 M tels que z 6= �,i = 1; 2, qui satisfont CJ1 = �CJ2 et qui véri�ent les équations aux dérivées partielles
@b;zC0J1 + @b;�C0J1 = �C0I1 + C0I2 � CJ1 ;@b;zC0J2 + @b;�C0J2 = �C0I2 + C0I1 � CJ2 :

au sens des courants sur M �M . En faisant la di�érence de ces deux équations on obtient
@b;(z;�)(C0J1 � C0J2) = 2(�BM � C(+1;�1));

d'où @b;(z;�)C(+1;�1) = �@b;(z;�)BM = [�(Uz0)]. Le noyau RM = C(+1;�1) est donc unenouvelle solution fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur M .
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Supposons maintenant que M est de codimension k, k � 2. On note I 0(l; �), l � k,l'ensemble des multi-indices de la forme I�, avec I 2 I 0(l) et on suppose que l'on saitassocier à chaque multi-indice ordonné J = I�, I 2 I 0(l), des formes di�érentielles C0J(z; �)de degré 2n� jIj � 2 et CJ(z; �) de degré 2n� jIj � 1, de classe C1 pour (z; �) 2 M �Mtels que z 6= �, qui véri�ent l'équation aux dérivées partielles

@b;zC0I� + @b;�C0I� = (�1)kC0I + C0�(I)� � CI�: (2.6)
On suppose de plus que ces noyaux sont su�samment réguliers pour que l'équation (2.6)soit satisfaite au sens des courants surM�M . (Contrairement au cas des hypersurfaces, oùl'indice ajouté dépendait du multi-indice I, ici l'indice * est le même pour tous les indicesI, sinon l'idée de base est la même.)On dé�nit RM par RM =PI2I0(k) sgn(I)CI�, il satisfait alors

@b;z( XI2I0(k) sgn(I)C0I�) + @b;�( XI2I0(k) sgn(I)C0I�) = (�1)kBM �RM (2.7)
au sens des courants sur Uz0 � Uz0 . Par conséquent si BM est une solution fondamentaleen degré r de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur un voisinage Uz0 de z0, il enest de même de RM et la formule de représentation intégrale du Théorème 2.5 est encorevalable si on remplace BM par (�1)kRM .
3 Construction de noyaux adaptés à une variété CR

Etant donnée une sous-variété CR générique M de classe C3, de codimension réelle kdans Cn et un point z0 de M , nous allons construire une famille de noyaux adaptés à Mau sens de la Dé�nition 2.1 au voisinage de z0 à partir de formes de Cauchy-Fantappié.Nous reprenons les notations de la section 1.
Dé�nition 3.1. Une section de Leray associée à M sur un voisinage U de D est uneapplication  qui associe à chaque multi-indice I 2 I(l), 1 � l � k, une application àvaleurs dans Cn

 I(z; �; �) = ( 1I (z; �; �); : : : ;  nI (z; �; �))dé�nie et de classe C1 pour z 2 DI , � 2 D�I tels que z 6= � et � 2 �I , telle que
h I(z; �; �); � � zi = 1;

et  I j(DJ�D�
J )nfz=�g��I =  J j(DJ�D�

J )nfz=�g��I si I � J:
Nous utiliserons des sections de Leray de la forme suivante :

 (z; �; �) = w(z; �; �)hw(z; �; �); � � zi ; (3.1)
où w est une fonction à valeurs dans Cn, et nous désignerons par �(z; �; �) = hw(z; �; �); ��zi le dénominateur de  .
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Pour � 2 �I , si �� est une fonction de classe C2 au voisinage de z0 dont la forme de Levipossède en tout point au moins s valeurs propres srtictement positives, on peut construire,à l'aide du polynôme de Levi de ��, une fonction w(z; �; �) qui est s-holomorphe en lavariable z (i.e. il existe des coordonnées holomorphes h1; : : : ; hn au voisinage de chaquepoint telles que w soit holomorphe par rapport à h1; : : : ; hs) et telle que �(z; �; �) véri�el'estimation Re�(z; �; �) � ��(�)� ��(z) + �j� � zj2 (3.2)

pour z et � au voisinage de z0 avec � un réel strictement positif.Nous considérons également la section de Bochner-Martinelli  0 dé�nie pour z 2 Cn,� 2 Cn tels que z 6= � par
 0(z; �) = � � zj� � zj2 :

Le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman est alors donné par la formule
B(z; �) == (�1)n(n�1)=2(2i�)n h 0; d(� � z)i ^ h@z;� 0; d(� � z)in�1:

3.1 Cas des hypersurfaces véri�ant la condition Y(q)

Si M est une hypersurface réelle orientée de Cn, on note I1 = (+1) et I2 = (�1) lesdeux éléments de I 0(1). On dé�nit les noyaux CIi et C0Ii , i = 1; 2, en posant
CIi = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h Ii ; d(� � z)i ^ h@z;� Ii ; d(� � z)in�1;

C0Ii = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h 0; d(� � z)i ^ h Ii ; d(� � z)i
^ X

j+k=n�2h@z;� 0; d(� � z)ij ^ h@z;� Ii ; d(� � z)ik:
D'après [5], Chap. 20, ces noyaux véri�ent

@zC0Ii + @�C0Ii = B � CIi ;
ce qui correspond à l'équation (2.1). Le formalisme utilisé ici est dû à Harvey et Polking.Il reste à choisir les sections de Leray  I1 et  I2 pour que les conditions d'intégrabilitéet les conditions d'annulation de la section 2 soient satisfaites.Nous allons supposer que l'hypersurface M satisfait la condition Y (q) de Kohn (cf.Dé�nition 1.2).Supposons que la forme de Levi de M possède en chaque point de U au moins svaleurs propres de même signe. L'hypersurface M admet alors une fonction dé�nissante�+ sur U , dont la forme de Levi possède au moins s + 1 valeurs propres de même signeau voisinage de z0. Notons  I1(z; �) la section de Leray du type (3.1) construite à partirdu polynôme de Levi de �+ et posons  I2(z; �) =  I1(�; z). La section de Leray  i1(z; �)est alors (s+1)-holomorphe par rapport à la variable z et la section de Leray  I2(z; �) est
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(s+1)-holomorphe par rapport à la variable �. On voit alors facilement que les noyaux CIivéri�ent les conditions d'annulation (2.2) avec r0 = n�s et r1 = s�1. De plus l'estimation3.2 assure que les conditions d'intégrabilité de la section 2 sont satisfaites.Si M satisfait à la seconde partie de la condition Y (q), le noyau BM donné parBM = C0I1 �C0I2 est alors une solution fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemanntangentiel en degré r pour q � r � n� q � 1, si 1 � q � n�12 et pour n� q � 1 � r � q, sin�12 � q � n� 2 sur Uz0 = U \M .Pour obtenir le noyau RM , nous avons besoin des noyaux suivants :

C0I1I2 = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h 0; d(� � z)i ^ h I1 ; d(� � z)i ^ h I2 ; d(� � z)i
^ X

j+k+l=n�3h@z;� 0; d(� � z)ij ^ h@z;� Ii ; d(� � z)ik ^ h@z;� I2 ; d(� � z)il;

CI1I2 = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h I1 ; d(� � z)i ^ h I2 ; d(� � z)i^X
j+k=n�2h@z;� I1 ; d(� � z)ij ^ h@z;� I2 ; d(� � z)ik:

D'après [5], Chap. 21, ils véri�ent les équations aux dérivées partielles
@b;(z;�)C0I1I2 = �C0I1 + C0I2 � CI1I2 ;@b;(z;�)C0I2I1 = �C0I2 + C0I1 � CI2I1 :

au sens des courants sur M �M .Le noyau RM = CI1I2 est donc une solution fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel pour les mêmes degrés que BM , mais dont l'expression ne fait intervenirque des sections de Leray liées à M .Dans le cas où M est le bord d'un domaine borné de Cn, le noyau RM permet deconstruire une solution de l'équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur M .
Théorème 3.2. Soit D un domaine borné de Cn à bord de classe C2 et � une fonction
dé�nissante pour D de classe C2. On suppose que la forme de Levi de � possède au moinsq + 1 valeurs propres stictement positives, q � n�12 (i.e. D est strictement q-convexe au
sens de Henkin-Leiterer). Si f est une (n; r)-forme continue sur @D, n � q � r � q � 1
telle que @bf = 0, on a pour z 2 @D

f(z) = @b Z@D f(�) ^RM (z; �):
Le cas q = n�1, qui correspond aux domaines strictement pseudoconvexes, a été étudiépar Henkin [10], Romanov [17] et Skoda [22].Supposons maintenant que la forme de Levi de M possède en chaque point de U aumoins s paires de valeurs propres de signe contraire. Ce cas a été considéré par M.C. Shawdans [21].
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L'hypersurfaceM admet alors une fonction dé�nissante �+ sur U , dont la forme de Levipossède au moins s+1 valeurs propres strictement positives et une fonction dé�nissante ��sur U , dont la forme de Levi possède au moins s+1 valeurs propres strictement négatives.Notons  I1(z; �) la section de Leray du type (3.1) construite à partir du polynôme de Levide �+ et  I2(z; �) la section de Leray du type (3.1) construite à partir du polynôme deLevi de ��. Les sections de Leray  I1(z; �) et  I2(z; �) sont alors (s + 1)-holomorphe parrapport à la variable z. Les noyaux CIi véri�ent donc les conditions d'annulation (2.2) avecr0 = n� s et r1 = n� 1. De plus l'estimation 3.2 assure que les conditions d'intégrabilitéde la section 2 sont satisfaites. Si on échange le rôle des variables z et � dans les sectionsde Leray  i1 et  I2 , les noyaux CIi véri�ent les conditions d'annulation (2.2) avec r0 = 1et r1 = s� 1.Si M satisfait à la première partie de la condition Y (q) avec q � n�12 , i.e. M est(q+1)-concave, alors BM et RM sont des solutions fondamentales de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel en degré r pour 1 � r � q et pour n� q � 1 � r � n� 1.Si f est une (n; r)- forme continue à support compact dans U \ M , on dé�nit lesopérateurs

eBMf = ZM f(�) ^BM (z; �);
eRMf = ZM f(�) ^RM (z; �):

Ces opérateurs satisfont des estimations Cl et Lp optimales.
Théorème 3.3. Si M est de classe C3 et si eT désigne l'un des opérateurs eBM ou eRM , les
estimations suivantes sont satisfaites :

(1) k eTfkL 2n2n�1�� � CkfkL1 ; pour tout � > 0 assez petit.

(2) k eTfkLp0 � CkfkLp ; si 1p0 = 1p � 12n et 1 < p < 2n.
(3) k eTfkLp0 � CkfkLp ; si p = 2n et p < p0 <1.

(4) k eTfkC� � CkfkLp ; si 2n < p <1, � = 12 � np .
(5) k eTfkC 12 � CkfkL1 .

(6) k eTfkCl+12 � CkfkCl ; si M est de classe Cl+3, l 2 N.
Les estimations Lp et hölderiennes sont dues à Henkin [10] et Skoda [22], lorsque Mest le bord d'un domaine strictement pseudoconvexe. Elles ont permis à Henkin et Skodade construire des fonctions de la classe de Nevanlinna, dont les zéros sont imposés dansun domaine strictement pseudoconvexe. Les estimations Cl sont prouvées dans [5]. Dans lecas où la signature de la forme de Levi de M est mixte, les estimations du Théorème 3.3sont démontrées dans [21].

3.2 Cas des variétés CR génériques q-concaves

En codimension k � 2, l'équivalent naturel de la condition Y (q) est la notion de q-concavité, 1 � q � n�k2 .
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On se place dans la situation géométrique décrite dans la section 1.Soit �� une fonction de classe C1 de [0; 1] dans lui-même qui véri�e �� (�) = 0 si0 � � � 1=4 et �� (�) = 1 si 1=2 � � � 1.Si I 2 I(l), 1 � l � k, pour � 2 �0I tel que �0 6= 1, on note �� le point de �I dé�ni par

��i�= �i�1� �0 (� = 1; : : : ; l):
Soit  une section de Leray associée à M au voisinage de D, on pose

 0I(z; �; �) = �� (�0) � � zj� � zj2 + (1� �� (�0)) I(z; �; ��) (3.3)
pour tout I 2 I(l), 1 � l � k, z 2 DI , � 2 D�I tels que z 6= � et � 2 �0I .On peut alors dé�nir les noyaux K0I(z; �; �), pour z 2 DI , � 2 D�I tels que z 6= � et� 2 �0I , par

K0I(z; �; �) = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h 0I ; d(� � z)i ^ h(@z;� + d�) 0I ; d(� � z)in�1; (3.4)
et les noyaux KI(z; �; �) par

KI(z; �; �) = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h I ; d(� � z)i ^ h(@z;� + d�) I ; d(� � z)in�1: (3.5)
Les noyaux K0I et KI sont des formes di�érentielles de classe C1 et de degré 2n�1 et on a

(@z;� + d�)K0I(z; �; �) = 0 (3.6)
d'après la Proposition 3.9 de [12].Pour �nir on pose, pour z 2 DI , � 2 D�I tels que z 6= �,

C0I(z; �) = Z�2�0I K0I(z; �; �)
CI(z; �) = Z�2�I

KI(z; �; �)
Les noyaux C0I(z; �) et CI(z; �) sont des formes différentielles respectivement de degré2n � jIj � 1 et de degré 2n � jIj, de classe C1 pour z 2 DI et � 2 D�I tels que z 6= �. Laformule de Stokes et la relation

@�0I = jIjX
�=1(�1)

��0I(b�) +�I
impliquent qu'ils véri�ent l'équation (2.1).Si  est une section de Leray de la forme (3.1), dont le dénominateur � véri�e l'esti-mation (3.2), les conditions d'intégrabilité de la section 2 sont remplies.



Noyaux adaptés aux variétés CR et estimations 57
Si de plus la section de Leray  est s-holomorphe en la variable z les conditions d'an-nulation du paragraphe 2 sont satisfaites pour r0 = n � s + 1 et r1 = n � k et si  ests-holomorphe en la variable � les conditions d'annulation du paragraphe 2 sont satisfaitespour r0 = 1 et r1 = s� k � 1.Il résulte de [14] que, si M est q-concave, on peut lui associer des sections de Leray  Icontinues en � 2 �I telles que  I(z; �; :) =  J(z; �; :)j�I , si I � J et (q + k)-holomorphesen la variable z. Ces sections sont construites à partir du polynôme de Levi de la fonction�� et d'une application continue T de Rk nf0g dans la grassmannienne des sous espaces dedimension q0+k de Cn, avec q0 l'ordre maximal de concavité deM en z0, telle que la formede Levi de �� sur U soit dé�nie positive sur T (�). En échangeant les rôles des variables zet �, nous obtiendrons des sections (q + k)-holomorphes en la variable �.Le noyau BM construit à partir des noyaux dé�nis ici est une solution fondamentale surUz0 = U \M de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel en degré r pour 1 � r � q � 1et n� k � q + 1 � r � n� k (cf. [4]).Dans le cas des hypersurfaces ce noyau a été introduit par Fischer [7] et il permetd'obtenir des estimations Cl optimales pour la résolution de l'opérateur de Cauchy-Riemanntangentiel (cf. (6) du Th. 3.3). Malheureusement en codimension k � 2, il y a une pertede � arbitrairement petit dans les mêmes estimations, le terme perturbateur provenant dela section de Bochner-Martinelli. Il faut donc construire un nouveau noyau plus adapté àla géométrie de M .Comme dans la section 2, on note I 0(l; �), l � k, l'ensemble des multi-indices de laforme I�, avec I 2 I 0(l). On pose �� = �1+ � � �+ �k et on considère la fonction w� déduitedu polynôme de Levi de ��. On construit wI� en interpolant wI et w� et on note  I� lasection de Leray associée, dont le dénominateur véri�e l'estimation 3.2.On peut alors dé�nir les noyaux K0I�(z; �; �) et KI�(z; �; �), pour (z; �; �) 2 (Uz0 �Uz0 n�(Uz0))��0I , par

K0I�(z; �; �) = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h 0I�; d(� � z)i ^ h(@z;� + d�) 0I�; d(� � z)in�1;
KI�(z; �; �) = (�1)n(n�1)=2(2i�)n h I�; d(� � z)i ^ h(@z;� + d�) I�; d(� � z)in�1:

On pose, pour (z; �) 2 Uz0 � Uz0 n�(Uz0),
C0I�(z; �) = Z�2�0I� K0I�(z; �; �)
CI�(z; �) = Z�2�I�

KI�(z; �; �):
D'après [4], ces noyaux véri�ent l'équation aux dérivées partielles (2.6). On peut doncen déduire une nouvelle solution fondamentale RM pour l'opérateur de Cauchy-Riemanntangentiel sur M en degré r, 1 � r � q � 1 et n� k � q + 1 � r � n� k.La nouvelle solution fondamentale RM permet cette fois d'obtenir les estimations Cloptimales pour la résolution de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel, c'est-à-dire avecun gain de régularité de 12 ; elles sont démontrées dans [4]. Concernant les estimations Lp,il est prouvé dans [15] que RM est de type faible 2n2n�1 . Par conséquent l'opérateur intégralassocié à RM satisfait les estimations du Théorème 3.3.
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4 Résolution locale de l'opérateur de Cauchy-Riemann tan-

gentiel avec estimations jusqu'au bord
Dans les sections précédentes nous avons donné des résultats concernant la résolution del'équation de Cauchy-Riemann tangentielle pour des seconds membres à support compact.Soit 
 un domaine à bord C1 relativement compact dans M \ U . On veut construirede nouveaux noyaux prenant en compte la géométrie de 
 pour transformer la formule dereprésentation intégrale du Théorème 2.5 en une formule d'homotopie.Notons � un nouvel indice. Pour tout J 2 I 0(l; �), l � k, on considère des formesdi�érentielles C0J�(z; �) de degré 2n� jIj � 3 et CJ�(z; �) de degré 2n� jIj � 2, de classeC1 pour (z; �) 2 
� 
 tels que z 6= �, qui véri�ent l'équation aux dérivées partielles

@b;zC0J� + @b;�C0J� = (�1)kC0J + C0�(J)� � CJ�: (4.1)
On suppose de plus que ces noyaux sont su�samment réguliers pour que l'équation (4.1)soit satisfaite au sens des courants sur M �M .On dira que les noyaux CJ� sont adaptés au domaine 
 s'ils véri�ent la conditiond'annulation

[CJ�(z; �)]p;r = 0 si 0 � p � n et 1 � r0 � r � r1 � n� k; (4.2)
où [CJ�(z; �)]p;r désigne la partie de bidegré (p; r) en z de CJ�.On pose GM;
 =PI2I0(k) sgn(I)C0J� et on dé�nit l'opérateur Tr sur les (n; r)-formescontinues sur 
 par
Trg = (�1)(k+1)(r+n)+ k(k�1)2 [Z�2
 g(�) ^RM (z; �) + (�1)n+r+1 Z�2@
 g(�) ^GM;
(z; �)]:
On déduit aisément de (4.1) et de la formule de Stokes le théorème suivant :

Théorème 4.1. Etant donnés une famille de noyaux adaptés à M sur un voisinage Uz0
d'un point z0, un domaine 
 à bord C1 relativement compact dans M \Uz0, et une famille
de noyaux adaptés au domaine 
, les opérateurs Tr véri�ent la formule d'homotopie

f = @bTrf + Tr+1@bf; (4.3)
si f est une (n; r)-formes de classe C1 sur 
, 1 � r0 � r � r1 � n� k.

Si M est q-concave et si 
 est l'intersection transverse de M avec un domaine e
strictement pseudoconvexe, soit  � la section de Leray dé�nie par Henkin et Lieb pour e
.Les noyaux construits sur le modèle de ceux de la section 3.2 en remplaçant le multi-indiceI par le multi-indice J et l'indice � par l'indice � sont adaptés à 
 avec r0 = n� k� q+1et r1 = n� k. Sous ces hypothèses géométriques, le Théorème 4.1 est prouvé dans [15].Si M est q-concave et si 
 est l'intersection transverse de M avec le complémentaired'un domaine e
 strictement pseudoconvexe et une petite boule centrée sur le bord de cedomaine, Sambou et Touré [18] ont construit, par des méthodes analogues, des noyauxadaptés à 
 avec r0 = 1 et r1 = q � 2. Ils obtiennent ainsi une formule d'homotopie en
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degré 1 � r � q � 3 et une formule de résolution en degré q � 2 après restriction de lapetite boule.Les opérateur Tr sont continus de Cn;r(
) dans C1=2��n;r�1 (
) pour tout 0 < � < 1=2.Contrairement au cas de la régularité intérieure où, en construisant un nouveau noyau, ona pu prouver les estimations höldériennes avec le gain optimal de 1=2, on ignore si on peutéliminer la perte de � arbitrairement petit dans les estimations au bord. Ce phénomène estanalogue à celui qui intervient dans les estimations au bord pour l'opérateur de Cauchy-Riemann dans l'intersection de domaines strictement pseudoconvexes (cf. [16]).Par ailleurs, après une modi�cation classique du dénominateur des sections de Leray(il s'agit de remplacer �� par e��(z; �) = �(z; �) � 2��(�)), on a contruit dans [15] desopérateurs eTr de résolution pour l'équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur 
.
Théorème 4.2. Soit M une variété CR générique q-concave de Cn et z0 2M . Soit e
 un
domaine strictement pseudoconvexe à bord C3 de Cn contenant z0 et 
 =M \ e
. Il existe
des opérateurs eTr tels que pour toute f 2 Lp(n;r)(
) telle que @bf = 0 dans 
, 1 � p � 1
et n � k � q + 1 � r � n � k, on ait @b eTrf = f dans 
 et que les estimations suivantes
soient satisfaites :

(1) k eTrfkL 2n+22n+1�� � CkfkL1 ; pour tout � > 0 assez petit.

(2) k eTrfkLp0 � CkfkLp ; où 1p0 = 1p � 12n+2 et 1 < p < 2n+ 2.
(3) k eTrfkLp0 � CkfkLp ; où p = 2n+ 2 et p < p0 <1.

(4) k eTrfkC��� � CkfkLp ; où 2n+ 2 < p <1, � = 12 � n+1p et � > 0.
(5) k eTrfkC 12�� � CkfkL1 ; pour tout � > 0.

Notons que contrairement au cas hölderien, pour les estimations Lp, le gain de régularitéau bord n'est plus arbitrairement proche du gain de régularité à l'intérieur. La régularitéintérieure est donnée par des opérateurs de type faible 2n2n�1 (cf Th. 3.3), alors que larégularité au bord est donnée par des opérateurs de type faible 2n+22n+1 . Ce phénomène estprobablement lié au fait que la notion de trace est mal dé�nie dans les espaces Lp.
Corollaire 4.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2, l'image du @b est fermée dans
l'espace Lp(n;r)(
) pour 1 � p � 1 et n� k � q + 1 � r � n� k.

Les estimations L2 impliquent le théorème de décomposition de Hodge pour le @b etl'existence des opérateurs @b-Neumann.
Corollaire 4.4. Sous les hypothèses du Théorème 4.2, on a la décomposition de Hodge
forte :

pour n�k�q+1 < r < n�k, il existe un opérateur linéaire Nb : L2(n;r)(
)! L2(n;r)(
)
tel que

(1) Nb est borné et Im(Nb) � Dom(�b).
(2) Pour tout f 2 L2(n;r)(
), on a

f = @b@�bNbf � @�b@bNbf:
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(3) Si f 2 L2(n;r)(
) with @bf = 0, alors f = @b@�bNbf . La solution u = @�bNbf est appelée

la solution canonique, i.e. c'est l'unique solution orthogonale à Ker(@b).
SiM est une hypersurface strictement pseudoconvexe, la possibilité de résoudre l'équa-tion de Cauchy-Riemann tangentielle sur un domaine 
 a été étudiée dans [13]. Une condi-tion nécessaire de résolubilité sur 
 est que le bord de 
 soit contenu dans une hypersurfaceLevi-plate.Si z0 est un point �xé de M , il possède un système fondamental de voisinages dont lebord est contenu dans une hypersurface Levi-plate. En e�et, après un changement de va-riable quadratique, on peut supposer que z0 = 0 et queM possède une fonction dé�nissante� au voisinage de l'origine telle que

�(z) = �Imzn + nX
j;k=1Ajkzjzk +O(jzj3);

où (Ajk) est une matrice hermirienne dé�nie positive. Pour � > 0 su�samment petit, lafamille 
� = fz 2M j Im zn < �g
dé�nit un système fondamental de voisinages de l'origine dont le bord est contenu dans unehypersurface Levi-plate. Dans [19], M.C. Shaw construit des noyaux adaptés aux domaines
� à l'aide du formalisme de Harvey et Polking (cf. 3.1) et prouve une formule d'homotopieen degré r, 1 � r � n � 3. Avec la même modi�cation du dénominateur de la section deLeray liée au bord de 
� que dans le cas q-concave, elle obtient des estimations Lp.
Théorème 4.5. Soit M une hypersurface strictement pseudoconvexe de Cn et z0 un point
de M . Il existe un système fondamental de voisinages 
� de z0 et des opérateurs intégrauxT �r , 1 � r � n � 3, tels que pour toute f 2 Lp(n;r)(
�), 1 � r � n � 2 et 1 < p < 1 ,@b-fermée dans 
�, on ait @bT �r f = f et

kT �r fkLp(n;r)(
�) � CkfkLp(n;r�1)(
�);
où C ne dépend que de p et de �.

Remarquons que, dans le cas des variétés q-concaves, il y a un gain de régularité dansles estimations Lp (Th. 4.2) car le bord des domaines considérés est contenu dans deshypersurfaces strictement pseudoconvexes, ce n'est plus le cas ici car le bord des domainesconsidérés est cette fois contenu dans des hypersurfaces Levi-plates.
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