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Kapitel 1

Einleitung

1. In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Diffusionsmodell zur Formgeneralisierung
vorgeschlagen und betrachtet, welches einem nicht-monotonen Anfangs-Randwertproblem
der folgenden Form entspricht: Sei 2 C R? ein Polygongebiet und 7' € R... Die Funktion
u(z,t) : Q2 x (0,7] — R 16se

u —div (q(Vu)) = 0 in Qx (0,77,

ou(w,t)
0 =0 auf 0Q x (0,71,
u(x,0) = wup(x) fir x €,

mit

>\‘8‘26+M|S|36+1 . 9
q(s) = ( JERECEY s fir seR

und freien Parametern A,y > 0 und § € [0, 1]. Hier bezeichnet n die &uflere Normale an
0€). Dieses Problem entspricht einem stabilisierten nicht-monotonen Vorwéarts-Riickwérts-
Perona-Malik-Modell.

Die Verwendung von nicht-monotonen Diffusionsgleichungen zur Formgeneralisierung
erweist sich als vorteilhaft, da wichtige geometrische Strukturen wie Kriimmungsgrofien
und Bruchkanten in der Anwendung erhalten bleiben, wohingegen unwesentliche Details
verloren gehen und somit der erwiinschte Prozess der Formgeneralisierung eintritt. Hier
fithrt die kiinstliche Einfithrung der Zeit zur Schaffung einer neuen Skala der Generalisie-
rung, die sich iiber die freien Parametern A, 4 und 0 anwendungsspezifisch steuern 1a8t. In
der Geomorphologie liefert dieser Prozess generalisierte Hohenmodelle und ermdoglicht eine
effektive geologische Klassifizierung anhand ihrer Kriimmungsgrofien.

Motiviert wird die Verwendung nichtlinearer Diffusionsfilter in der Formgeneralisierung
durch ihre erfolgreiche Anwendung in der Bildverarbeitung. Dort werden sie zum selektiven
Glétten unter gleichzeitiger Kontrasteverstirkung verwendet. Dieser Ansatz wurde in einer
Pionierarbeit von P. Perona und J. Malik [45] als Skalenraum-Technik vorgeschlagen. Die-
se Gleichung hat einen Vorwirts-Riickwarts-Parabolischen Charakter und ist trotz ihrer
erfolgreichen Anwendung ein schlecht gestelltes Problem fiir das noch kein Losungsbegriff
existiert. Die bekannteste Regularisierung der Perona-Malik-Gleichung geht auf F. Catté,
P.L. Lions, J.M. Morel und T. Coll [17] zuriick und besteht in einer Ortsfaltung des Gra-
dienten in der Nichtlinearitat.

Die mathematische Behandlung von Vorwéarts-Riickwérts-Diffusionsgleichungen werden
unter anderem in der Arbeit von D. Kinderlehrer und P. Pedregal [32] sowie S. Demou-
lini [23] als nichtkonvexes Minimierungsproblem und in M. Slemrod [50] als singulérer
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Limes eines regularisierten Minimierungsproblems betrachtet. Beide Ansétze beruhen auf
der Einfiihrung von mafiwertigen Losungen, genauer, auf der Einfiihrung von Lésungen im
Sinne der Young’schen Mafle. Das Konzept der Young’schen Mafle zur Verallgemeinerung
des Losungsbegriffs des Minimierungsproblems geht auf L.C. Young [59] zuriick und wurde
unter anderen durch L. Tartar [52] und J. Ball [9] auf nichtlineare Differentialgleichun-
gen angewendet. Die Betrachtung von Young’schen Maflen spielt iiberdies auch in anderen
Zusammenhéngen eine Rolle, wie in den Materialwissenschaften (siche z.B. [7] und [8]).
2. Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Entwicklung eines neuen mathematischen Mo-
dells der Formgeneralisierung, der Erarbeitung eines anwendungsorientierten Algorithmus,
seiner numerische Analyse, und seiner Anwendung auf geologische Daten. Dabei bilden
digitale Hohenmodelle (DHM), die in der englischsprachigen Literatur unter dem Na-
men DEM gefiihrt werden, die Grundlage der Untersuchung und dienen als Anfangsda-
ten der vorgeschlagenen nichtlineare Diffusionsgleichung. Die Abbildung 1 zeigt ein solches
Hohenmodell!, wobei die Farbung in Abhiingigkeit von der Hohe v gew#hlt wurde.

4000

2000

Abbildung 1.1: Hohenmodell des Turtmanntals

Die Losung u des neuen Modells der Formgeneralisierung soll durch eine geeignete
Finite-Elemente-Losung approximiert werden. Fiir den Fall § > 0 wird es die Aufgabe sein,
fiir die Approximation des nichtkonvexen Problems den a priori-Fehler des reguléren Anteils
der Losung abzuschéitzen. Zur Herleitung der Fehlerabschétzungen wird das konvexifizierte
Problem betrachtet, welches in die Klasse der Probleme mit p-Struktur féllt. Wir betrach-
ten konforme wie auch diskontinuierliche Finite Elemente und leiten Fehlerabschétzungen
in Quasinormen der stiickweis-definierten Funktionen her. Das Konzept der makroskopi-
schen Konvergenz sichert dann die Konvergenz der Finiten-Elemente-Approximation des
konvexifizierten Problems gegen eine Losung des nichtkonvexen Problems.

Der fiir die Praxis relevanteste Fall, § = 0, soll mit P;-Finiten-Elementen approximiert
und gesondert betrachtet werden. Die anwendungsorientierte Aufgabe ist dann das Verfah-

!MeBdaten bereitgestellt durch das GRK 437



3

ren an kiinstlichen geometrischen Objekten und an tatséchlichen Hohenmodellen zu testen.

3. Wir werden also ein neues Modell zur Formgeneralisierung vorschlagen, numerisch ana-
lysieren und auf Hohenmodelle anwenden. Die Arbeit gliedert sich wie folgt.

Das zweite Kapitel dient der Einfiihrung in die geomorphologische Formgeneralisierung
und der Herleitung des neuen Modells. Als Motivation fiir die Benutzung nichtlinearer Dif-
fusionsfilter dient uns ihre Anwendung in der Bildverarbeitung. Es werden zwei nichtlinea-
re Diffusionsgleichungen beschrieben, deren Anwendung sich auf die Formgeneralisierung
tibertragen 1afit. Die erste Gleichung, der sogenannte Total-Variationsfluf} (TV-Fluf)

Vu
— div <|Vu\) =0,

wurde im Rahmen der Anwendung in der Bildverarbeitung von L.I. Rudin, S. Osher und
E. Fatemi [47] vorgeschlagen und basiert auf der Minimierung der Total-Variation im Raum
der Funktionen mit beschrinkter Variation mit modellbedingten Nebenbedingungen, die
vom Anfangsbild abhéngen. Die zweite Gleichung wurde von P. Perona und J. Malik [45]

vorgeschlagen:
Vu
—div [ —— ) =
i () =0

Ihre effektive Auswirkung auf die Kantenerhaltung in der Bildverarbeitung beruht auf dem
gradientenabhéngigen Vorwérts-Riickwirts-Diffusionskoeffizienten. Es existiert keine fiir
die Anwendung geeignete Losungstheorie mit praxisrelevanten Anfangsdaten. Wesentlich
wird in diesem Kapitel die Herleitung einer neuen sowohl mathematisch als auch von Seiten
der Implementierung her zugénglichen Modellgleichung sein.

Im dritten Kapitel werden die zum Versténdnis der mathematischen Losungstheorie
notwendigen Konzepte vorgestellt. Hier stehen die Arbeiten D. Kinderlehrer und P. Pedre-
gal [32] und P. Pedregal [44] im Vordergrund. Als Grundlage fiir den Beweis einer mafiwer-
tigen Losung, aufgefafit als singuldren Limes des regularisierten Problems, dient die Arbeit
M. Slemrod [50], die hier verallgemeinert wird.

Im vierten Kapitel wird die Modellgleichung mit der Methode der Finiten-Elemente
diskretisiert. Zunéchst wird ein nichtdegeneriertes Vorwéarts-Riickwirts-Evolutionsproblem
mit glatten Losungen mit der Finiten-Elemente-Methode approximiert und Konvergenzra-
ten hergeleitet. Dann wird das degenerierte Problem behandelt. Zur Herleitung der Feh-
lerabschéatzungen und Konvergenzraten des degenerierten konvexifizierten Modellproblems
mit p-Struktur wéhlen wir p = 1 + ¢ und werden q durch ps ersetzen, mit

N M a
ZZ )i " "9BBy>c(h+|A) TN |BP  fiir A, B e RV,

k> 0und M =1, N = 2. Dieses Problem wird dann vollstéandig diskretisiert. Dazu wird
Q) trianguliert. Sei T}, eine Familie von reguldren Triangulierungen und 7 die Schrittweite
beziiglich der Zeit t. Wir erhalten eine Finite-Elemente-Losung U, j, auf £2x [0, T']. Nun wer-
den die Fehlerabschétzungen beziiglich einer Quasinorm nach J.W. Barrett und W.B. Liu
[12]

| Vu H%W) ::/(m—i- V| + |Vo|)P \Vu|2dx+/|u|2d:c

Q Q



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

in der Form

T
/|| u—Usp ||%Vu) dt < c(h® + 79)
0

hergeleitet.

Zur Stabilisierung des Problems wird das konvexifizierte Modellproblem mit Hilfe einer
diskontinuierlichen Finiten-Elemente-Methode diskretisiert. Das Konzept der Quasinormen
wird auf die Methode diskontinuierlicher Finite Elemente verallgemeinert und ein geeigne-
ter Strafterm eingefiihrt. Die so gewonnenen Resultate sichern die Konvergenz der Finiten-
Elemente- Approximation des nichtkonvexen Problems gegen die Losung der Young’schen-
MaB-Losung; zusitzlich wird die Konvergenzrate in L?(0,T; L*(Q)) abgeschiitzt.

Im letzten Abschnitt des Kapitels wird die Diskretisierung des Modellproblems mit
0 = 0 behandelt. Hierzu werden P;-Elemente benutzt und die diskrete Losung charakteri-
siert.

Im Kapitel fiinf wird das Verhalten der numerischen Lésung an kiinstlichen geomet-
rischen Strukturen getestet. Die Evolution der kiinstlichen Objekte stellt eine qualita-
tive Testmethode dar, die die Giite des Diffusionsmodells zur Formgeneralisierung be-
urteilt. Hier zeigt sich, daf§ sich das vorgeschlagene Diffusionsmodell besonders gut zur
Formgeneralisierung von geomorphologischen Hohenmodellen eignet. Zum Schlufl werden
Hoéhenmodellen erfolgreich durch die Modellgleichung generalisiert.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Privat-Dozent Dr. C. Ebmeyer und
Prof. H.-P. Helfrich fiir ihre Unterstiitzung und zahlreichen Diskussionen bei der Anferti-
gung dieser Arbeit bedanken.



Kapitel 2

Modellierung

2.1 Einleitung und Motivation

Die mathematische Beschreibung von geologischen Flédchen ist eine relativ alte, immer
wieder neu aufgeworfene Fragestellung in der Mathematik (cf. [39],[18] und [33]). Dabei in-
teressiert man sich fiir Kenngréflen wie die Steigung oder Kriimmung, die auf verschiedenen
Langenskalen zur Charakterisierung notwendig sind.

Eine geomorphologische Fliche wird mathematisch als Funktion u : € R? — R
dargestellt, wobei Q C R? ein polygonales Gebiet ist. In der Praxis ist 2 meist ein Rechteck,
z.B. 10 X 20 km, und der Funktionswert u(z) beschreibt die Hohe der geomorphologischen
Fliche im Punkte z € Q, z.B. u(z) = 100m. Wir wihlen das Einheitsquadrat 2 := [0, 1]?
als Refernzgebiet fiir unsere mathematische Betrachtung und bezeichnen mit Q7 := ) x
(0,T) den Raumzeitzylinder. Die auch in der Bildverarbeitung verwendeten nichtlinearen
Diffusionsgleichungen der Struktur

ug — div (q(Vu)) =0

mit einem anisotropen Flux q eignen sich zur Generalisierung von geomorphologischen
Fléachen. Hier fiihrt die kiinstliche Einfiihrung der Zeit zur Schaffung einer neuen Skala der
Generalisierung. Der Begriff der Generalisierung ist in dieser Arbeit zentral. Darunter soll
die selektive Anderung einer Fliche verstanden werden, so da geomorphologische GroBen
wie Sprungkanten oder Kriimmungsgrossen erhalten bleiben, aber Unwesentliches aus der
Flache entfernt wird. Die verwendeten nichtlinearen Diffusionsgleichungen basieren auf der
Minimierung nichtkonvexer Funktionale, d. h.

inf/f(|Vv|)dm mit q = Vf,
Q

was im allgemeinen auf oszillierende Losungen fithrt. Anders als in der Materialforschung,
wo diese oszillierenden Strukturen das Interesse ausmachen, sind in unserem Fall diese
Strukturen unerwiinscht.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird die Anwendung von Modellen aus der
Signal- und Bildverarbeitung auf das Problem der Formgeneralisierung motiviert. Im ersten
Abschnitt wird auf die Generalisierung von geomorphologischen Flichen eingegangen. Im
zweiten Abschnitt wird der Total-Variationsfluf3

. ( Vu
Uy — div (W) =0

5



6 KAPITEL 2. MODELLIERUNG

als L2-Gradientenfluf des Funktionals

J(u) ::Q/|Vu| dx

vorgestellt. Im Speziellen wird auf die Problematik der Formzerstorung von nichtkonvexen
geometrischen Strukturen und von in der Geomorphologie wichtigen Kriimmungsgrofien
eingegangen.

Im dritten Abschnitt wird die von P. Perona und J. Malik [45] vorgeschlagene Modell-

gleichung
uy— div (L) =
! 14+ |Vul2)

diskutiert. In der Praxis der Generalisierung ist dieses Modell dem Total-Variationsflufl
iiberlegen, aber die Gleichung entzieht sich der zur Verfiigung stehenden praktischen ma-
thematischen Losungstheorie.

Im vierten Kapitel wird das neue Modell in Form der Gleichung

. (A Vul? 4 p| V|2
u; — div ( N+ [Vuee) Vu) =0

vorgeschlagen. Diese Gleichung versucht, die Vorteile des mathematischen Zugangs des
Total-Variationsflufles mit dem in der Praxis wichtigen Verhalten der Perona-Malik-Gleich-

ung zu verbinden. Es handelt sich um ein durch den TV-Fluf} stabilisiertes Perona-Malik-
Modell.

2.2 Das Total-Variations-Funktional und die nicht ge-
wollte Konvexifizierung

In der Bildverarbeitung werden Kanten im Bild als Sprungstellen der Intensitatsfunktion
aufgefasst. Die mathematische Theorie der Funktionen mit beschrénkter Variation (BV)
stellt ein besonders geeignetes Konzept zur Behandlung unstetiger Funktionen dar. Basie-
rend auf der BV-Theorie schlugen L.I. Rudin, S. Osher and E. Fatemi [47] das folgende
Energieminimierungsproblem vor: Finde v € BV(€Q)) mit

u = argmin, cgy (q) / | Dl
)

unter den Nebenbedinungen

/Kudx:/udx, /|Ku—ud|2dx:<7/dx
Q 0 Q

D

fiir ein Anfangsbild ug4, wobei die Nebenbedingungen aus der Annahme resultieren, dafl das
Rauschen einen verschwindenden Mittelwert und die Standardabweichung o besitzt. Hier
bezeichnet K einen Faltungsoperator.

In der Praxis wird das Problem mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode in ein
Problem ohne Nebenbedingungen {iberfiihrt:

J2(u) ::/\Du\+%/|u—ud\2dm. (2.1)

Q Q



2.3. PROBLEM DER GENERALISIERUNG 7

Hier kann A > 0 auch als Strafterm zwischen der Anpassung an das Anfangsbild und dem
Entrauschen des Bildes betrachtet werden.

In der Bildverarbeitung wird die Suche nach Minimierern meist in Form eines Gradi-
entenfluBles betrieben. Dies fiihrt auf nichtlineare Diffusionsgleichungen, welche eine phy-
sikalische Bedeutung haben. In Anwendungen beschreiben diese die zeitliche Entwicklung.
Meistens entspricht die Losung w einer Dichtefunktion. Falls der Rand 02 des Gebiets
) C R™ hinreichend glatt ist, entspricht die absolute Masse im Inneren des Gebiets dem
negativen Nettoflux durch den Rand 0%:

4 udx:—/ﬁ-ﬁds,
dt

Q o0N

wobei F' die FluBdichte bezeichnet. Unter der Voraussetzung geeigneter Glattheitsannah-
men, die den Grenzwerttausch gestatten, ergibt sich v, = —div F. In vielen Anwendungen
ist F proportional zum Gradienten von u.

So fiihrt die Minimierung mit der Methode des steilsten Abstieges auf den L?-Gradi-
entenflufl

. (V .
up — div (ﬁ) =0 i Qr:=Qx(0,T], (2.2)
8_u =Vun = 0 auf 00 x (0,77,
on

u(z,0) = wugq(z) in

fiir eine positive Zeit T und mit einer geeigneten Approximation von uy. Hier bezeichnet
n die duflere Normale an 0f2. Dieser Gradietenflufl wird in der Literatur auch als TV-Fluf3
bezeichnet. Die konvexe Struktur des Problems (2.2) it die Anwendung von nichtlinea-
ren Halbgruppen zu und sichert die Existenz und Eindeutigkeit von BV-Losungen. Die
Schwierigkeit der Nichtregularitdt des Funktionals wird in den Arbeiten von F. Andreu,
G. Bellettini, V. Casselles, J.I. Diaz und J.M. Mazon untersucht, indem das Subdifferen-
tials 0J§! charakterisiert wird. Die Resultate sind zum Beispiel in der Monographie [4] zu
finden.

Obwohl diese Modellgleichung in der Bildverarbeitung erfolgreich Verwendung findet,
cf. [19], [54], [55] und [42], ist sie fiir die Formgeneralisierung nicht optimal, da der TV-
Flufl schon nach kurzer Zeit wichtige geomorphologische Geometrien zerstort. Um dieses
Problem zu beheben, ist ein stidrkerer anisotroper Charakter der Gleichung hilfreich und
Gegenstand der folgenden Abschnitte.

2.3 Problem der Generalisierung

Generalisieren ist eine Art der Informationsverdichtung in den zugrundeliegenden Daten
unter selektiven Gesichtspunkten. Hier interessiert uns die Wahrung der geometrischen
Kenngroflen der Fliche, wie z.B. der Kriimmung. Der geomorphologische Kriimmungs-
begriff ist in der Literatur nicht fest umschrieben, unsere Darstellung folgt den Aus-
fithrungen in [14]. In der Kartographie wird das als Folgekarten-Prinzip umschriebene
Erstellen einer neuen Karte aus Karten kleineren Mafistabs als kartographische Genera-
lisierung bezeichnet. Zwei qualitativ verschiedene Arten der Generalisierung treten dabei
zu Tage: Einerseits die thematische und andererseits die geometrische.
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Die thematische Generalisierung zeichnet sich durch inhaltliche Anderung, also die Um-
gestaltung von thematischen Merkmalen, aus. Grundlegend dabei ist die damit einherge-
hende Modellgeneralisierung. Dabei bezieht man sich in erster Sicht auf die semantische
Modellbildung. Aus den der Generalisierung bzw. der Erzeugung einer neuen Karte zugrun-
de liegenden Karten kleineren Maflstabs wird das neu zu schaffende semantische Modell
abgeleitet. Entscheidend bei der neuen Konzeptentwicklung sind die elementaren Arbeits-
schritte des Zusammenfassens, der Selektion und der Klassifizierung. Dieses Verfahren fufit
auf einem hohen Erfahrungswert und verschliesst sich einer einfachen wissenschaftlich-
empirischen Untersuchung. Die starke Mafistabsabhéngigkeit der semantischen Beschrei-
bung fithrt zudem zu weiteren Schwierigkeiten beim thematischen Generalisieren.

In dieser Arbeit liegt der Fokus klar auf der geometrischen Generalisierung. Hier ist
der Mafistab der neuen Karte bezogen auf die topograpischen Gegebenheiten wichtig. So
wird der Mindestmafistab fiir die Karte selektiv erhoht, so dafl geographisch wichtige geo-
metrische Eigenschaften erhalten bleiben, aber nicht relevante Details weggelassen werden.
Ein besonders einfach zugéngliches Beispiel ist in diesem Fall die Bruchkante eines Felsens,
die nur auf einer sehr kleinen Lingenskala in der Karte zu finden ist, aber einen hohen
Informationsgehalt besitzt und auch auf Karten hoheren Maflstabs vertreten sein sollte.
Darin steckt aber eine Verkniipfung zur semantischen Generalisierung, da die Konzepte
der Semantik stark von der lokalen Geometrie der Karte abhédngen. Wie eingehend blen-
den wir in dieser Arbeit den semantischen Aspekt weitgehend aus und konzentrieren uns
auf die geometrische Generalisierung. In der Modellfindung werden klassische geometrische
Charakteristiken wie die Steigung und insbesondere die Kriimmung und die Einteilung in
konvexe und konkave Bereiche im Mittelpunkt stehen. In der mathematischen Betrach-
tung der Formgeneralisierung soll eine nichtregulére geologische Fliachen selektiv gegléttet
werden. Die aus Hohendaten ermittelte Fldche ist im allgemeinen kein regulires Objekt
und somit nicht als Graph einer stetigen Funktion u : €2 — R darstellbar. Dafiir sind
hauptséchlich zwei verschiedene Griinde verantwortlich. Einerseits kommen im Geldnde
durchwegs Unstetigkeitsstellen in Form von Bruchkanten vor. Andererseits fithren Aufnah-
mefehler und Bearbeitungsfehler zur Variation der Mefpunkte. Nun ist es die Aufgabe der
Formgeneralisierung, selektiv das Hohenmodell zu regularisieren, so daf§ fiir den Geologen
wichtige Information wie die Bruchkanten beibehalten bleiben und die Funktion in einem
fiir die Praxis zugénglichen mathematischen Raum liegt.

2.4 Die Perona-Malik-Gleichung und ihre verschiede-
nen Regularisierungen

Vorwérts-Riickwérts-Diffusionsgleichungen werden in der Bildverarbeitung zum selektiven
Gléatten und gleichzeitigen Schérfen von Helligkeitskontrasten eingesetzt. Gegeben sei ein
verrauschtes Bild ug : €2 — R. Der einfachste Weg zur Wiederherstellung des Originalbil-
des mit Hilfe von Diffusionsgleichungen ist die Verwendung von linearen Filtern, modelliert
durch lineare Diffusionsgleichungen unter entsprechenden Randwerten. Da diese linearen
Gleichungen aber einen stark regularisierenden Effekt haben, entfernen sie nicht nur Rau-
schen, sondern auch Kanteninformation. Dieses Phdnomen wird in der englischsprachi-
gen Literatur als blurring bezeichnet. Es existieren verschiedene Wege, das Verhalten der
Losung in der Ndhe von Kanten zu verbessern. Eine der erfolgreichsten Strategien ist die
Verwendung nichtlinearer Diffusionsgleichungen mit kantenabhéngigem Kontrollterm
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ug — div(a(|Vu|)Vu) = 0  in Qr,

u(-,0) = wy in €, (2.3)

% — 0 auf 9Q x (0,77,

definiert auf einem konvexen beschrinkten C2-Gebiet Q C RY (N = 1,2, 3), mit gegebenem
gestérten Anfangsbild g : Q € RY — R. P. Perona und J. Malik [45] schlugen diese Form
von Diffusionsgleichung mit dem Diffusionskoeffizienten

1
2y .

aIVul) = 14+ |Vul|?

als Multiskalenproblem vor. In diesem Modell entspricht die Zeit einer neuen Skala, mit
fortschreitender Zeit wird das Bild sukzessive verbessert und gleichzeitig vergrébert. Der
Diffusionskoeffizient ist so konstruiert, dafl er in der Ndhe von Kanten, die grofien Orts-
gradienten Vu entsprechen, klein ist und die Diffusion stoppt oder sogar umkehrt, was
zum Verstiarken der Kanten fiihrt. Die Diffusion ist relativ stark an Stellen, an denen der
Gradient nur wenig variiert. Somit fithrt dieses Modell zum selektiven Gléatten des Ur-
sprungsbildes, da diese Gleichung einen Vorwiérts-Riickwérts-Charakter besitzt, was aber
dazu fiithrt, dal das Problem schlecht gestellt ist. Angenommen, die Héhenlinie S := S(t)
sei zu einem Zeitpunkt ¢ hinreichend glatt. Der Vorwarts-Riickwarts-Charakter kann dann
am Beispiel dieser Hohenlinie illustriert werden. Der elliptische Teil in der Néhe von S 148t
sich umschreiben zu

div (a(|Vu*)Vu) = a(|Vul|*)Au+ 2d'(|Vul*) D*uVu.Vu
= a(|Vu]*)Asu+ h(|Vul*)u,

wobei D?u die Hessematrix und Ag der Laplace-Beltrami-Operator von S ist, & 1= — <%

[Vl
in Richtung des stiarksten Anstiegs zeigt und
h(s):=g(s)+sg'(s),  s=0,

ist. Der Vorwiarts-Riickwarts-Charakter resultiert nun aus der Balance zwischen g und
h. Der zweite Term h(s) dndert sein Vorzeichen einmal an der Stelle s = 1 und wird
fiir grofie Gradienten |Vu| >> 1 negativ und zum dominierenden Term und fiithrt zur
Riickwértsdiffusion. Riickwéartige Warmefliie sind schlecht gestellte Probleme, deren In-
stabilitdt sich auch fiir glatte Anfangsbedingungen in der Entwicklung von Singularitéten
in beliebig kleiner Zeit zeigt [31].

Trotz dieser analytischen Schwierigkeit und einer nicht vorhandenen anwendungsrele-
vanten Losungstheorie zeigen numerische Implementierungen keine Instabilitdten und mo-
tivieren Regularisierungen des Problems, die einen mathematischen Zugang ermoglichen.
Die erste und meist verwendete Regularisierungstrategie wurde von F. Catté, P.L. Li-
ons, J.M. Morel und T. Coll [17] durch eine Ortsregularisierung in der Nichtlinearitét
vorgeschlagen. Der Gradient Vu im Diffusionskoeffizienten a(|Vu|?) wird in diesem An-
satz durch ein mit einem GauBkern G, gefaltetes Argument VG, * u (02 entspricht der
Varianz) ersetzt. In [17] ist die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung u €
C([0,T], L*(Q2)) N L*((0,T), H*(Q)) fiir Anfangswerte v° € L?(Q2) und fiir jedes T' > 0
gezeigt. AuBerdem héngt die Losung Lipschitz-stetig von den Anfangswerten ab und es
gilt

essminu’ < u?(-,t) < essmaxu’, t>0,
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so daf )
u-,t—>—/u0d1’
() 0
Q

exponentiell abfillt in L? falls t — oo (cf. [56, Abschnitt 2.4]).

Andere Strategien der Regularisierung der Gleichung sind zum Beispiel die lineare Sta-
bilisierung durch einen Term vierter Ordnung [13]. M. Nitzeberg und T. Shiota [41] waren
die ersten, die eine Regularisierung gleichzeitig im Ort und in der Zeit vorschlugen. In
einer kiirzlich erschienenen Arbeit fithrt Amann diesen Ansatz in Art einer lokal gefalteten
Form fort [3] und verwendet Sdtze aus der Maximalregularitétstheorie zum Beweis einer
lokalen starken Losung u € H(Q%). Dabei werden relativ starke Regularitdtsannahmen an
die Daten gestellt.

2.5 Die Modellgleichung

In diesem Abschnitt wird die Modellgleichung aufgestellt, die sich besonders zur geomor-
phologischen Formgeneralisierung eignet. Betrachtet man die Perona-Malik-Gleichung als
L?-Gradientenflufl des Funktionals

PM(u) ::/10g(1+\vu|2) dz,
Q

so ist das zugehdrige Minimierungsproblem durch
inf, PM(v)

gegeben. Dieses Minimierungsproblem entzieht sich wegen der Struktur des Integranden
der Standardtheorie. Einerseits besitzt der Integrand nur sublineares Wachstum, und an-
dererseits hat er eine nichtkonvexe Struktur. Die Konvexifizierung des Funktionals wiirde
dem Nullfunktional entsprechen. Das sublineare Wachstum wirft die Frage nach der Wahl
eines geeigneten Funktionenraums auf.

Die nichtkonvexe Struktur des Perona-Malik-Funktionals ist hauptséchlich fiir die geo-
metrische Strukturerhaltung verantwortlich und motiviert die Beibehaltung einer nicht-
konvexen Struktur fiir die neue Modellgleichung. Auflerdem wollen wir Hohenmodelle als
Graph einer BV-Funktion verstehen, und so soll das Funktional {iber mindestens lineares
Wachstum verfiigen.

Nun wird das Modellproblem formuliert, das diesen Bedingungen geniigt: Fiir A € (0, 1)
und g € (0,1) finde u mit

. (A p|Vul B .
Uy dlv()\+|Vu\2 Vu| = 0 inQr (2.4)

u(0,) = 0 in{

Qu = 0 auf 00 x (0,7).

Die beiden freien Parameter A und p steuern die Anisotropie der Gleichung. Die Gleichung
entspricht dem Perona-Malik-Flufl bzw. dem TV-Flu$ fiir die Grenzfille A = 1, u = 0 bzw.
A =0, p = 1. Im Gegensatz zur Perona-Malik-Gleichung ist diese Gleichung nicht dege-
neriert und die Funktion a(s)s := (A + s%) (As + pus?) " besitzt in so := pu+ /p2 + A ihr
Maximum und ist monoton steigend in [0, so] und monoton fallend in [sg, co]. Diese Nicht-
monotonie fithrt wie im Falle der Perona-Malik-Gleichung zu einem selektiven Glétten und
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Verstéirken der Kanten in Abhéngigkeit von Vu. Die Gleichung hat einen stark glattenden
Charakter in Bereichen, wo der Gradient klein ist, |Vu| < s, und einen verstidrkenden
Charakter, wo der Gradient grof} ist, |Vu| > so. Wie im Fall der Perona-Malik-Gleichung
besitzt das Problem einen Vorwérts-Riickwérts-Parabolischen Charakter und entzieht sich
der Standardtheorie der monotonen Operatoren. Es existiert aber ein verallgemeinerter
Losungsbegriff im Sinne Young’scher Mafle.

Auflerdem wird folgendes Modell aufgestellt:

u —div(qs (Vu)) = 0 in Qr,

u(0,:) = w in €, (2.5)

Qu = 0 auf 0Q x (0,7

A Vu|? + g V|1
@ (Vo) = ( A+ [Va[26+D )

fiir kleines 6 > 0. Im Fall 6 = 0 fillt es mit dem Modell (2.4) zusammen. Fiir § > 0
vereinfacht sich die Losungstheorie. Man erhélt Losungen im Sinne von Young’scher Maflen,
BV-Theorie ist nicht notwendig.

Im Vergleich zum TV-Fluf§ bleiben die fiir die Formgeneralisierung wichtigen Strukturen
wie die Vertikalwolbung und die Horizontalwolbung bei beiden Modellen (2.4) und (2.5)
erhalten.
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Kapitel 3

Young’sche Mafle und der Raum der
beschrankten Variation

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel fithren wir die zur Behandlung des Modellproblems notwendigen theore-
tischen Konzepte ein. Nichtkonvexe Probleme werden in der Theorie durch zwei verschie-
dene Ansétze behandelt. Im ersten Ansatz handelt es sich um die stetige Fortsetzung des
Problems auf eine geeignete groflere Losungsmenge. Im zweiten Ansatz ersetzt man das
Problem durch die grofite unterhalbstetige affine Approximation und erreicht dadurch die
Unterhalbstetigkeit des Funktionals bzgl. der schwachen Topologie. Beide Ansétze sind
dquivalent.

3.2 Young’sche Mafle

Da im allgemeinen keine klassische Losung zum Modellproblem existiert, bendtigen wir
ein neues Konzept von Losungen. Es handelt sich um das mafitheoretische Hilfsmittel der
Young’schen Mafle, das sich zur Beschreibung von Oszillationen von Minimierungssequen-
zen besonders gut eignet. Das Konzept der Young’schen Mafle wurde zur Beschreibung
allgemeiner Losungen von Minimierungsproblemen von L.C. Young eingefiihrt [59], [58].
Es findet Anwendung in der Kontrolltheorie, in der Variationsrechnung und in der mathe-
matischen Physik [44], [6], [5], [51].

Radonmafle und Young’sche Mafle

Wir bezeichnen mit
(i) LP(Q2) = LP(; R), WP4(Q; R) = WP4(Q) die {iblichen Lebesgue- und Sobolevriaume,
(ii) ulp € Wl_%’p(Q) den Wert der Funktion auf dem Rand 02 im Sinne der Spur,

(iii) Co(RY) den Raum der stetigen Funktionen auf RY mit kompaktem Triger, d.h. fiir
alle € > 0 existiert eine kompakte Menge K C 2 mit |2 — K| <,

(iv) rea(RY) := Co(RY) den Raum der RadonmaBe auf RY,

(v) Prob(RY) := rcaf (RY) := {perca(RY); p>0, [onp(ds) =1} den Raum der
Radonwahrscheinlichkeitsmafle,

13
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(vi) L22(Q;rca(RY)) den Raum der schwach meBbaren Radonmafe,
(vii)
VP R?) =
{vi= (n)acn € LE( recalR™); vy € reaf (R, fo fon I5Pvs (ds) dz € R}
den Raum der LP-Young’schen Mafe.

Satz 3.2.1. Sei 0 das Diracmafl. Dann gilt:

(i) Die Abbildung y — v = {0y }ecq ist eine stetige und dichte Einbettung von
LP(;R™)) nach YP(; R™).

(ii) Die Menge YP(Q;R™) stellt eine natiirliche o-kompakte Hiille von LP(Q;R™) dar.
Fiir den Beweis veweisen wir auf [44].

Definition 3.1. Sei M = R¥*M der Raum der N x M Matrizen und Q C RY eine
offene Menge. Eine Familie Wahrscheinlichkeitsmafle v = (v,.),cq definiert auf M ist ein
WP-Young’sches Ma8 fiir p € [1, oo|, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Abbildung z — [, f(A)v.(dA) € R ist eine Lebesgue meBbare Funktion fiir alle
beschriankten stetigen Funktionen f auf M.

(ii) Es existiert eine Funktionenfolge (ug)r=o C W7 (Q; R™), die sich darstellen ld8t als

hm q5 (Vug)(x)de = //q5 Y. (dA)d (3.1)
fir £ C Q und
o eEIM) = {(b eC(M) : Ij"m 1i(j‘ii| existiert }

fiir p € [0,00) und alle stetigen Funktionen ¢ € C(M), falls p = occ.

Setze

(v, ) = /¢ Vv (dA)

und sei fiir v € Prob(R”Y) die Norm

| VHProb(]RN) = / dv.

RN
Wir wollen mit
|D| ::/daj fir D C Q
D

das Lesbegue’sche Maflinhalt von D bezeichnen.
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Definition 3.2. Eine Funktion f : R**" — R heifit quasikonvex, falls

/ (P + V) dr > |QIf(P)

fiir jede Testfunktion ¢ € C°(2) und jedes P € RM*¥ gilt.

In vielen Fillen lassen sich partielle Differentialgleichungen in Form eines Variations-
problems formulieren. Die direkte Methode der Variationsrechnung ist eine erfolgreiche
Methode um unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz einer Losung zu sichern, cf.
[22]. Einer der wichtigsten Voraussetzungen ist die Unterhalbstetigkeit des betrachtenden
Funktionals. In der Arbeit von E. Acerbi und N. Fusco [1] wurde die Aquivalenz der Qua-
sikonvexheit und Unterhalbstetigkeit fiir eine breite Klasse von Problemen gezeigt. Die
Berechnung der quasikonvexen Einhiillenden erweifit sich als schwierig. Aber im skalaren
Fall, d.h. falls der Bildraum oder Zielraum des zu suchenden Minimierers eindimensional
ist, fallt die Konvexitit mit der Quasikonvexitit zusammen. Die konvexe Einhiillende 143t
sich im Speziellen iiber die Fenchel-Transformation berechnen.

Definition 3.3. (Fenchel-Transformation)
Sei X ein vollstdndiger Raum und X* sein Dualraum, so heift fiir eine Funktion f € C'(R)

fa”) = sup{(x, 2" ) — f(a)},

zeX

(@) = sup {{z,27) = f(27)}

rreX*

die Duale bzw. Biduale von f.

3.3 Maflwertige Losungen

In diesem Abschnitt fithren wir maflwertige Losungen fiir Systeme von Evolutionsprobleme
ein. Im ersten Teil wird die Definition einer mafiwertigen Funktion erértert und anschlies-
send im zweiten Teil dieses Abschnittes die Losung charakterisiert. Der dritte Teil des
Abschnitts faft die Resultate aus [50] zusammen und verallgemeinert sie auf den Fall
1 < p < 2. Im letzten Teil des Abschnitts behandeln wir die mafwertige Losungstheorie
basierend auf der Arbeit von D. Kinderlehrer und P. Pedregal [32].

Mafiwertige Losung

Sei q : RY — RM der Gradient eines C'(R™;R) Potentials ®, d.h.
q(A) = Vo(A) VA eRY.
Es seien folgende Bedingungen erfiillt:
(i) Wachstumsbedingung fiir p € (1,2)

1B(A)| < C(1+|AP) und (AP —1) < D(A) VA e RV,
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(ii) Die Bedingung
ker(A.q(A)):={AeRY; Aq(A) =0} c {AeRY; |A <po} fiir ein py > 0,

wobei (.) das euklidische Standardskalarprodukt auf RY bezeichnet.
Betrachte das Problem: Finde u : Q7 — R, so daf} gilt

ur —div(q(Vu)) = 0 in Qr, (3.2)
u(+,0) = wo in (3.3)
qVu)n = 0 auf 002 x (0,7].

Eine Funktion u € L>(0,T; L*(Q))NL*(0, T; WP(2)) mit u; € L*(0,T; L*(Q)) ist eine
maBwertige Losung des Problems (3.2)-(3.4) auf Qr, falls eine mafiwertige Abbildung

v (z,t) = v, € Prob(R"Y)
vom Raumzeitzylinder Q7 in Prob(RY), dem Raum der Wahrscheinlichkeitsmafie, mit
(ue, w) + ({a(A), vee(A)), Vw) =0 Yw € WH(Q)
fast iiberall in (0,7") existiert und falls

Vu = (Idy,v,,) fast @iberall in Qr, (3.5)
u(z,0) = wo(z) firze
gilt. Hier bezeichnet Idy : RY — R die Identitit im RY.

Wir nennen die mafwertige Losung (u, v) eine WlP-mafiwertige Losung von (3.2)-(3.4),
falls v ein W'P-Gradienten-Young’sches Maf} mit

"
//((u,q)-V§+ut§)dxdt:0, Ve € C(Qr), (3.6)
)4

(Vena-1dy) = (Ve @) - (Ve Idy) Ll in Qr, (3.7)
suppres C {AER" : 6(A) = 6™ (A)}  fi in Or, (3.8)
w(2,0) = wlz) inQ (3.9)
aVa)n = 0 aufdQ x (0,7 (3.10)

ist. Zur Verallgemeinerung der Resultate aus [50] benotigen wir das folgende Resultat aus
[7]:

Satz 3.3.1. Sei S C RY Lebesque mefbar, K C RM eine abgeschlosse und bschrinkte
Teilmenge und z; : s — RM eine Folge von Lebesgue mefbaren Funktionen mit 27(-) — K
im MafSe fiir j — oo, d.h. fiir jede offene Umgebung U von K gilt

lim{y € S; 2/(y) ¢ U} = 0.
Jj—00

Dann existiert eine Teilfolge 27 von 27 und eine Familie {v,}, y € S von positiven Mafen
definiert auf R™, mefibar in Bezug auf y, so dafs
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(i)

| vy llprob@yy = /dl/y <1 fir fast alle y € S,
RM

(i)

suppv, C K fiir fast alle y € S,

(iii)
F(Z7%) = (v, £) in L=(S) fir alle f € Co(RM).

Und somit erhalten wir, vergleiche auch [50], das folgende Lemma:

Lemma 3.4. Sei Q C RY und {27} eine Folge mit 27 : R, x Q — RN beschrinkt in
L>(0,00; L*(2)). Dann gilt

(i) Es existiert ein z € L=(0,00; (L*(Q))™) und eine Teilfolge {z*}, so dap 2% = z in
L>(0, 003 (L*(2))™).

(ii) Die so erhaltene Teilfolge {z7*} erfiillt

limsup{y € SN Bg; |z7*(y)| > i} =0

k—00,i
fiir alle R > 0, wobei Bg := {y € RY ; |y| < R}.
(iii) Fir jede stetige Funktion f mit
(A <CO+]AP), 0<p<?2, AecRV
und jede beschrinkte Teilmenge B C Q x RN gilt

f(z") = (v f) in LY(B).

Wir werden nun den Existenzsatz aus [50] einer mafiwertigen Losung des Problems
(3.2)-(3.4) fiir den Fall 1 < p < 2 verallgemeinern.

Satz 3.3.2. Es ezistiert eine mafiwertige Losung (u,v) des Problems (3.2)-(3.4).
Beweis:

1. Hilfsproblem
Betrachte das Hilfsproblem: Finde u¢ : Q7 — R, so daf} gilt

ul — div (q(Vu)) +eA*u* = 0 in Qr, (3.11)
u(-,0) = wug in (3.12)
OAu*
. 0 auf 9Q x (0,7], (3.13)
O ) auf 0 x (0,7]. (3.14)

on
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Mit Hilfe der Monotonen Operatorentheorie [60] folgt die Existenz einer Losung
we L20,T; W22Q)) N C(0,T; Wh2(Q)) mit u, € L*(0,T; L*(Q)) fiir jedes € > 0.

2. A priori-Abschditzungen

Formales Testen von (3.11) mit u¢ ergibt die Abschétzung der Integration in der Zeit:

T

1 € € € € 1 €

0 [omaan + el S sy + [ [ (Va9 do de < 5100) oy
0 Q

Formales Testen mit uj ergibt nach Integration in der Zeit:

€ € € €
i Bz + 5180 Borianiay + esupien [ S(Tu() da
Q

€ 6 €
< [ Ovu) do+ 51 Au(0) [y
Q

Zusammen mit der Wachstumsbedingung ergeben diese Abschéitzungen
€ € € €
| ||%2(0,T;L2(Q)) + §|| Au ||%2(0,T;L2(Q)) + [Ju ||L°°(O,T;W17P(Q))

< CJu(0) 2o +/q>(vuf(0)) d.
Q
3. Charakterisierung des Grenzobjekts

Sei p* der Sobolev-Exponent 1 < p* < ]\2,—1172 Aus den gleichméfligen Abschétzungen und

dem Satz von Rellich folgt die Existenz eines Objektes
€ L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Wh(Q)) mit 4, € L*(0,T; L*(Q2)) und einer Teilfolge u*
(nicht umbenannt), so da8

Vu* > Vi schwach-* in L=(0,T; L*(Q)),
ut — U stark in L>(0,T; L¥" (Q)),
up — Uy schwach in L?(0,T; L*(Q)),
uc(t) — u(0) in L*(Q) fiir t — 0.
Aus Lemma (3.4) angewendet auf die beschriankte Folge {Vu<} folgt die Existenz einer
Teilfolge {u¢} (nicht umbenannt) und eines Mafles v, so daB fiir fast {iberall in (0, 7 gilt

e—0

(uf, w) + (q(Vue),Vw) =0, — (i, w)+ ({q,v), Vw) =0 Yw e W.

Hier ist W = {w € C*(Q); %% = 0}. Mit einem Dichtheitsargument folgt dann die
Existenz einer mafiwertigen Losung (u, v).

O

Bemerkung 3.3.3. In Hinblick auf die folgende Finite-Elemente-Approximation des Mo-
dellproblems wollen wir folgendes vermerken. Wie in der Arbeit von H.W. Alt und S. Luk-
haus [2] kann anstelle der Stabilisierung durch einen Term vierter Ordnung ein Galerkin-
Ansatz gewdhlt werden. Der Parameter e miifite dann durch die Zeitschrittweite beziehungs-
weise durch die Gitterweite ersetzt werden. Dieser Ansatz sichert dann die Konsistenz der
Finite-Elemente-Approzimation des Problems.



Kapitel 4

Finite-Element-Approximation und
Konvergenzraten

4.1 Nichtdegeneriertes Beispielproblem

Sei @ c RN, N = 2, ein beschriinktes, offenes Gebiet mit Lipschitzrand 0. In diesem
Abschnitt wird das folgende nichtdegenerierte Problem vollstindig diskretisiert: Finde w :
Qr =2 x (0,7] — R mit

uy — div (a (|VR0u|2) Vu) = 0 inQ@p,

u(0,-) = wy in Q, . (4.1)
Gu = 0 auf 09 x (0,7].

Die Behandlung dieser Gleichung dient hauptséchlich der Einfithrung von Notation und
Begriffen. Es handelt sich trotz der Regularisierung um ein nichtmonotones Problem,
die Regularisierung in der Nichtlinearitéit fiihrt aber auf ein nichtdegeneriertes Problem.
Zum Aufstellen von Fehlerraten werden Dualitéitsargumente verwendet, die Regularitéits-
anforderungen sowohl an die Losung als auch an die Nichtlinearitéit stellen. Hier bezeichnet
a € C*(R) eine glatte Funktion und R, : L*(Q)Y — C*(Q)" einen L%-stetigen Operator
mit Regularisierungsparameter o € (0, 1).
Fiir den Regularisierungsoperator soll gelten, dafl fiir Konstanten c,, C, € R, gilt:

(i)
0<c, <|VR|*<Cy, |d(|[VRv|?)| < Cy, fiirallev € LY(Q)  (4.2)

(i)
|IVR,u| < C,. (4.3)

Wir wéhlen dann ¢ in Abhéngigkeit von a und R, beziehungsweise von ¢,,C,, so daf fiir
¢, C' >0 gilt

(i)
0<co<a(l[VRw[?) <1, |d(|VR|})| < C, fiir alle v € L*(Q) (4.4)

(i)
Va(|VR,ul?)|* <

alQ

19
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Weiterhin sollen folgende Voraussetzungen erfiillt sein:
(HE1) ug(z) € L=(Q) N HY(;R) mit 0 < ug(x) < 1,
(HE2) Q C R? ein Polygongebiet,

(HE3) Te Rt :={z € R; 2 > 0}.

Wir werden in diesem Kapitel die von u unabhéngigen Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 fiir
verschiedene Abschiatzungen ohne Umbenennung verwenden.

Satz 4.1.1. Sei ug € L*(?). Dann existiert eine eindeutige Funktion u : Q :— R, so daf
uwe C(0,T; L*(Q)NL*0,T; H' () und (4.1) im distributionellen Sinn erfillt ist. Fiir
die Losung gilt sogar w € C* (2 x (0,T7).

Beweis:

Vergleiche [17].Wir verwenden ein Fixpunktargument. Definiere den Teilraum
W(0,T) := {v e L*0,T; H(Q)),v, € L*(0, T; (H'())")} ,

der versehen mit der Graphennorm zum Hilbertraum wird. Betrachte das Problem: Suche
zu festem v € W(0,T) N L>(0,T; L*(f)), wobei
| v || oo,z < [l wo |l 22,

ein v’ € W(0,7") mit
(u?, x) + <a(|VRov\2)Vu”, vx> —0 Vxe HY(Q) ti. in [0,T],

mit u?(0) = up € L*(Q). Mit der Voraussetzung (4.4)-(4.5) finden wir mit Standardmet-
hoden fiir parabolische Evolutionsprobleme eine eindeutige Losung (siehe [29]), [34]). For-
males Testen mit y = u” in (4.1) ergibt

[ @ [[L20mm1@) < Co™Hlug I22() (4.6)
lu® |2z < lluollzz@) (4.
und Testen mit beliebigen y € L?(0,T; H'(Q)) mit || x || < 1 fithrt zu

sup (u}, x) < [la ol Va | < [ VU’ [[2@) < Co M uo |z (4.8)
X€H Q)] x 11

und somit zu
1 2, @y < Co™ luo ll e

mit einer Konstanten C' > 0, welche von v und ¢ unabhéngig ist.

Betrachte nun die Teilmenge
Wy :={veW(0,T); w erfillt (4.6), (4.7), (4.8) und w(0) = up}

von W (0,T) und definiere somit den Losungsoperator L : Wy — Wy durch v — u. Da W,
eine konvexe, nichtleere, schwachkompakte Teilmenge ist, erlaubt die schwache Stetigkeit
des Operators L die Anwendung des Fixpunktsatzes von Schauder, (siehe [49]). Da W (0,T)
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kompakt in L*(0,T; L*(Q2)) eingebettet ist, folgt die Existenz eines u € Wy mit v = Lu
und somit die Existenz einer Losung des Ausgangsproblems. Um die schwache Stetigkeit
zu zeigen, betrachte eine Folge w; — w schwach in W, und betrachte u; := Lw;. Mit dem
Einbettungssatz von Rellich [49] erhalten wir eine konvergente Teilfolge u;, mit

up, =@ in L*(0,T;H'(Q) w; =~w in L*(0,T; H'()),
up, —u in L*(0,T;L*(Q))  w; —w in L*(0,T; L*()),

auk‘j ou . 2 . 1 ! awj Ow
_ in L (O,T7 (H (Q)) ) 6‘% 89:,

2 72
T o in L*(0,7; L*(2))

fiir + = 1,2, und somit gilt wegen der Stetigkeit des Regularisierungsoperators und der
Funktion a
a(|Vw,|*) = a(|[Vw[*) in  L*(0,T; L*()).

Somit konnen wir zum Grenziibergang in Luj, iibergehen und erhalten Lw = u. Aus
der Eindeutigkeit der Losung bzw. aus der Injektivitat des Losungsoperators ergibt sich,
dafl die ganze Folge schon in W (0,7T) gegen u = Lw konvergiert.

Die Regularitat der Losung u € C°°((0, T x$2) 1a8t sich mit einem bekannten Bootstrap-
Argument zeigen. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Gronwall-Lemma. Beide Beweisschritte
sind in [17] zu finden.

O

Fiir den urspriinglichen Fall R,(v) = G, % v des GauBlkerns ist die Vertauschungsre-
gel VG, = G, * Vu anzuwenden und der Operator durch gespiegelte Randdaten stetig
differenzierbar fortzusetzen.

Finite Elemente

In diesem Abschnitt werden Finite Elemente eingefiihrt, welche zur Ortsdiskretisierung
verwendet werden. Ein Element einer Triangulierung 7}, sei ein Dreieck, welches mit 7;
oder abkiirzend mit 7 bezeichnet wird. Weiterhin soll gelten:

1. Q= U7y, (folgt aus der Eigenschaft: (2 ist ein Polygongebiet).
2. T}, ist regulér im Sinne von [15] (S.108, Definition (4.4.15)).

3. T}, ist zuléssig, d.h. keine Ecke eines Dreiecks liegt im Inneren einer Kante eines
anderen Dreiecks.

Sei also 7}, eine reguldre Triangulierung von €2 mit max,e7, 7 < h und Sj, eine Familie
von endlich-dimensionalen Unterrdumen von H'(2) definiert durch

Sp={x€C’(Q) : X‘T ist linear V7T € T}, }. (4.9)

Sei 1T, f € S), der Cstiickweise lineare Interpolant der Funktion f, also gilt IT, f(z*) =
f(«*) fiir alle Knoten 2* der Triangulierung T},. Wir fithren die Notation (f, g) = Jo fgdx
und

(f,9)n = /Hh(fg) dx

Q
ein.



KAPITEL 4. FINITE-ELEMENT-APPROXIMATION UND
22 KONVERGENZRATEN

Ortsdiskretisierung mit FEM

Wir folgen in diesem Abschnitt Thomée [53] (S.209 ff) und fithren die Beweise in ab-
geiinderter Form aus, um den Einfluf} des Regularisierungsparameters o zu analysieren.
Zuerst behandeln wir das semidiskrete Problem: Fiir ¢t € (0,7 finde u(t) € Sy, so daf§

( Uty X ) + ( a(|VRUUh|2)VUh, VX) =0 VX S Sha le (07T]7 (410)

uh(O) = Phuo, (4.11)

wobei P, die L?-Projektion auf S), ist. Wir setzen N, := dim S,. Die endliche Folge
{D, };Vz’l bezeichne die Standardbasis von Sy, bestehend aus den Funktionen ®;(27) = ¢;; =
Kronecker Delta, fiir alle Knoten x7. Dann 148t sich (4.10) mit uy(z,t) := Z;V:hl a(t)®,(z)
schreiben als

2

Ny, N,
STah(t) (2, 0)+ Y a; | a VO, Ve, | =0 (4.12)
j=1

J=1

Np,
VRU Z (8%} (t)q)l
=1

fﬁrkzl,...,Nh.
Durch Setzen von a := a(t) = (a1 (t),...,an,(t))" und das Einfithren der Matrizen
A = (aji), Bir = (b)) und C' = (¢5;) mit Elementen

2

Np
ajp = (®;,Pr) , b= | a ‘VRUZal(I)l Vd,, Vb,
=1

148t sich das System (4.10)-(4.12) umschreiben zu
Ad'+ B(a)a=0 fir j €[0,7] mit «(0) =7,

wobei 7 die Knotenpunkte von u{ bezeichnet.

Mit der Annahme (4.4) sind die Matrizen A und B(«) positiv definit. Das Problem hat
somit eine Losung, die sich durch folgenden iterativen Algorithmus berechnen 1a8t. Setze
oy, 1= a,(t) und betrachte das iterative Schema mit Startwert og(0) = ~:

A, + Blay)a, =0 fir ¢t e[0,T). (4.13)
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Konvergenzanalyse der semidiskreten Gleichung

Sei w € H'(Qr) N L*(0,T; H*(Q)) die Losung von (4.1) und Uy, die Lésung von (4.10).
Zur Fehleranalyse des semidiskreten Problems zerlegen wir den Fehler in

Up,—u= (U, — Eu)+ (Eu—u) =: 0+ p,
wobei E : HY(Q) — Sj, der elliptische Operator, definiert durch

(a(|R,Vu®))Eu(t), Vx ) = (a(|VRyu(t)|)Vu(t),Vx ) Vx €Sy, fiir fast alle(t € §O,T],
4.14
ist.

Lemma 4.1. Uy(t) erfiille (4.10)-(4.12). Dann gilt

a2 | p(t) 2 + Rl Vo) |2 < Cio AP lulmeg), (4.15)

o1 pu(®) ey + B Vorlt) ey < Coo™ 302 (unl oy + 0 il o)) (4.16)
firt € (0,T) und Konstanten Cy,Cy > 0, die unabhingig von h sind.
Beweis:

Wir teilen den Beweis in zwei Schritte auf. Die Gleichungen (4.15) und (4.16) werden
nacheinander bewiesen. Die Bezeichnung der Konstanten C' wird nicht gedndert, solange
sie unabhéngig von o und h ist.

Erste Gleichung

Mit Hilfe von (4.5) erhalten wir fiir x € Sp:
Co||V(Eu — u) ||%2(Q) < (a(|VReul)V(Bu — u).V(Eu—u) )
= (a(|[VRul)V(Bu—u).V(x —u) )
< V(B =) [l V(e = x) 2@,

und das Ersetzen von x durch den Standardinterpolanten IT,u von u ergibt || Vp |12y <
Co~'hlu| g2 (o) und somit den ersten Teil von (4.15).
Das Betrachten des dualen Problems

—div (a(|VRsul?)) Vi) = =Va(|[VR,u|*). V¢ — a(|[VR,ul*) Ay = ¢, ¢ = 0 fiir 99
ergibt mit Hilfe der Ungleichung von Poincare

Col| VY |20y < (al(|VRul?)VY, VY ) = (¢,9) < |6 2@l ¥ [l 2@
und somit || Vi) || 12 < Co™ | @ 12(0). Weiterhin erhalten wir mit (4.5)
Coll AY || 20y
Cll a(IVR,u*) At || 2y < Ol ¢ + Va(|VRul*) VY | 20
Cllé 2@ + Ol VY 2@l Va(| VRyul?) | 1
CL+072) (116 2@ + | V¥ [l12(0)
Co™ 2] 6 |12,

oll Y || a2

IAIA TN

VANVAN
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und das duale Problem getestet mit y = I, ergibt mit (4.14)

(Bu—u0) = (VR V(Bu-u)) = (a(|VRuP)V(Eu — ), V(1 — ) )
< Ch|VEu —ullp2)| ¥ |m2)
< CU—§h2|U|H2(Q)H ¢ |22

Mit ¢ = Fu — u folgt der zweite Teil von (4.15).

Zweite Gleichung

Differenzieren von (4.14) in der Zeit ergibt:

(a(|VRul*)Vp,, VX )+ (a([VRu|*):Vp, Vx ) =0, Vx €S,

und somit

Col| Vp ||%2(Q) a(|V Ryul*)V i, Vp, )

af|VR,u?)Vpr, V(x — ) ) + (a(|VRoul?) V1, V(Eu, ~ X))
= (a(IVRu*)Vpr, V(x — ) — ((al|VRsul):Vp, V(Eu, — x) )
< Ol Vol Vx — w) [l 2@

Co™2|| Vp |2 (| V(Eu — w) [[2200) + || V(ue — X) || 2(0))-

|
—

+

Das Setzen von x = II,u; und die Benutzung der Young’schen Ungleichung fiithren zu
ol Voilliz@ < Chlud oyl Vior |2 + CO-_%h2|ut|§{2(Q) +(Co™?[ Vplliz)

+ 21 Vellie)

< C’a‘lh2|ut\§{2(m + CU_%hz‘utﬁp(Q) + CU_4h2|“‘§{2(Q)

wobei wir || Vp |2 < C’ha‘1|u|H2(Q) aus dem ersten Teil des Beweises benutzt haben.
Somit haben wir den zweiten Teil der zweiten Gleichung (4.16) gezeigt.
Wir betrachten das duale Problem

—div(a(|VRyu[)VY) = ¢ mit 1 = 0 fiir 90

und erhalten

(pr.9) = (a(|lVRul )th,W) = (a(|VR ul*)Vpi, V(i — x) )
+ (a(lVRul*):Vp, V(i —x) ) — (a(|[VRu|*)Vp, Vi) ) .

Setze x = II;3. Dann folgt
[(pe, 9)| < Chl| Vo l2@ll ¥ | 52(0) + Cho -3
< Ch2o 1 <|Ut|H2(Q) +U_1|Ut|H2 )
o

+ Cho 2 (ha_la_%|u|§{2 + ho™

(Ve ezl ¥ lmze + 1| Ve llzoll ¥ la2w)
o 2| ¢ ||L2

D16 llz2e)

5
2

und mit ¢ = p; folgt

| pellzey < Co~ 5 h2 <|ut|H2 + 0 ul o ))

und somit der erste Teil von (4.16).
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O

Lemma 4.2. Fiir den Operator E gilt
| VEu ey < € (07 ul oy + | Vit lrey) V€ [0, 7] (4.17)

mit einer Konstanten C' > 0, die nicht von o oder h abhdngt.
Beweis: Aus der Ungleichung
1
IVx =@ < 2l VX iz VX € S,

[15] (S.111 ff) folgt

1
|V (Bu —ILu) [|re@) < ﬁ” V(Eu — u) || 120

1
< 7 (| V(Eu — ) |22 + || V(v — Hu) [ 120 -

Addition von || VI u || z(o) auf beiden Seiten, Lemma (4.15), Anwendung der Dreiecks-

ungleichung
|V (Bu — ITpu) ||pe@) + || VI ||pe@) > || VEU || L= @)

und
| VIIpu || L) < C| V|| e

zeigen die Behauptung.

O

Satz 4.1.2. Seien Uy (t) und u(t) die Losungen der Probleme (4.10)-(4.12) bzw. (4.1) mit

der Regularititsannahme aus (4.1.1). Dann gilt
1U(t) = ult) ll12(0) < CllUn(0) = uo || 120y + €702,
Hier bezeichnet C(o) := Co™3 eine von o abhingige Konstante.

Beweis: Betrachte © = U), — Fu und

©00) + (aVRULIVO,Vx) = = (Bus, x) — ((|VR,Up )V B, V)
— (u, X) = (a(|VRou*)Vu, VX) = (Euy, x) = (a(|VR,Us|*)VEu, V)
= —(px) + ((a(|VRouP?) = a(|VR,U, %)V Eu, Vx) ,

wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaft (4.14) benutzt haben.
Mit x = O folgt

|© H%Z(Q) + Col| VO ||%2(Q)

IA

4
dt

IA

¢ <|| P H%Z(Q) + 072 Vu [ Feoy(ll o H%Z(Q) +1© H%Z(Q

L pelliz) + Cl VEu ooyl v = Un 2@l VO 2@

>)>
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Die Abschéatzungen (4.15)-(4.17) und Integrieren in der Zeit ergeben:

T
19 T~ori2y < 116(0) ||2L2(Q)+C/||th||2L2(Q) dt
0

T
— 2
[ (o by + 190 i) (101 + 18 ) .
0

Die Abschétzung

1e(0) | 1 Byu(0) — w(0) || 2oy + || Bu(0) — u(0) |20

<
< [ Pu(0) = w(0) [l2(0) + Co™ h*[u(0) | e

zeigt zusammen mit dem diskreten Gronwall-Lemma die Behauptung.
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Konvergenzanalyse der volldiskreten Gleichung

Fiir 0 < n < Ty sei t" := n7, wobei 7 € (0,1), so daB8 Ty € Nund T = Ty7 = tI¥ gilt.
Setze u™ := u(t", ) und sei I,, := (t" — ") und O"u" := 771 (u™ — u"!). Wir betrachten
nun das vollstindig diskretisierte Verfahren

a =7, AT B(a™)a™ = 0.

Dieses ist dquivalent zur schwachen Formulierung

(07U, x) + (a(|VR0U"\2)VU", Vx) =0 Vx € Sh (4.18)
mit 1 < n < Th,
ur e 5y,
U’ = Pu.

Lemma 4.3. Die Lisung U™ von (4.18) existiert.

Beweis: Durch die Multiplikation der Gleichung (4.18) mit 27 wird die Abbildung
G : S — Sy, definiert durch

(GU™),x) =2 (U"=U"",x) + 27 (a(|VR,U"*)VU", Vy),

eingefithrt. Diese Abbildung G erfiillt die Annahmen des Brouwer’schen Fixpunktsatzes
[49](Seite 34), da

(GU),U) = (1+207) | U 7o) = 1 U™ [720) = 0
fir U € {V |V = [JU ||} und besitzt einen Fixpunkt. Sukzessive Anwendung des
Arguments fiir 1 < Ty ergibt die Behauptung.
U

Satz 4.1.3. (Konvergenzrate)
| U™ = ulty) |2 < C U — v || 2y + Cec(")|u|H2(Q)(h2 +7)  fir allet, € (0,7].
Die Konstante C(o) hingt polynomial von o ab.

Beweis: Setzen von 0" := U™ — Eu” fiihrt zu

070", x) + (a(|[VR,U"*)VE", V)
= —(0"Eu",x) — (a(|[VR,U"*)VEu",Vy)
= —(0TEu" —u},x) — ([a(|VR,U"?) — a(|[VR,u"|*)][VEuU", V)
—(
—(

u}\x) — (a([ VRV Eu", V)
o — uf.x) — ([ VR,U"P) — al |V R [PV Eu, ) — (070" )

wobei wir im letzten Schritt die Orthogonalitit (4.14) ausgenutzt haben.
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Setzen von y := 0" fithrt zu
O 0" 720y + coll VO™ |72y < Co™* (H 0" |2 + 1l 2" ||2L2(Q>)
+ (10w = ey ) + Co 17" 2y

Dies zeigt
(1 - CTO'_3) || 0" ||%2(Q) < H en—l ||%2(Q) + CTRn
mit
Ry :=0"? (|| P ||%2(Q) + |07 u" — H%?(Q) +o | orp" ||%2(Q)) )
und fiir 7 klein genug (7 < ¢?) ergibt sich

16" ||%2(Q) <(1+Co7%r) 6"t ||%2(Q) + CTR,.

Rekursive Anwendung ergibt

10" 1”7 < (14 Co™7)" || 6°|I” + CTZ (14+Cr)" 7 R; < Co™™ <|| 0° |12 + TZ Rj>
j=1

i=1

fiir ¢, € [0, 7. So folgt aus || p" || < C(u)o~2h?

nymwnﬂw/mwnsowwﬁw
In

und

HWW—WHIFﬂ/@—%WMQ%HSaWﬂ
In

so daf gilt .
R, < C(u)o~2(h* +77).

Somit folgt die behauptete Konvergenzrate.
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4.2 CGFEM und Quasinormabschitzungen

Sei T' < oo der Endzeitendpunkt, Q C RY ein polyhedrales Gebiet (N=2) und Qr :=
Q x (0,7) der Raumzeitzylinder. In diesem Abschnitt werden wir das folgende Problem
mit dufleren Einheitsnormalenfeld n an 92 betrachten.

Finde u : Qr — RM™, (M=1), so daf

— div (ps(Vu)) = 0 in Qr, (4.19)
ps(Vu).n 0 auf 9Q x (0,77,
u(+,0) = wy in Q.

Dabei ist ps; der Gradient eines konvexen C'-Potentials, d.h.
Vo5 = Pps
mit der Wachstumsbedingung
c(|s]"** = 1) < ¢s(s) < C(Is[** +1) (4.20)
fiir zwei Konstaten C' > ¢ > 0 und 4 € (0, 1). Zusétzlich soll ps die Struktur

N M a
ZZ )i — " UBBy>c(k+|A) N |BP  fiir A, Be RVM

fiir k > 0 besitzen. Wir bezeichnen mit u(x,t) die schwache Losung im Sinne von
(ug, ) + (ps(Vu), Vo) =0 Vo € WHT(Q)  fiir fast alle ¢ € (0,7 (4.21)

mit ug € WH+(Q).

Vorbereitend auf die folgenden Kapitel wird in diesem Abschnitt die volldiskrete App-
roximation des Problems (4.19) behandelt. Dabei wird im Ort eine kontinuierliche Finite-
Element-Methode (auch Continuous Galerkin Finite Element Method, CGFEM ) benutzt.
In der Zeit wird mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens diskretisiert.

Im Fall des elliptisch degenerierten p-Laplace sind keine optimalen Fehlerabschétzung-
en in Sobolevraumen oder gewichtete Sobolevrdume zu erreichen. Dies motiviert Ab-
schitzungen mit Hilfe geeigneterer Normen. J.W. Barrett und W.B. Liu fiihrten Quasi-
normen || - ||(vy) zur Fehlerabschétzung degenerierter Probleme ein, cf. [11], [10], [37]. Fiir
eine degenerierte Funktion S mit p-Struktur gilt die Relation

| V= VU o= / (S(Vu) — S(VU)) (Vu — VU) da

Q

mit 1 < p < oo, und somit sind Abschétzungen der Bestapproximation bzgl. dieser Quasi-
norm moglich, d.h.

| Vu = Vup [[(va) < cinfyes, || Vi — Vv,

wobei u die schwache Losung und uy, die Finite-Element- Approximation von u im endlich di-
mensionalen Raum der Finiten Elemente S}, bestehend aus stiickweise stetigen Funktionen,
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ist. In [27] wurde die Theorie der Finiten-Elemente-Interpolations-Fehlerabschétzungen fiir
Quasinormen verallgemeinert und das Resultat

| Vu — Vuy, ||%Vu) < ch? / \VulP~2|V2ul? dr
0

bewiesen. In einer Reihe von Arbeiten wurden zur Abschitzung von a priori- und a
posteriori-Fehlerabschitzungen Quasinormen verwendet, siehe [27], [36], [37], [38]. In diesen
Arbeiten wurden optimale Fehlerraten bzgl. der Quasinorm, d.h. in der Form

I Vu = Vuy, [[fg,) < ch?,

hergeleitet. Fiir parabolische Gleichungen sind nur suboptimale Abschétzungen in der Zeit
hergeleitet worden, wie

I — g |7 1, 20y + | VU= Vg 71, 1oy < ¢k a € (0,0.5)
mit der Losung w des parabolischen Problems mit p-Struktur und «* der zeitdiskreten

Losung gewonnen aus dem impliziten Euler-Verfahren.

Notation

Sei weiterhin N = 2, M = 1. Zusétzlich zur Notation aus dem vorherigen Kapitel benttigen
wir eine Quasinorm

2

1 V0 gy = /(/{+|Vw|—|—|Vv|)P—2|Vy|2+|U|2d9§
Q

Wir definieren zudem fiir £ > 0 die Funktion Py : RV*M — RN¥XM durch
Ps(B) = (k+|B))'z B
und vermerken, dafl fiir alle A, B € R¥*M gilt ([26](Lemma 4.1)
| A= BP*(k + [B| +|A])"" < (ps(A) —ps(B)) (A~ B) (4.22)

(ps(A) —ps(B)) (A— B) < C|Ps(A) — Ps(B)[ (4.23)

(P5(A) = ps(B)) (A= C) < €¢[Ps(A) = Ps(B)|* + Cc|Ps(A) — P5(C)|* (4.24)

mit Konstanten ¢, C' > 0, die nur von ¢ abhédngen und mit einer Konstanten C,, die noch
zusétzlich von € > 0 abhéingt. Es sei vermerkt, dafi die folgende Ungleichung gilt:

A+ )P 2y < SN+ p)P 20 4 cs( N + v)P 202 (4.25)

Thre Giiltigkeit wurde zum Beispiel in [11] bewiesen.
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Diskretisierung

Fiir 0 < n < Ty setzen wir t" := nr1, wobei 7 die Schrittweite in t-Richtung ist, 7" := ¢V,
u™(z) = u(x,t"), und fir 1 < n < Ty sei I, == ("1 "), 4 = %fln u, @’ = u® und

u™ = L(u" — u"""). Das vollstindig diskretisierte Problem (4.19) ist gegeben durch:
Finde die schwache Losung U™ von

(070", x) + (ps(VU"),Vx) =0 Vx €5, (4.26)
mit 1 <n < Ty,
ur e Sy,
U° = Plu,

wobei P ein geeigneter Interpolationsoperator, siche z.B. [48], ist. Wir definieren U :
Q x I — RM durch

[ U%x) firt=0,
Ulw,t) = { Un(z)  filr toy <t <t,.

Existenz, Eindeutigkeit und a priori-Abschitzungen

In diesem Abschnitt wird die diskrete Losung charakterisiert.

Lemma 4.4. Das Problem (4.26) besitzt eine eindeutige Losung {U" }ocp,cp, C Sh-
Beweis:

Wie im vorangegangenen Abschnitt, lasst sich U™ durch

U™(z) := Z a;®;(z)

darstellen. Somit 148t sich die Gleichung (4.26) umschreiben zu
Aa™ + 7B(a™)a™ = Aa™

Aus der positiven Definitheit der Matrizen A und {B(a™)} folgt die Eindeutigkeit und
Existenz einer Losung.

O

Lemma 4.5. Unter der Bedingung (4.20) folgt, daf

sup || VU™ [[L2() + 7 VP5(VU") [[12(0) < ¢(U”)

1<n<Tn

qgilt.
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Beweis: Wir folgen den Ideen aus [24] mit DA*U"(x) = ﬁ (U™(x + Az) — U™(x)) fiir

Az € RV \ {0}. Multiplizieren von (4.26) mit D=2 DA*[" ergibt
(0DA* U™, DA*U™) + (D (ps(VU™)), DA*VU™) = 0
und es folgt
S0 DYU™ gy + el DA (RA(VU™) [y <0
Summieren iiber 7 3N ergibt

Np
sup|| DA*U™ ||%2(Q) + TZH DA (Ps(VU™)) ||%2(Q) < | D> U° ||%Q(Q)‘

n=1

Mit der Eigenschaft der Differenzenquotienten folgt die Behauptung.
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Konvergenzrate

Nun werden Aussagen der asymptotischen Konvergenz der FEM-Approximation hergelei-
tet. Diese Aussagen werden fiir den néchsten Abschnitt entscheidend sein, tragen aber ein
eigenstindiges Interesse. So laflen sich unter zusétzlichen Regularitdtsbedingungen opti-
male Konvergenzraten herleiten.

Theorem 4.6. Seiu € L>=(0,T; L*(Q)) N L0, T; WHH9(Q)) und
u, € L*(0,T; L*(QQ)) die Losung des Problems (4.19) und U™ die Lésung des diskreten
Problems (4.26). Dann gilt:

TN
sup| U™ — " |72y + 7 > | Ps(Va") = Ps(VU™) 720 (4.27)
n n=1
TN TN
<O | Pl =" [F2) + C D 7l Ps(VU™) = Ps(VPU") |72
n=1 n=1

oy / | Ps(Vult)) — Ps(Vu") [2agy dt.

n=1 I,
Unter den zusdtzlichen Voraussetzungen

uy € WhH(Q)Nnwhotl(Q)
div(ps(Vuo)) € L*(Q)

he < er a=1-9¢

erhalten wir die Fehlerabschdtzungen

TN
supl| u™ — U" H%z(ﬂ) +ecr ZH Ps(Vu") — Ps(VU™) ||2L2(Q) < COh*+ 1), (4.28)
n n=1
die bezogen auf die Quasinorm
T
Ju—-U ||2Loo(o,T;L2(Q)) + C/H Vu — VU H?Vu(t)) dt < C(h* +7?) (4.29)
0

optimal sind. Hier sind ¢, C > 0 zwei von h und T unabhdingige Konstanten.
Beweis:
Setzen von E" := u" — U™ und anschliefendes gewichtetes Summieren iiber 7 ZZZ o ergibt

TZ (0"u", x) + TZ / (ps(Vu(t)),Vx) dt =0  Vx € S.

n=1 I,
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Setze x = PYE™. Subtraktion von (4.26) von dieser Gleichung ergibt unter Benutzung von
(0"E", P)E™) = (0"E", E") + (0" E", PJu" — u")

d
R Tn 1 1 ,7_2 Ty
TY (0B E") = SHE™ Iie@ = 51 E e + 5 D MOTE™ 72
n=0 n=1
die Abschéitzung
T, T,
B g+ TSN E e+ > [ (ps(Vu(t)) — ps (VU (ult) - U) ) d
2 L2(Q) 9 L2(Q) PsiVu Ps , VAU
n=0 n=0 I,
< I TZN (07E", Pyu™ — u") + TZN/ (pa(vu(t)) —ps(VUY), V (u(t) — Blu") ) dt
= 9 . y 4 h - ) h
n= n= In

v

2 L3 ()

T, T,
< T ZN:H O E" |72 + CZN:H Plu™ —u™ ||
S 3 L2(Q) h L2(Q)
n=1 n=0

Tn
+ 3 [ (paVutt) = pa(VUM), ¥ (ult) - ") ) .

n=1

wobei wir hier im zweiten Schritt die Cauchy-Ungleichung benutzt haben.
Mit Hilfe von (4.23) und mit der Wahl eines geeigneten € > 0 folgt

(Po(Vu(t) ~ ps(VU"). ¥ (ult) ~ ) ) < €| Py(Vu(t)) ~ P5(VU") [
+ COIPs(Vu(t)) = Ps(VPU") 120
und mit (4.22) folgt somit

TN

1 n

SNE™ gy + €3 [IPA(VA() = Po(VU") |30
n=1 I,

TN TN
< O | P = ey +C Y / I P5(Vu(t)) — Ps(VPIu") |32 dt.
n=0 n:lln

Addition von 327V, S IPs(Vur) = Ps(Vu(t)) |72 auf beiden Seiten und Anwendung
der Dreiecksungleichung

JIPSV) = Po(Fult) [y de + [IPA(Va) = Po(VO") [

> 7||Ps(Vu™) — Ps(VU™) H%?(Q)

auf den zweiten Term der linken Seite, bzw. Anwendung von
/H P5(Vu(t)) = Ps(VEU") |2 dt < /|| P5(Vu(t)) — Ps(Vu") |72 dt
I, In

+ 7| Ps(Vu") = Ps(VPU") [ 120
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auf den zweiten Term der rechten Seite ergibt

Tn

Supll E" |32y + o7 Y _IIPs(Vu") = Ps(VU") |72y < CZII u" = u" |72

n=0

Tn
+C> /|| P;s(Vu") = Ps(Vu(t)) |72 dt + 7| Ps(Vu") = Ps(VPu") [[72(

Dies zeigt die erste Behauptung (4.27).
Wir vermerken, dafl unter zusétzlichen Voraussetzungen gilt:

/ | Pa(Vu(t)) — Ps(Vu") [Zay di = / / | 78t(P5(Vu(s)) ds[? de dt
T//?‘&tPJ(VU(S))F ds dx dt

< //|8tP5 Vu()? dz dt

In
< COr%

IA

Anwendung der Approximationseigenschaft, cf. [15] (Seite 102ff),
lu = Blullgs) < bl ull e

und (4.24) fithren mit [27] zur Abschéitzung

TN
supll E" 30+ 7 Y _l| Po(Va) = Ps(VU") [y < C(H2 + 72).

n=1

Somit erhalten wir die zweite Behauptung (4.28). Die dritte Behauptung (4.29) ergibt sich
mit der Relation (4.22) und den Dreiecksungleichungen

supl| u(t) — U" 20 <C<SUP||U()—Un||L2 ot — U g )

teln

€ln

zusammen mit

?éllpH u(t) —n" |12 < )| O[T (s, L2(c))-

Fiir den speziellen Fall 6 = 0 und der p-Struktur

VA

po(VA) = VA

gilt das folgende Lemma:
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Lemma 4.7. Unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems gilt fiir den Fall
Po-

supl[ U = " [y ¢ [ (palVu(t) = po(VU")V (ult) = U") )t (430

nzoln

TN TN
<O B = e+ €Y [IVule) = VB 1oy
n=1

n:lLL

Beweis:

Wie im vorherigen Beweis ergibt das Setzen von E" := u"™ — U™ mit anschlieBendem
gewichtetem Summieren und die Subtraktion der diskreten Gleichung die Abschéitzung

2 In Tn
L E™ Py + 5 DN E ey + > / (Po(Vuu(t)) = po(VU™), ¥ (u(t) = U™) ) at
=0 "=r,
- Tn Tn
< 3 Zl (07 E", Pour — ) + ZO / (Po(Vult) — Po(VU™). ¥ (u(t) — Pu") ) dt
n—= n— I

1
+ §|| E° ||%2(Q)

T mn n n
< EZH@TE ||2L?(Q)+CZHP}(L)U —u ||2L2(Q)
n=1 n=0
Tn
+ 3 [ (po(Vat) = (VUM ¥ (u(t) — Pl ) de
n=1

nach dem Setzen von x = PYE™. Entscheidend ist nun die Abschitzung
(Po(Vu(t)), Vu(t) — VPu(t)) = |Vu(t) — VP u(t)| cos(a)

bzw.
(Po(VU™), Vu(t) — VPIu(t)) = |Vu(t) — VPu(t)| cos(a)
fiir alle  und ¢. Daraus folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 4.2.1. Die Resultate lassen sich einfach fiir den Fall N, M > 1 wverallge-
meinern. In dieser Arbeit schreibt das Anwendungsproblem die Dimensionen N = 2 und
M =1 vor.
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4.3 DGFEM fiir Quasilineare Gleichungen

Sei T' < oo der Endzeitendpunkt, 2 C R? ein polyhedrales Gebiet und Q7 := Q x (0,7)
Raumzeitzylinder bzw. hier zutreffender der Raumzeitkubus. Das konvexifizierte Problem
des Modellproblems fillt in die Klasse des im vorherigen Abschnitt behandelten Problems
(4.19). Sei also u(z,t) die schwache Losung, so daf fiir fast alle ¢ € [0, 7] gilt

(ur @) + (Ps(Vu), Vo) =0 Vo € W'(Q) (4.31)

mit uy € WH2(Q2). Wir erinnern daran, daff entscheidend war, dafi das Problem p-Struktur
besitzt, d.h.

S5 Py oy (132
7l=114k=1
fiir alle A, B € RVXM,

Dieses Problem wurde im vorangehenden Abschnitt mit Hilfe kontinuierlicher Fini-
ter Elemente approximiert und es wurden Konvergenzraten bzgl. Quasinormen hergelei-
tet. In diesem Abschnitt wird die Gleichung nun durch diskontinuierliche Finite Elemen-
te im Ort und durch das implizite Euler-Verfahren in der Zeit vollstandig diskretisiert.
Das Ziel ist eine Abschétzung des Fehlers beziiglich einer Quasinorm. Diskontinuierliche-
Galerkin-Methoden wurden zur Nicht-Standard-Approximation elliptischer Gleichungen
zweiter Ordnung von Nitsche [40] eingefithrt und spéter auch zur Behandlung von hyper-
bolischen Gleichungen verwendet, cf. [21]. Mit der Bezeichnung (ps(uy).n) fiir das arith-
metische Mittel multipliziert mit der dufleren Normalen n an e zeichnen diese Methoden
einen zusétzlichen Strafterm aus, der von den Spriingen [uy] tiber innere Kanten e in Form

Z/uh oefun] + 0(1(up).n)) ds

eCQ)

abhéngt. Dabei ist o ein frei zu wihlender Strafparameter und dieser Strafterm erzwingt
indirekt die innere Stetigkeit. Die Wahl des Vorzeichens von ¢ € {—1,1} hingt von der
Form der gewihlten Methode ab und entspricht im Fall § = —1 dem symmetrischen und
fiir 6 = 41 dem asymmetrischen Fall. Verschiedene Strategien sind fiir den Fall 6 € [0, 1]
anstelle von § = +1 vorgeschlagen worden. In der Arbeit [30] wurde fiir die Klasse von
quasilinearen Gleichungen

—div(p(z, [Vu])) = f in©Q,
% = gy auf 09,
on
fe LX), gv € L*(Tn),
welche die Strukturbedingung
c(t—s) <p(t)t—p(s)s < C(t—s), t>s5>0,

fiir 0 < ¢ < C Konstanten erfiillt, dieser verallgemeinerte Fall behandelt. Fiir diese Klasse
von Problemen wurden unter den Regularititsbedigungen u € C1(Q) N H*(Q), k > 2 in
der H'(Q2)-Norm fiir diskontinuierliche stiickweise polynominale Finite Elemente vom Grad
d > 1 Konvergenzraten O(h*~!/d*~2) hergeleitet.
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Notation und Diskretisierung

Zur Formulierung des diskreten Problems sind einige Vorbereitungen zu treffen. Sei T},
eine regulidre Triangulierung von €2, vergleiche dazu den ersten Abschnitt dieses Kapitels.
Wir ordnen der Triangulierung den Finite-Elemente-Raum

San = { v E LQ(Q) : v linear auf 7 € Ty, }
zu. Wir lassen also Unstetigkeiten entlang der Elementgrenzen zu. Wir beschrinken uns
auf den Fall N = 2, M = 1. Weiterhin sei fiir jedes Element 7 € T}, eine nichtnegative Zahl

st definiert, d.h. der Triangulierung wird der Vektor s := { sz ; 7 € T}, } zugeordnet. Wir
definieren den Sobolevraum der stiickweis-definierten Fukntionen

H¥Q,T;) ={vel*(Q);vlr € H(T) VT €T, }

mit der Norm, beziehungsweise der Seminorm

1
1 1
v lsm, = (Z v %{ST(T)) ;o Jvlsm, = (Z v %{ST(T)) .
TeTy

TeTy
Zusétzlich benotigen wir die dquivalente Quasihalbseminorm der stiickweis-definierten Funk-
tionen

N =

2

Vol gur = / (5 + [Vo| + [Vl [V
T
fir 7 € Ty,

1
2
V| (vw)1, = (Z |VU|%W),7> :

TeTy

Sei £ die Menge aller offenen Kanten im Fall N = 2. Abweichend zum CGFEM sind
héngende Knoten im DGFEM-Ansatz erlaubt, so daf £ die kleinste gemeinsame (N — 1)-
dimensionale Kante zweier benachbarter Elemente enthélt. Sei weiter &, die Menge aller
Kanten e € £, die echt in () liegen. Definiere

Do ={2€Q : x€efireinec &, }.
Sei e € &,y gegeben und seien ¢ und j so, dafl
i>j und e€T;NT;.

Dann definieren wir den (elementweise numerierten) Sprung von v € H*(; T},) iiber e und
den Mittelwert von v auf e mit

1
[v]e == vlozine — v]ozne  und (v) 1= 3 (v|ozine + v]ozine) -

Der Index e wird nicht weiter mitgefiihrt, falls aus dem Zusammenhang ersichtlich ist
welche Kante gemeint ist.
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Sei e eine (N —1)-dimensionale Kante von 7" € T},. Wir benétigen die folgenden inversen
Abschétzungen:

C C
lwZae < h—||w||izm und Vw7 < n IVl (4.33)

fiir alle w € Sgp (€2, Tp,). Dabei bezeichnet C' > 0 eine Konstante und h, den Durchmesser
beziehungsweise die Lénge der Kante. Entsprechend gilt fiir die Quasinormen folgendes
Lemma:

Lemma 4.8. Folgende inversen Abschditzungen gelten:

lwlten.e < -lwlitvnr  IVelye < =l lliwyr (4.34)

fir die Kante e C T € T}, und eine Konstante C; > 0, siehe [30)].

Zusétzlich fithren wir die Einheitsnormale n entlang der Kante e ein, die von 7; nach
7; zeigt. Betrachte Sy, (€2, T),) mit der Quasinorm

0.5

lollwors i= {1 V0 Bow g, +o [ (e (=2 P ds

Tint

Der diskontinuierliche Strafparameter o ist definiert durch

und in unserem Fall ist o« = 2C;.

Bemerkung 4.3.1. Fiir andere Verfahren werden speziellere Wahlen von o bendtigen. Im
Fall der Verallgemeinerung einer hp-DGFEM Methode mit dem Polynomgrad d im Element
T wird der Straftparameter wie folgt gewdhlt:

(d?)e
« he .

ole =

Fir 0 < n < Ty setzen wir t" := n7, wobei 7 die Schrittweite in ¢-Richtung ist,
T = t™ u™(z) = u(z,t"), und fiir 1 < n < Ty sei I, := ("4 t"), 4 = %flnudt,
u° =’ und Qu" = L(u" —u"t).

Nun wird das Problem (4.31) vollstéandig diskretisiert: U” sei die schwache Losung von

@Unx) + Y / ps(VU™).Vy di — / <p5(VU").n>ﬂx]] ds (4.35)

TeTy T

Tint

+ o—/<(f<a+|VU”|)7"2>[[U"]][[X]] ds =0 Yy € Sun

Dint

mit 1 < n < Th,

Un S Sdh7
U° = Pu,
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wobei P ein geeigneter Interpolant ist, siche z.B. [48] oder [30] und [28], so da8 fiir u €
H*(§2) und c eine positive Konstante gilt:

/V(P}?U — U).HT = 0, VT € Ty,
er

[P —ulle < Chulls,
IV(Pu—u)llo < ChHull,
IV (Pu—u)llo < Ch2|ulls

Zudem bendtigen wir das folgende Lemma aus [24](Seite 14, (6.8)):

Lemma 4.9. Habe ps p-Struktur dann gilt fiir alle A, B € RV*M
Ips(A) — ps(B)| < C|A = B|(r + | B| + |A])P~2

fiir eine von A unabhdngige Konstante C' > 0.
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Konvergenzraten

Nun wollen wir a priori-Fehlerabschétzungen und die Konvergenzrate in der Quasinorm
abschétzen. Dabei ist U™ die Finite-Elemente-Losung auf [0, 7] x €2, sie ist stiickweise linear
bzgl. x und stiickweise konstant bzgl. ¢, aber im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt nicht
global stetig im Ort. Wir benutzen dabei eine Kurzform fiir die Integraldarstellung.

Satz 4.3.2. U™ erfille (4.35). Dann gilt fir 1 <p < 2

SUPHU — U™ 1120 +CZ/HRS —P5(VU") tguy dt

nOIn

—l—CO’Z// (k +|VU"|)P~ 2>|[[u(t)—U"]]|2als dt
n= Oln Tins

TN

> | IHP" —unlliz(m+/||P5(VU(15))—P5(VP;?U”) 16,7, t

n=0

IA

+|| uo — Py, HLz(Q CO’Z// (k + |Vu(t)|)P~ 2>|[[u(t)—P,?u"]H2dsdt

n= Oln znt

.. . . . . o 80
fiir Konstanten ¢ und C unabhdngig von h und 7. Der Strafterm geniigt dabei o = 5=

Beweis:

In diesem Abschnitt werden mithilfe von formalen Testens die angegebenen Fehlerraten
hergeleitet. Die einzelnen Schritte kénnen mathematisch mithilfe einer Differenzentech-
nik begriindet werden. Setzen von E" := U™ — u", zeitliches Mitteln der kontinuierlichen
Gleichung (4.31), und Einsetzen von x = P?E™ ergibt unter Benutzung von

(0"E", PJE") = (0"E",E") + (0" E", Ppu"™ — u")

und
In 1 1 2 X
Ty (OEEY) = S| E™ gy — 51 E e + ZII O"E" |12
n=0

die Abschéitzung

LB g+ 30 3 / [ @s(Futt)) = pa(VU) (Y (ult) ~ U") d

n=0 TET;L T

+a§_j / / (s VU )2 Y [u(t) — UJ[Pu(t) - U] ds dt (4.36)

2 Tn

— ZH O"E"™ |12
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Tn
< Y (BB — ) + | Bl

n=1

+Z Z //(pg(Vu(t)) —ps(VU™M) . (V (u(t) — PPu™)) du dt
T

n=0 TETh I
n

3 / / (ps(Vu(t)) — ps(VU™)) ) [Flut) — U™] ds dt

n=0 In Fz‘nt

nach einfachen Umformungen und der Anwendung der Youngschen Ungleichung. Hier ha-
ben wir ausgenutzt, dafl die Losung des kontinuierlichen Problems glatt ist und haben

UTZN / / <(/~f+|VU"|)p_2>[[u(t)]][[Phu(t)—U"]] ds dt =0

n=0 I,

int

zur linken Seite addiert.

Im né#chsten Schritt sollen die einzelnen Terme der linken Seite geeignet nach unten
bzw. die Terme der rechten Seite nach oben abgeschétzt werden. Dazu fithren wir die
Abkiirzungen I, + II, + 11, + IV, < I, + 11, + 111, + IV, fiir die Relation (4.36) ein. Es
folgt

1= Y [ [ s(Vu(t) - po(VUM) (¥ (ult) - U)o d

TeTy I, T

¢ [1Ps(Tu(t) = Po(VU™) [
In

v

und fiir 77117, folgt mit der Young’schen Ungleichung, dafl gilt

I = U%//<(I€+|VU”|)?’_2>H[U(t)—U"]H2 ds dt

n=0 In Fz‘nt

w03 [ {19002t - 0120 - wio) ds d

n=0 I,

int

ai/ / (s 1907 )P fu(t) — U] ds i

o35 [ [ (i vwes) (At - 071 + et o) asa

n=0 I, Fint

%TZN/ / (s + 1902 ) l[u(t) - U2 ds dt

-gi [ (s 9 i) - wolf ds de.

n=0 I, Fint

v

v
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Der Term I, wird wie im vorgehenden Abschnitt behandelt und wir erhalten fiir 171,

I, = Y / / ps(Vu(t)) — ps(VU™) . (V (PLu(t) — U™)) dx dt

TeTy I

IN

5 /|| Ps(Vu(t)) = Ps(VU") |[720) dt + C[|Ps(Vu(t)) — Ps(VPu(t)) |72 dt.

In

Fiir die Abschéatzung des Terms V" benétigen wir ein paar vorbereitende Schritte. Mit
den Bezeichnungen 7 Ne und 7’ N e fiir die Elemente, die sich die Kante e € I';,; teilen,
definieren wir

oT) = {J7; T €T, T nT #0},
L(T) = {e; 37" € O(T) mit e C T'},
Ae = |ps(Vu(t)) — ps(VU")?
und e* € L(7) durch
|Ales == max |A.|.
ecL(T)

Nun wollen wir den Term IV, abschétzen:

IV,

S [ [ tpstvute) = p(vmpRate - U7l ds d

n= OIn 'Lnt

< Z > / [ ps(VU™ = pa(Vult) Bl Ffutt) ~ U] ds de
< 22% > / / P (VU™) — ps(Vau(t)) o | [PLult) — U] dis dt
VU — Vu(t)].. 1PPu(t) — U]
S C 1—6 1-6
ZZ// (it VO] + [Va())T) (s + VU] + [Vu()) T)
S 1PYu(t) — U]

Z 3 // Po(VU") = Pl V(b)) + O o s d .

n=0 e€&;nt I, e

Nun wollen wir 3 in Abhéangigkeit zu o bestimmen. Mit Lemma 4.8 ergibt sich, daf gilt

> /(\Pg(Vu(t)) —Ps(VU))?ds < 2 ) /\P5 (Vu(t)) — Ps(VU™)|2 ds
e€Eint e e€€int e
< max / P5(Vau(t)) — Py (VU™ da,

T:eCT
66 int

und da kein Element mehr als einen héngenden Konten hat, folgt, dafl kein Element
T € T, mehr als 2N - 2V~1 = 2NV N Seiten besitzt, fiir N = 2. Mit der Notation Cy =
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max{2NN, (N +1)N} = 2NN folgt weiter, dafl

n OnC n
- 7@1@%}%/ |P5 Vu P5(VU )‘2 dx < ];Vl ; / \P(;(Vu(t)) - P5(VU )‘2 dx.
ECCint TeTy,

Auflerdem gilt mit der Dreiecksungleichung:

[PPu(t) — U]
Z// fa+|vvn|+|w<>|> 5y s i

Crnt

LPPu(t) — u(D)] ut) — U™ s
<22/ / m+\vm\+\w<>\>1—5>+<<f~e+|w"|+|w<t>|>1—5>d o

1Pu(t) —w@]? | [[u(t) - U]
QZ// o o * ot ooy & &

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir den Term IV, abschéitzen, indem wir

16} —2%, 8CG <o

setzen und

v, < Z// ps(Vu(t)) — ps(VU™)) n)[PPu(t) — U] ds dt

n=0 In ant
nJ |2
< / /|P5 (Vu(t)) — Ps(VU™)|? d +/U Hu(t) = U]]l‘é ds | dt
n=07 \Tem,y o H(w+[VU))

+ C’Z//a<(m+\Vu(t)\)p_2>\[[u(t)—P,?u(t)]]|2ds dt.

erhalten. Gemeinsam fithren diese Ungleichungen auf die Behauptung, indem man die
ersten beiden Terme in die rechten Seite von der Ursprungsgleichung (4.36) verschmeltzt.

O

Bemerkung 4.3.3. Unter geniigenden Regularititsbedinungen u € L*(0,T; W12(Q)) mit
u; € L*(0,T; L*(RY)), erhalten wir die Abschitzung

CZ / / (e IVu@)=)ollu(t) = Pl ? ds dt < C(h* +72)

und aus den Resultaten des vorangehenden Kapitels die Konvergenzrate

| =0 3 (1900 = 07 P

nOIn

< O(h* +12).
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Bemerkung 4.3.4. Wie im vorangehenden Kapitel lafSen sich die Ergebnisse unter Ab-

dnderung der dimensionsabhdngigen Grdfien weitgehend auf den Fall M > 1, N > 1
verallgemeinern.

Bemerkung 4.3.5. Fir den Fall 6 = 0 erweist sich die Fehlerabschdtzung als schwie-
rig. Sollte die Lage der Sprungstellen des kontinuierlichen Problems bekannt sein, erwei-
sen sich die diskontinuierliche Finite-Elemente-Methode als besonders gut geeignet. In [46]
wird anhand von Beispielen die bessere Approximationseigenschaften der diskontinuierliche
Finiten-FElemente-Methode fiir elliptische Probleme experimentell gezeigt.
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4.4 Modellproblem mit superlinearem Wachstum

Formulierung des Hilfsproblems

Sei § > 0. Betrachte das Hilfsproblem gegeben durch: Finde u : Qr := Q x (0; 7] — R mit

ug —div(qs (Vu)) = 0 in Qr,

g_z = 0 auf 0Q x (0,7,

wobel

)\|vu|26_|_,u|vu|36+1
Q5(V“>:< N Ve Ve

Folgende Voraussetzungen sollen erfiillt sein:

(H1) uo(z) € L=(Q) N HY(Q;R) mit 0 < ug < 1 fast iiberall in ,
(H2) Q C RY ein Polygongebiet mit N = 2,

(H3) TeRT :={z e R; z > 0}.

Im allgemeinen besitzt dieses Problem keine Lésung im klassischen Sinne und motiviert
die folgende Definition:

Definition 4.10. Eine Funktion u € L*(0,7 ; WH*(Q)) N L*(Q) mit 2 € L*(Qr)
heifit Young’sche MaBlosung des Problems (4.37), falls gilt:

V= (Vait)(@y) € Qr ist ein W19 Young’sches Maf auf RY,

Jo, (Ve ) VE+Geedr dt =0 VE € C5°(Qr),

Vu(z,t) = (Vyy,id) i in Qr, (4.38)
Vo, qid) = (Vyy, q) - (Vay,id) L0 in Qp und

supp vy C {A €R"; ¢(A) = ¢*(4A)} fii. in Qr.

Nun sei an die Definition aus Kapitel 3 erinnert:

Definition 4.11. (Fenchel-Transformation)
Sei X ein vollsténdiger Raum und X* sein Dualraum, so heisst fiir eine Funktion f € C(R)

frar) = sup{(x, 2" ) — f(a)},

fr(@) = sup {{z,2") — f(z7)}

rreX*

die Duale bzw. Biduale von f.
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Die Biduale stellt die Konvexifizierung der Funktion f dar und wir setzen im folgenden:

Fs(u) = /¢5(Vu)dx (4.39)

= L/Alog (A + [VuP0H)) 4 p|Vul'™ — parctan [Vul™* dx
1446 ) 2 VA

und wir definieren die Energie

m m 1 m
E§'(u,0™) 1= o= [lu— 0™ [L20) + Fa(w).

Somit ergibt sich
=V¢s und wir setzen p;s:= Vo5 .

Diskretisierung

Zur Formulierung des volldiskreten Problems sind einige Vorbereitungen zu treffen.

Im folgenden werden lineare Finite Elemente benutzt. Sei 7, eine quasigleichférmige
Triangulierung von €2, so dass Q = Ugeg, mit Gitterweite h € (0,1) gilt. Sei S), der
zugehorige Raum der stiickweise stetig affinen Elemente definiert durch

Sp={x€C(); x|x € P(K), VK €T}, },

wobei P,(K) den Raum der Polynome vom Grades d auf K bezeichnet.
Es sei vermerkt, dass der approximierte Gradient auf jedem Element K € S, fiir den
Fall u;, € S;, konstant ist und somit die Definition

e M?

1
Kh

Az = Vuh

gerechtfertigt ist. Wir definieren das diskrete Young’sche Maf} v, durch
ps(41) = [ as(4) ()
Kj,
Somit erhalten wir eine Folge von Gradientenmaflen
Uh = {(Vh)atreq mit (Vh)e = v fiir x € K}

Seien 7 > 0 und t,, := m7 so gegeben, dass {t,,}}_, eine Zerlegung von [0, T'] ist. Setze
u™(x) = u(z, t,,) und Ou™ = 771 (U™ — ™Y,
Setze fiir geeignetes f : R? — R2:

o) /f ) v (A

Das Problem (4.37) ist vollstindig diskretisiert gegeben durch das folgende Problem:
Finde {(U™, v")}M_, mit U™ € S, und v", so dass

/3U£”Vh+<qa,w§” WVyde = 0 VYV, el (4.40)
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(Id, ") = VU™ fiiin Q, (4.41)

(aqs Id, ;") = (qs vy ).(Id, ") fiiin Q (4.42)

fiir 1 < m < M gilt. Dabei ist UY := P)u® € Sj, und P? bezeichnet die L?-Projektion auf Sy,.

Existenz

In einem ersten Schritt zeigen wir die Existenz einer Loésung des numerischen Flufles
(4.40) in einer formalen Art.

Lemma 4.12. Das Verfahren (4.40) besitzt eine eindeutige Losung und es gilt
Uy — U 2 < || Uf?,1 — U}?Q 2, 0<m < M.
Beweis:

Die Gleichung (4.40) ldsst sich auch schreiben als

/aUth +ps(VUMV Vi dz =0 YV, € S,
Q

und aus der strikten Konvexitit von ps folgt, dafl eine eindeutige Losung existiert (verglei-
che [20]).

Lemma 4.13. (Diskrete Energieabschitzung)
Sei {(U™,v;")}, _1  y €ine Losung des volldiskreten Problems (4.40). Dann gilt

|| Um ||W1,1+6(Q) + H Um HLz(Q) S C1 und Fg(Um) S F(UO)

firm=1,..., M.
Beweis: (Vergleiche [23], [57], [16], [43]) Summieren ergibt

M m _ yrm—1
[y,

le

(as, ;" )VV}, dz

ps(VU" )V V), de YV, € Sp.

3
I

SR
M= i

Mit der Jensen’schen Ungleichung und der Wachstumsbedingung folgt, da qs und || - || z2(0)
konvex sind, die Behauptung.

O

In einem néchsten Schritt werden wir Konvergenz fiir diese Approximation zeigen.
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Konvergenz

In diesem Abschnitt werden wir Konvergenz in geeignetem Sinne zeigen.

Definition 4.14. (Makroskopische Konvergenz)
Wir nennen eine Folge von Young’schen Maflen v, := {v} },cq makroskopisch konvergent

mel o

gegen vy = {1 },eq, falls fiir jede Funktion 0 € Cy(R**!) gilt
0,v) — (0,19) in L'(Q).

Wir schreiben
(uh7 V}Qf) - (u7 Vw)

T \m

fiir vy, v* und up — u.

Satz 4.4.1. (Konsistenz des Verfahrens) Im Fall p > 1 konvergiert der requlire Anteil der
Lésung des diskreten Problems (4.40) gegen den requliren Anteil der Losung des kontinu-
ierlichen Problems (4.37). Insgesamt konvergiert

(U™ vy) =" (u,v) fir h,7 — 0,
wober v;' das zu U™ gehérige Losungs-Young’sche-Mafs ist.
Beweis :

Sei {U}", v} }im—o.... die Losung des numerischen Flusses zum Diskretisierungsparameter
h > 0 und sei p =1+ J. Definiere sukzessiv die Funktionale ®,,

@@le:/@vv+%@—wHﬂ

O (0, U ) - /¢ VU+——@—UmU

fiir v € Sy,.
Wir erhalten aus dem vorherigen Kapitel die Konvergenz gegen ein Grenzobjekt @ mit
optimaler Rate, d.h. U™ — 4™ stark in W1P(Q) mit

U™ =" [y < C(T + h).

1. Existenz des Grenzobjektes fiir h — 0

Nun fixiere z € €. Aus der gleichméssigen Beschrianktheit der Gradienten VU (z) in h
folgt die Beschrinktheit der Mafie {v™"} in YP(R?*!). Wir kénnen somit eine konvergente
Teilfolge v™" C YP(R?*1) (gleich bleibende Bezeichnung) withlen mit

*

ymh Sopme schwach-* in YP(R*1),
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d.h.
G(A) dumh = / W(A) A b € Co(RPY). (4.43)

R2x1 R2x1

Aus VU» — Va™ in LP(Q2) erhalten wir wiederum eine Teilfolge {VU;"} (nicht umbe-
nannt) mit VU*(z) — Va™(z) f.d. in 2. Das Setzen von ¢ = ¢s und ¢ = Id in (4.43) und
die Stetigkeit von ¢5* ergeben

ANdvm(\) = Vim(z) (4.44)
R2x1

/ o) dim(N) = o (Vam(x) (4.45)

R2x1

f.d. in Q.
2. Eigenschaft des Grenzobjektes

Nun behaupten wir, dass das Grenzobjekt 7™ ein W!P-Gradientenmaf ist. Aus den Eigen-
schaften

(i) der Lokalisierung (4.44),
(ii) der Ungleichung

T

BVUP) < / B(A) d ()

R2x1

fiir jedes konvexe, nach unten beschrankte ¢ € £ und der Stetigkeit von konvexen
Funktionen beziiglich der schwachen-* Konvergenz,

(iii) der Beschranktheit

[ [earoyar < L[ [ o aroa o

Q R2x1 Q R2x1

1 ~m
= ¢ [oram g
Q

g/|Vam|?’ dx + (Q + 1) 19|
C C
Q

erhalten wir aus (4.45) und der Wachstumsbedingung fiir ®; fiir A unabhéngige Konstanten
¢,C' > 0 die Behauptung.

IA

3. Gleichgewichtsgleichung
Sei € € C°(2) und € > 0. Die Wachstumsbedingung von ®s ergibt

T+ eVE <O (14 AP).
Mit Hilfe von

1
5 (A", 4" < RF(A" + €€, ™) < lim / 05" (U') + 5= (Ui + € — upt)” da
Q

— / / o5 () di(\) da + 2i (@™ + e¢ —am1)?

T
Q R2x1
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erhalten wir die Gleichgewichtsgleichung

(ﬁm _ ﬁm—l)

/<pa, o"™).VE + Edr =0 VEe€CFE(Q).

Q

Die Gateaux-Ableitung an der Stelle des Minimierers 4™ von ®5*(-, 4™ ') ergibt

(ﬁm _ ﬁm—l)
T

/pa(ﬁm).vg 4T Jedr =0, VEeCr(Q).
Q

Daraus folgt
<q57 I;m> = <p57 ﬁm> = pé(vam)7

und somit ergibt sich die gewiinschte Gleichgewichtsgleichung

(ﬁm _ ,&m—l)

/qg(ﬁm).V£ +

Q

Edx =0, YEeCr(Q). (4.46)

4. Grenziibergang fiir 7 — 0

Definiere

L_m firterm,m(m+1)),
0 sonst

und setze

o<m<M
oz t) = Y X"HE"(x),
o<m<M
S A T e
0<m<M
55 = <’>7CI5> = Z(Vm7q5>-

m

Somit erhalten wir & € L (0,7 ; Hj(Q)) und 2 = 0 auf 99 x (0, T]. Es ergibt sich dann
Jgosa A dUH(X) = Vo™ (x). Differenzieren von @(x,t) in der Zeit ergibt

My = Y (02 (@ i) (2) € Q)
ot T r

0<m<M

und somit 9%
/qg.vg n 8—?5 dt=0 Vee H(Q)
Q

fir fast alle ¢ € (0, 7.
Daher gilt

T
//(ﬂ, qs).VE+usdrdt =0 Ve H(Qr)
0 Q
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und
(r,q95 ) =(v,ps) fi. in Qr.

Die Wachstumsbedingungen von ¢s und qs ergeben die gleichméssige Beschranktheit von
@ und ¥ in L* (0,7 ; H}()) und g5 in L*(Qr). Weiter gilt 22 € L*(Qr), und v ist
gleichméssig beschriankt in L> (0,7 ; (EP)"). Die schwache Kompaktheit sichert die Exi-
stenz eines Grenzobjektes (u, v), welches die Gleichung (4.37) 168t. Wie in [23] zeigt man,
daB u der schwache Limes fiir 7 — 0 von () in L?(Qr) ist und daB zusétzlich & € L*(Qr)
ist. Somit erhalten wir

T
//(1/, qs).VE+udedt =0 V¢ € Hé(QT)
0

Q

und damit folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 4.4.2. Mit den Konvergenzresultaten des vorangehenden Abschnitts lassen
sich in gleicher Weise die, in diesen Abschnitt hergeleiteten, Resultate fiir den Fall der
diskontinuierlichen Finite-Elemente-Approximation zeigen.
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4.5 Das diskrete Modellproblem mit linearen Wachs-
tum

In diesem Abschnitt werden wird das urspriingliche Modellproblem mit linearem Wachstum
behandeln. Im Gegensatz zu den vorangehenden Abschnitten werden wir keine Konvergenz
zeigen, da die Voraussetzungen des Problems der Praxis angepaf}t sind.

Sei wie zuvor  C RY mit N = 2 ein beschrinktes, konvex polyhedrales Gebiet. Wir
betrachten die Losungen u : 2 x [0,7] — R des Anfangs- und Randwertproblems

u — div(a(|Vu|) Vu) = 0 in Q x (0,77, (4.47)
a(|Vu|) Vun = 0 auf 0Q x (0,77,

u(-,0) = wy in Q,

wobei ug € L>*(Q2) N BV (Q2), n die Auswirtseinheitnormale von 0%, a(s) = j\\i‘sf und
A, 1> 0 sind.

Wir bezeichnen mit (u, ) die mafiwertige Losung des Anfangs- und Randwertproblems
(4.47) im Sinne der Young’sches MaSBe, falls u € L*>(0,7; BV (Q2)) N L>(0,T; L>(2)),
uy € L*(0,T;L*(2) und v = (Vyt)(@neax(or) eine parametrisierte Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf R sind, so daf§

[ [ (@t 9o v wo)asii =0 voe o x 0.1

wobei (a(|7])7, vei (7)) = [pa ally])y dva(7),
Vu = (v,v::(7)) fi. in Q x (0,77,

und u(+,0) = ug in 2 ist. Die Existenz einer Young’schen mafiwertigen Losung fiir diese Art
von Vorwirts-Riickwérts-Typ ist fiir homogene Dirichlet Randbedingungen in [57] gezeigt.

Notation und Diskretisierung

Nun geben wir die Definition des diskreten Problems. Sei T}, eine Familie von Zerlegun-
gen von € in abgeschlossende Dreiecken, wobei h die Gitterweite bezeichnet. Seien 7
und 2, der jeweils groBte bzw. kleinste Winkel des N-Dreiecks 7, Yiin = minger, 72;,
und Ymax = Maxzer, V... Wir setzen voraus, daf Tj, eine regulire Triangulierung ist, d.h.
der Durchschnitt von jeweils zwei nicht disjunkten nicht identischen Elementen von 7}, ist
entweder eine allgemeine Ecke, Kante oder Fldche mit vy, > 0. Weiterhin nehmen wir an,
daB

Yenax < 90°. (4.48)

Diese Bedingungen sind ausreichend fiir den Beweis des diskreten Maximumprinzips. Wir
vermerken, daf diese Restriktion (4.48) fiir den Beweis der einfachen Energieabschéitzungen
(sieche Theorem 4.15 unten) nicht notwendig ist.
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Zur Diskretisierung werden lineare Finite-Elemente benutzt (siehe (4.9)). Sei Ty > 0,
T =T/Ty die Grofle eines Zeitschrittes und t" := nr for 0 < n < Ty. Weiterhin bezeichne
(n,7) = n.7j das Euklidische Skalarprodukt in R¥.

Das Riickwérts-Euler-Differenzen-Verfahren besteht aus dem Finden von Funktionen
Ure Sy, ne{l,..., Ty}, die Losungen der algebraischen Gleichungen

OTU™, X")n + (a(|VUT)VU™, VX") =0 vx" € Sh, (4.49)
U =Ty inQ (4.50)
sind, wobei gilt
At upus

a(s)

A\ p>0und 97U := 771U — U™ 1),
Das Schema enthélt die Lumping-Massen-Technik. Es ist dadurch einfacher zu imple-
mentieren. Weiterhin sei vermerkt, dafl eine weitere praktische Wahl von U° méglich ist.

— Lkl 4.51
A+ 52 (451)

Existenz und Charakterisierung der diskreten Losung
Das erste Theorem behandelt die Existenz einer Losung des diskreten Vorwérts-Riick-
wérts-Problems (4.49)—(4.50). Es wird eine einfache a priori-Abschétzung gezeigt.

Theorem 4.15. Es existiert eine Liosung U™ € Sy, (1 < n < Ty) der elliptischen Glei-
chungen (4.49)-(4.50), die

TN
sup (U",U")h+TZ||VU" 1) < ¢
1<n<Ty —

fiir eine Konstante ¢ > 0 unabhdngig von h und 7 erfillt.

Zum Beweis benotigen wir die Einfiihrung eines Hilfsproblems. Fiir gegebene Funktio-
nen Wi ... Wi €S, definieren wir die Funktionen V" € S, 1 < n < Ty als Losungen
der elliptischen Gleichungen

OV X")n + (b(|VW"], [VV)VV" VX") =0 fir alle x" € S, (4.52)
VO =Thu, inQ, (4.53)
wobei Nt
ur
= : 4.54
M) = S (154

Lemma 4.16. Es existiert eine Losung V™ € Sy, 1 < n < Ty, der Gleichungen (4.52)-
(4.53). Weiterhin existiert eine Konstante ¢ > 0 unabhingig von h, 7 und W*, ..., Wik, so

dafs

TN
sup (V" V") + 7Y [ VV" ey < c. (4.55)
1<n<TN =1

Bewezis:
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Sei r > 0, 5,5 € RY mit Komponenten s;, und 3; (1 <14 < Ty),

A+ pr 0
— , Fo(s) = —
P s; und  Fj;(s) 7,

Fi(s) Fi(s).

AuBerdem gilt F;(s) = (A’);T;’I’)Q (A0ij+ 8|71 (0|s[* — sis;)), wobei d;; das Kroneckersymbol
ist, und

(Fi(s) — Fi(3)) (s — 3); = Z(s —5)i(s—3); / Fij(as+ (1 — a)s) da.

So haben wir > .(F;(s) — F;(5)) (s — 5); > 0 fiir alle s,5 € R". Daraus folgt die Existenz
von Funktionen V" € S, (1 < n < Ty) aus der Theorie der monotonen Operatoren.

Multiplizieren der n-ten Gleichung von (4.52) mit 7" und Summieren iiber n von 1 bis
M e{1,...,Ty} fihrt zu

M M

_ AVV™ 4+ p VW VY™
S - vty 3 V" dz = 0.
n= n—= Q

Sei Q, :={z € Q: |VV"™(x)| > u}. Abschétzen von A\|VV™| > Ay in Q,, ergibt

/)\\VV"\ v

| /
" dr > V| da .
ey VY de = VYT de
Qn

n

Benutzen der Identitit

M

1 n 1 1
20X = SO = X
n=1
1 M
_|_§ Z(Xn o Xn—lj Xn o Xn—l)h (456)
n=1
fithrt zu
1 al 1
i(VM,VM)h +WZ/ |VV"| dx < §(vo,vo)h. (4.57)
n:lgn

Weiterhin erhalten wir

M
Ty / IVV"™|de < uT|Q) .

nle\Qn
Damit erhalten wir somit
TN
n o1 n n 142
sup (V2 V™S)+7 Y [ VV ey < . B (vo vy, 4 uT|Q)
1<n<Ty vt 1
(1+2p)[Q
< o VO[T + 1T . (4.58)

Aus | VO [Tw(q) < U’ [[Z00(qy und ug € L¥(Q) folgt die Abschétzung (4.55).
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O
Als néchstes beweisen wir das folgende Maximumsprinzip:

Lemma 4.17. Die Losungen V" € Sy, 1 < n < Ty, der Gleichungen (4.52)-(4.53)
erfiillen
sup V"l < IV llze) - (4.59)

1<n<

Beweis:

Seien T}, = dim Sy, und ¢;, 1 < ¢ < Ty, die stiickweise stetigen linearen Basisfunktionen von
Sy mit ¢;(27) = 0,5 fiir jeden Knoten a7 der Triangulierung. Fiir n € {0,...,Tx} besitzt
die Funktion V" die Darstellung V" = 327 o ¢;(x), wobei a € R. Wir definieren

Th
= Zﬂ(a

wobei 3(€) = [£[P7'7 und p > 1 ist. Multiplizieren mit der n-ten Gleichung von (4.52) mit
7Y™ und Summieren iiber n von 1 bis M < Ty ergibt

M M
Y (@VEYM 4 (VW VY)YV, VY™ = 0. (4.60)

n=1 n=1

Betrachte ein fixiertes Dreieck 7 € T},. Wir bezeichnen die Ecken mit ¢, 27, 2! und die
Seite von 7 gegeniiber von x’ mit s;. Sei §; := dist(a?, s;). Es gilt

Dpi
7 - 3 4;61
Vil on, (4.61)
wobei 7; die Normale an s; ist. Sei 7; der Winkel von 7 an der Ecke z!. Dann gilt
Vi, Vipj) = =607 cosy <0 (i # 4). (4.62)
Beachte, daf
(VV", VY™ Z Blaf)al (Vi Vi) (4.63)
i,j=1
Th 1 Th
=) Bla)a] Ve, Vigj) — 3 D (Blag) = Blaf) (el — af)(Vei, Vigj). (4.64)
ij=1 irj=1

i#]

Aus der Monotonie von  und der Abschétzung (4.62) schlieBen wir

2 Z o)) (o — ) (Vei, Vj) >0

1,j=1
i#]

Weiter impliziert Z;fil w;(z) =1, daB (Vg;, V Z?’Ll @;) =0 und

Zﬁ VQOZ,VQOJ> -

2,7=1
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Die Verwendung von (VV™ VY") > 0 fiihrt zu

M M
Y _B(VWLIVVT )YV YY) =7 ) X
n=1

n=1

A+ p| VW™
+ |VIV?||[ V7|

(VV™, VY™ > 0,

wohingegen das Verwenden der Gleichung (4.60) und die Darstellung von V™ und Y™ zu

M Ty

ZZ/(Q? — a7 B(a}) pi(x) do = TZ(aTvnayn)h <0

fiilhrt. Zudem gilt a?3(a?) = |a?[P. Abschiitzen von |o~!|B(al)| < %|a?_l|p + %|a?|p
fithrt zu

M 1< 1 < 1 1
(a —a N Bf) == |afP == |af ' P = =[] P = =|a)|

und demzufolge zu

Al

Th Th
/ S P eayds| < / S0l i) da
Q =1 Q =1

Aus ZZT:”l pi(r) =1 folgt

B =
|=

Ty T, P
/Z|a?|pgpi(x) dr | < sup |of] /ng,(x) de | =[PV |1e@. (4.65)
i=1 1<i<T), i—1
%) Q
Weiter gilt
Ty, X p
IV ey = [ 2ol (@) (@) do (4.66)
o li=1
Ty Ty p=1
</ (Zwm(x)) (Z goi<x>> da. (4.67)
o \i=1 i=1

Aus der Beziehung Z;‘Zl wi(z) = 1 und den Beziehungen (4.65) und (4.65) folgt, daf
1
IV o) < Q7 VO (|00
fir alle M € {1,...,Ty} gilt. Aus dem Grenzproze$ lim,_,., folgt somit die Behauptung.

O

Bemerkung 4.5.1. Das Maximumsprinzip (4.59) gilt gleichmdfig in . Ausserdem folgt
aus dem Beweis (4.55) die stabile Abschitzung

sup (V™ V™), < (VO, V%), Y > 0.

1<n<Tn

Weiterhin ist T ZZL | VV™ || L1y beschrinkt durch eine Konstante des Typs cu™" fiir p —
0.
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Das Hauptwerkzeug im Beweis von Theorem 4.15 ist der Fixpunktsatz von Brouwer,
cf. [60].

Beweis von Theorem 4.15:

Wir definieren

TN

1
E™ = {0 ™) € 18™ 5 (sup ()T S o 7 IVN oy S i
1<n<Ty —
wobei ¢y = /c; und
(14 2p)|Q]
= o | uo ||%o<>(ﬂ) + uT|9Q

gilt. Die Menge E™V ist eine nichtleere, konvexe, kompakte Teilmenge des endlich dimen-
sionalen Raums. Sei (W?!,... W) e ET~v Weiter seien V... VI~ Losungen des Hilfs-
problems (4.52)—(4.53). Abschitzen von (4.58) impliziert, da8 (V,..., VI¥) € E™. Somit
bildet die Abbildung o : (W1, ..., W~) — (V1 ... VI¥) die Teilmenge ET~ in sich selbst
ab. Wir nehmen an, daf§ o stetig ist. Anwendung des Brouwer’schen Fixpunkttheorems
auf (W ... WIN) € ET~ fiihrt zu o(W?', ..., WIv) = (W' ... W¥). Dies zeigt die
Behauptung.
Es bleibt zu zeigen, dafl die Abbildung o stetig ist. Wir betrachten die Folge

(W, ..., WINier,, die gegen (W1,...  WT) konvergiert, d.h.

(2

1 Tn
( sup (W™ — W W™ — Wi")h> To0 und 7Y VW= W) [l — 0 (4.68)
1<n<Tn n=1
fiir i — oo. Sei Vi1, ..., ViTN € Sy eine Losung der Gleichungen
OV X" ) + (O(|VWH, IVV)VVE VX)) =0 vx" € Sp, (4.69)

wobei V? = II,ug. Subtraktion der n-ten Gleichung (4.69) von
OV X" )+ (VW VYV )VVT, VX)) =0

und Summieren iiber n von 1 bis M < T und anschliefendes Multiplizieren mit 7 fiihrt
zZu

M
Jitdy = Y (VE=Vr = (VP =V X (4.70)
n=1
M
+7 Y (VW VY)YV = bV V)V, V™) = 0(4.71)
n=1

Wir setzen x" := V" — V" fir 1 <n < M. Um das Integral J; nach unten abzuschétzen,
benutzen wir die Identitét (4.56). Aus der Gleichheit V;* = V? folgt

Jl Z (VM _ ‘/;ijM o ‘/;M)h

N —
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Zudem haben wir

M
Jo = TZ (VW™ [VVT )YV = b(|VW] VYV VIV, VYV = V") (4.72)

n=1
M
7 S GVWELL IV VI)TV - (VWL [TV )TV, TV - VYR (473)
n=1
= J21 + J22- (474>
Sei r,s € RY und Fj(s) := /{\:‘—‘%Sj. Ausserdem sei Fj,(s) := %Fj(s). Es folgt somit

Fim(s) = A+ [rls)) 72 A+ plr]) [N+ [7[|sD6m — [rl]s] ™ s5m)
und

Z Fin(8) & €m = A+ 1) 202+ Aulr|) |6 Ve € RY.

jym=1
Somit fiihrt die Taylorentwicklung zu

N
S (Fils) = Fi(5)(s—5); = >
=1 jm=
N+ Aplr]
S le_ g2
> = G T S
0

Wir setzen r := VW, s := VV" und 5 := VV;” und bemerken, da8 fiir || V" | pew) +

| Vi |z @) < ¢ eine Konstante ¢, > 0 in Abhéngigkeit von h existiert, so daf || VV™ || g+
| VVi* || Loy < ¢ gilt. Daraus schlieBen wir

d=. (4.75)

N+ A\ VIV
> n n|2 4
Joo TZ/|VV — VvV /(A+|VW”|ITVV"+(1—7)VV”|) dr dz (4.76)

> chTZ/WV"—vW\? (4.77)
n=1

fiir eine Konstante ¢;, abhéngig von A, i und h.
Auflerdem erhalten wir die Abschétzung

M
| < 572/\vvn—vw|2 (4.78)

M
—I—C(STZ/|6(|VW"|,|VV"|)VV"—b(|VVVZ-"|,|VV"|)VV"|2 (4.79)

fiir § > 0. Die Taylorentwicklung der Abbildung r — b(|r|, |s|)s = T\I"ﬂﬁgs zeigt, dafl
bV, [VV)VVT = b([VIVE], [VVE )V VT (4.80)
1
AVV | = VYV -
< [ VIV = VIV! d= 4.81
< Z‘/ A+ [VVR|EVIT + (1 = E)VIV)])? (4:81)
0

V= oV

< VW™ — VW7 N

(4.82)
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Nun folgt aus || VV" || 1<) < cp, daBl

M
TZ / (VW™ IVV )YV = b(|VW, [VV*)VV™ | da (4.83)
n=1 Q
M
< ChTZ/ VW™ — VW' |? dz (4.84)
n=1 Q

fiir eine Konstante ¢, gilt, die abhéngig ist von A, u und h. Insgesamt ergeben diese Resul-
tate die Existenz einer von ¢ unabhéngige Konstanten ¢ > 0, so dafl

7

M
(VM = VM VM VM) b Y YV = V7

n=1
M
et VW= VWP |2 (4.85)
n=1
gilt. Auflerdem gilt
VW™ = VW ey < (VW @y + IV ) [V = 13 0(4.86)

Daraus folgt mit (4.85) und (4.68), da8

1 Tn
< sup (V" =V V" — V,”)h) 50 und TZH VIV =V i@ — 0
n=1

1<n<Tn

fiir ¢ — oo gilt. Dies schliefit den Beweis des Theorems.



Kapitel 5

Anwendung und numerische
Experimente

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel soll das urspriingliche Modellproblem mit linearem Wachstum imple-
mentiert werden. In einem ersten Schritt werden wir das Problem mit Hilfe der Finite-
Elemente-Methode im Ort und mit der Riickwirts-Euler-Methode in der Zeit vollstéindig
diskretisieren und anschlieffend Eigenschaften der diskreten Losung untersuchen. Im Ort
werden wir eine Lumping-Massen-Methode verwenden, die uns das diskrete Maximums-
prinzip sichert. In einem néchsten Schritt folgt die Implementierung und die Prisentation
von ausgewahlten numerischen Experimenten.

61
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5.2 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt illustrieren wir das Verhalten der diskreten Losung von (4.49)—(4.50)
fiir verschiedene Parameterwahlen und verschieden gewéhlte p und A\. Wir geben Beispiele
aus der Geomorphologie und Bildverarbeitung. Zuerst soll aber die Evolution verschiedener
synthetischer geometrischer Strukturen untersucht werden, um die Phanomene des Konve-
xifikationseffekts und des Rundungseffekts, der Invarianzeigenschaft und des Verschwindens
in endlicher Zeit zu analysieren.

Folgendes iterative Verfahren wurde zur Berechnung benutzt:

(Ups X+ 7 (@([VUL_ )VUR, VX") = (U X" VX" € Sy, (5.1)

sukzessiv fiir n = 1,..., N. So erhalten wir fiir jede gegebene Funktion U™~ ! eine Funkti-
onsfolge (U),, € Si. Diese Folge konvergiert, und es gilt lim,, .., U = U". Nun wollen
wir diesen Grenzwert U (m — oo) genauer untersuchen. Fiir ein fixiertes n € N existiert
fiir die Funktion U” eine Darstellung U” = S o, (x), wobei ¢;, 1 < i < Ny, Basis-
funktionen von Sy, sind. Sei o™ der Vektor mit den Elementen (a™); = o". Zudem sei A,,
eine Matrix, deren Elemente durch (A,,);; = (¢j,vi)n + 7 (a(|VU?|)Ve;, Vi;) definiert
sind. In Matrixnotation (5.1) ldsst sich dies ausdriicken durch

Am_lam =b
fiir einen Vektor b € R¥», Wir haben
o™ —am = (AL - AN b= AL (A — Ang) AL

Sei K, die Matrix mit Elementen (K,,);; = (a(|VU2|)Vg;, V;). Abschitzen ergibt

[a™* —a™ o = AL (T Ko = 7 K1) AL (o) (5.2)
< AR T K = Ko AR [ 2o (5-3)
wobei || - || die Zeilensummennorm ist. Beachte, daB |a(|s])] < c(Z5 + 1) ist und somit

| A;;L || gleichméssig beschriinkt in m ist, falls 7 geniigt klein gewiihlt ist. Weiterhin fiihrt
die Relation |a(|s|) —a(|s])| < ex (u+1) |s—§| fiir eine Konstante ¢y, die nur von A abhéngig
ist, auf

|| Ky — Ky, ||L2(Q) < C(h)” o™t — ™ HL‘X’(Q) :

Mit der Wahl von 7 geniigend klein existiert somit ein ¢ < 1 unabhéngig von m (und p),
so daf gilt
o™ —a™ | lze@ < el a™ —a™ ||Le).

Dann konvergiert nach dem Banach’schen Fixpunktsatz die Folge (a™),,.

Beispiel 5.2.1. In diesem Beispiel wird das Verfahren auf ein Standardgraubild, das durch
30% Gauf’sches Rauschen gestiort ist, angewendet. Figur 5.5 zeigt das verrauschte und
bearbeitete Bild im Vergleich. Auflerdem sind verschiedene Zeitaufnahmen der diskreten
Lisung U(x,t) zu den Zeitpunkten t = 0 und t = 5% 1072 fiir A = 1 und kleines yu = 1073
dargestellt. Die Parameter A\ und p sind so gewdhlt, dafl das Problem (5.1) nahe am Perona-
Malik-Modell ist. Wie erwartet ergibt sich kein Konvexifizierungssphdinomen, die Ecken
bleiben erhalten und werden teilweise verstdirkt, und das Rauschen wird beseitigt.
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Abbildung 5.1: Entrauschen eines Standardbildes.

Beispiel 5.2.2. Dieses Beispiel behandelt die Formgeneralisierung und illustriert die An-
wendung unseres Modells in der Geomorphologie zur Generalisierung von digitalen Hohen-
modellen (digital elevation models DEM). Im speziellen erlaubt das Verfahren die Charakte-
risierung einer geomorphologischen Fliche z.B. durch die Steigung und durch Kriimmungs-
grossen. Abgebildet ist die Prozefierung eines 50 m Héhenmodells des Bréltals' nahe Bonn
in Deutschland. Figur 5.2 zeigt Momentaufnahmen zu verschiedenen Zeitpunkten, wobei
(A, by h) = (1,1073,1073,8.26%1073) gewdhit wurde. Das erste Bild zeigt das normalisier-
te DEM und das zweite Bild ist das Orginal-DEM gestort durch 20% Gauj$’sches Rauschen.
Die untere Hilfte der Figur 5.2 illustriert die Generalisierung des DEM. Es zeigt das nor-
malisierte DEM zu den Zeitpunkten t = 1% 1073 und t = 3% 1073, Es ist zu erkennen, daf
die wesentlichen Merkmale des Hohenmodells erhalten bleiben, wohingegen das Rauschen
effektiv entfernt wird.

Beispiel 5.2.3. Eine charakteristische Eigenschaft unseres Diffusionsmodells ist die In-
varianz von einfachen konvexen Objekten mit nicht zu starken Randkrimmungen. Zum
Beispiel bleibt der Trdger einer Kreisscheibe mit einem geeignet groffen Radius invariant
in der Zeit (cf. [4] fir den TV-Fluf}), wohingegen die Ecken eines Rechtecks abgerundet
werden, da die Krimmung an den Ecken des Rechtecks zu stark ist. Dieses Beispiel zeigt
die Auswirkung der Krimmung des Trdgerrandes auf einfache geometrische Objekte. Als
ndchstes wird das Rundungs- und Konvezifizierungsphanomen fiir unterschiedliche Wahl
der Parameter \ und p anhand von kiinstlichen Objekten mit verschiedenen Krimmungen
untersucht. Sei a > 0, Q = [0,a] X [0,a] und K C Q. Die Anfangsdaten ug sind von der
Form ug = xk, wobet xi die charakteristische Funktion der Menge K ist. Die Menge K
hat die folgenden Formen:

a) Drei Kreise: K = Q; U Qs U Qg3, mit

Q={zeQ:|z—-Pla<r} (1<i<3), (5.4)
l 3
\/_l>, P3:<—‘|——,CL—

V3
Plz(a,a—?l» P2:<a+§,a—?
a=05 1=03 und r=0.09. (5.6)

IDie Daten wurden freundlicherweise vom Landesvermessungsamt Nordrheinwestfalen zur Verfiigung
gestellt.
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Abbildung 5.2: Formgeneralisierung eines digitalen Hohenmodells.

b) Vier Rechtecke: K = Q; U Qs U Q3 U Qy, wobei

Q={xeQ:|r— Plw < s} (1<i<A4), (5.7)
a a 2a a a 2a 2a 2a
r=(33) R=(33) p=G73) r=(33) 69
a=0.5 und s=0.0125. (5.9)
c) Spitzen: K = Qo \ (U7_, ), mit
QOI{$€QI‘$—P1|OO<Z}, (510)
[
Qi:{:EeQ:|x—Pi|2<Z} (1<i<9), (5.11)
[ [
P = (a, a), Praas = (aﬂ: N E 5), (5.12)
l [
Pyz=(a.a+ 5), Pyo=(a+ §,a), (5.13)
a=05 und =03 (5.14)

Der Schwerpunkt von supp ug liegt jeweils im Zentrum von Q. Wir setzen die Gitterweite
auf h = 1072 und den Zeitschritt auf 7 = 1073. Die oberste Zeile der Figur 5.3 zeigt
die Anfangsstruktur bestehend aus drei Kreisen, vier Rechtecken, und vier untereinander
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Abbildung 5.3: Invarianz des Tréigers — Der Einflul der Randkriimmung fiir verschiedene Para-
meterwahl (u, A).

verbundenen Sternen. Die zweite, dritte und vierte Zeile zeigen Momentaufnahmen von
U(z,t) fir diefolgenden drei Szenarien:

PDAX=1,p=1,
i) A=, pu=1

zu den Zeitpunkt an t = 0.04 (erste und dritte Spalte) und t = 0.02 (zweite Spalte).

Wie erwartet kommt es im ersten Szenario (a) zu keinem Rundungseffekt. Allerdings
ist eine starke Konvezifizierung erkennbar, falls A klein und p grof§ ist. Hier wurde p =1
und A = i gewdhlt.

Dieses Verhalten ist bekannt fiir den Total-Variationsflufs. Hingegen bleiben die Kon-
turen fir den zu Perona-Malik dhnlichen Fall, d.h. " = i klein” und "\ = 1 grofs”,
fast unverdindert. Die Fille (b) and (c¢) sind in ihrem Verhalten dhnlich. Im Fall (b) ist
ein Rundungseffekt der Ecken erkennbar, dieser ist besonders stark ausgeprdigt, falls =1
grofs ist, was gerade dem Fall des TV—-Flufles entspricht. AufSerdem tritt ein starker Konve-
zifivizierungseffekt ein. Falls p kleiner wird, d.h. p = i, bleiben die dufleren Konturen der
vier Rechtecke erhalten, aber es kommt zur Auffillung des inneren Rechtecks. Im Fall (c)
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ist die Kriimmung der Niveaulinien {u° = 1} zu stark, und es kommt selbst fiir den Fall
des PM-Flufles, p = i, zur Abrundung der Spitzen. Im Fall des TV—Flufles, p = 1, tritt
dieses Verhalten noch stirker hervor, und alle vier Objekte schrumpfen an den Spitzen und
verschmelzen im Inneren.

Beispiel 5.2.4. Fine charakteristische Figenschaft der Losung unseres Diffusionsmodells
ist das Verschwinden des Trigers in endlicher Zeit. In Figur 5.4 wird das Abklingen von
U(zx,-) fir unterschiedliche Wahl von X und p dargestellt. Die erste Zeile zeigt die Anfangs-
strukturen ug als dreidimensionale Zeichnung und als Konturzeichnung. In der zweiten
Zeile ist der Fall "p grof$” betrachtet, d.h. p = A = 1. Drei Momentaufnahmen des nume-
rischen Fluffes entlang der Linie A zu den Zeitpunkten t = 0, t = 0.04 und t = 0.2 sind
in der Figur dargestellt. Zudem ist das Abklingprofil von U(z,-) an den Punkten A, B,C
gezeigt. Die dritte Zeile behandelt ;n = 0.001 und X\ = 1. Die Momentaufnahmen wurden zu
den Zeiten t = 0,t = 0.2 und t = 0.62 aufgenommen. Im Fall des TV-Flufles (= 1) fallt
die Hiohe der Objekte linear in der Zeit ab, wohingegen im Fall des PM—Fluf$es (;n = 0.001)
das Abklingprofil einen nichtlinearen Charakter hat.
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Abbildung 5.4: Endliche Zeitextinktion und Abklingprofil fiir verschiedene Parameter (1, ).
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5.3 Topographische Kurven

Einleitung

In der Differentialgeometrie werden Flachenpunkte als elliptisch, parabolisch oder hyper-
bolisch klassifiziert, wihrend in der Geomorphologie die Begriffe Vertikal- und Horizon-
talwolbung zu einer Charakterisierung des Reliefs herangezogen werden. Der wesentliche
Unterschied besteht in der Auszeichnung einer Achse, die der Schwerkraftachse entspricht.

In diesem Abschnitt fithren wir die fiir die Geomorphologie wesentlichen charakteristi-
schen Kriimmungsgréfien ein und geben die Verbindung zur klassischen Differentialgeome-
trie, cf. [33].

Differentialgeometrische Notation

Sei O C R? ein offenes Gebiet. Ein Flichenstiick, oder kurz eine Fliche, soll als eine
differenzierbare Abbildung F : W — R? definiert werden, deren Differential T, F : T,R? —
Tr»R? in jedem Punkt « € Q injektiv ist. Hier bezeichnet T¢R™ den Tangentialraum an
¢ und I, soll die erste und 11, die zweite Fundamentalform sein.

Mit der Notation k;(z) und ko(z) wird die maximale bzw. minimale Hauptkriimmung

bezeichnet. Weiterhin soll
K(x) := k1(z) ko(x)
die GauBkriimmung und
1
H(z) := 5 (k1(z) + K2(2))
die mittlere Kriimmung, kurz K und H, bezeichnen.

Fiir eine Fliche F : W — R3 ergibt sich nun die Klassifizierung der Punkte 2, € Q mit
Hilfe der zweiten Fundamentalform. So heifit z, elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch,
je nachdem ob detIl,, > 0, < 0 oder = 0 ist. Die Klassifizierung spiegelt sich direkt
in der Taylorentwicklung von F' in z( bis zu den Gliedern 2. Ordnung wieder. So ist
diese Taylorentwicklung ein elliptisches Paraboloid, ein hyperbolisches Paraboloid oder
ein parabolischer Zylinder, falls 11,,, # 0 gilt.

Geomorphologische Betrachtung

Wie eingehend erwahnt wird in der Geomorphologie die Achse in Richtung der Schwer-
kraft ausgezeichnet. So 148t sich mit hinreichenden Regularitédtsannahmen die topographi-
sche Flache als Graph

L= {(z' 2% f(z",2?)) | (2", 2%) € Q}

einer Funktion f: Q C R? — R und kartesischen Koordinaten (z', z?, z*) darstellen.
Nun sind zwei Kurvensysteme in der geomorphologischen Behandlung besonders wichtig
(siehe [35]), und zwar die Horizontallinien und die Fallinien der Topographie.
Das System der Horizontalkurven und ihrer Projektionen auf die Ebene 2® = 0 ist
gegeben als Losung der Differentialgleichung
af

af = 2 gpr o 91

2 _
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Die Wendepunktslinien der Horitzontalkurven trennen die Hohlformen und die erhabenen
Formen der geomorphologischen Fliche. Dabei verstehen wir als Hohlformen diejenigen Ge-
biete, in denen sich die konvexe Seite von den Horizontalkurven gegen den Berg hinwendet.
Die anderen Gebiete werden als erhabene Formen bezeichnet.

In der Geomorphologie werden nun die Integralkurven des Vektorfeldes in Richtung des
steilsten Abstiegs

X(z) = -V f = —df(z", 2?)

als Fallinien der topographischen Fldche bezeichnet. Die Fallinien sind somit durch die
Differentialgleichung
of .o Of 4

gegeben.
Sei ® eine Parametertransformation ® in Form einer Rotation um den Winkel o des

Gefilles. Ferner gelte
of  of ox'  Of 02

502~ 0ri 00t T ot agr

Dann zeigt der erste Vektor des Gauf’schen begleitenden 3-Beins (des Graphen I'y) in
Richtung des steilsten Anstiegs und der zweite Vektor in Richtung der Hohenlinie. Die Ko-
ordinaten sind so gewahlt, dafl sie sich zur Beschreibung der in der Geomorphologie iiblichen
extrinsischen Kriimmungsgroflen eignen. Zur spéteren Klassifikation werden Punkte aus-
geschlossen, an denen sich zwei Hohenlinien beriihren oder % = % = 0 gilt. Anhand der
Fallinien lassen sich die Formen eines Geldndes durch neun Formtypen [25] klassifizieren
lassen. Diese Klassifizierung fallt an Punkten, wo

o
{ (zh, 2%) ; W@j;z(xl’ﬁ) = 0}

gilt, mit der klassischen geometrischen Beschreibung zusammen, da es sich um parabolische
Punkte handelt. Diese Klassifizierung wird Anwendung im néchsten Abschnitt finden.

5.4 Anwendungen auf Hohenmodelle

Es sei daran erinnert, daf} die Kriimmungsgréflen in der Geomorphologie extrinsische
Groflen sind, die der Auszeichnung der Gravitationsachse Rechnung tragen. Die Kriimmung
der Fliche entlang der Vertikalen steht in diesem Abschnitt im Vordergrund.

Die Wahl lokaler Koordinaten ¢!, ¢? ist so, dafl der erste Vektor des Gaufi’schen be-
gleitenden 3-Beins (des Graphen) in Richtung des steilsten Anstiegs und der zweite Vektor
in Richtung der Hohenlinie zeigt. Die Koordinaten gehen aus den Standardkoordinaten
durch eine Rotation um den Winkel o hervor. Unter Regularitdtsannahmen und mit den
Abkiirzungen

T Y
p= oxl’ 1= ox?’ © 9xlozt’ T Oxlox? T 012022
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Abbildung 5.5: Geomorphologische Klassifizierung mit gebriuchlicher englischer Bezeichnung

ergeben sich

p’r+2pgs+q¢*t  f

e = R
g. - W=a)s—(r—thpg _ &f

' P+ ¢ 0¢' 09"
T ¢*r—2pgs+p°t  O*f

o pPrg 09209

An den Stellen S = 0 ist das Kriimmungsverhalten durch R und 7" bestimmt. Insbesondere
sind die mittlere Kriimmung und GauBkriimmung

H == (Rcosa’+Tcosa) und K = cosa*(RT)

DN

durch R und T bestimmt.

Wichtig fiir die mathematische Formulierung der Klassifikation ist, daf nicht die Ge-
samtheit der Fliache zur Klassifikation herangezogen wird, sondern daf sich die Klassifikati-
on vielmehr an den Linien des grofiten Gefilles orientiert. Die fiir das Auge des Betrachters
einer geomorphologischen Fliache charakteristischen Linien sind die Punkte des stirksten
Gefilles. An einer reguldren Horizontallinie ldsst sich dies besonders einfach illustrieren.
Dazu betrachte man eine Horizontallinie der geomorphologischen Fléache und betrachte die
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Punkte an denen das Gefille
1
V1+p*+¢?

maximal oder minimal ist. Mit Hilfe einer parameterisierten Form der Gleichung

de'(¢) _ q dz*(¢) _ p

i~ |Vl ¢ V]

sind die Punkte der maximalen und minimalen Steilheit entlang der Horizontalkurve in
Abhéngigkeit von ( durch

cos(ar) =

(p* = ¢*)s — (r —t)pg =0
gegeben. Daraus folgt aber gerade S = 0.

So lassen sich diese Punkte mit S = 0 vollstdndig durch die Vorzeichen von R und T
klassifizieren. Diese Klassifikation besteht aus neun Formtypen [25]:

e Die Vertikalwolbung ist konvex (X), gestreckt (S), konkav (V) je nachdem ob R
negativ, null oder positiv ist.

e Die Horizontalwélbung ist konvex, gestreckt oder konkav je nachdem ob 7' negativ,
null oder positiv ist.

In Abbildung 5.4 sind die verschiedenen Formtypen graphisch dargestellt.

In diesem Abschnitt soll nun das in Kapitel 3 entwickelte Modell auf Hohenmodelle
angewendet werden. Im ersten Abschnitt ist ein flaches Geldnde, das Broltal !, Gegenstand
der Untersuchung. Das Geldnde weist Hohenunterschiede von bis zu 300 Metern auf. Im
darauffolgenden Abschnitt wird ein Ausschnitt Neuseelands als Hohenmodell behandelt. Im
letzten Abschnitt wenden wir uns der Formgeneralisierung von Hohenmodellen des Turt-
manntals zu. Fiir alle drei Hohenmodelle werden wir die in Kapitel 4.5 entwickelte Finite-
Elemente-Methode mit Hilfe des Verfahrens (5.1) verwenden. Fiir alle drei Hohenmodelle
wird die gleiche Parameterwahl 7, h, A mit 6 = 0 verwendet.

1Die Daten wurden freundlicherweise vom Landesvermessungsamt Nordrhein-Westfalen zur Verfiigung
gestellt.
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Abbildung 5.6: Formgeneralisierung des digitalen Hshenmodells des Broltals.

Das DHM stellt ein fluvial gepréigtes Geléinde dar, wobei das DHM des Broltals visuell von
linienartigen Strukturen dominiert wird. Ausgehend vom Ursprungshchenmodell wird die
Losung des Schemas (5.1) mit den Modellparametern (X, y) = (1,1) und den numerischen
Parametern (7,h) = (1072,1073) berechnet. Abbildung 5.6 zeigt die berechneten genera-
lisierten Hohenmodelle ausgehend vom Ursprungshéhenmodell. Von links nach rechts und
von oben nach unten entsprechen sie Momentaufnahmen des numerischen Flufles zu den
Zeitpunkten t = 0,10, 20, 30. Die Farbung entspricht der im vorherigen Abschnitt vor-
gestellten Klassifizierung in konvexe und konkave Bereiche. Die Kriimmungsunterschiede
fallen mit dem Auftreten von Rinnen und Graten beziehungsweise Kuppen und Kuhlen

zusaminerl.
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Abbildung 5.7: Formgeneralisierung des digitalen Hohenmodells des Linderauschnitts Neusee-
land.

Auch hier ist die plastische Unterteilung in konvexe und konkave Geldndestrukturen er-
kennbar. Gerechnet wurde ein alpiner Ausschnitt von Neuseeland. Abbildung 5.7 zeigt
vier Momentaufnahmen ¢t = 0,5,10,30 des numerischen Flufles, wobei die numerischen
Parameter als (A, p, b, k) = (1,0.25,5-1073,1 - 107%) gewihlt wurden.
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Abbildung 5.8: Formgeneralisierung des digitalen Hshenmodells des Turtmanntals.

In diesem letzten Abschnitt wird das Modell auf den hochalpinen Bereich des Turt-
manntals angewendet. Abbildung 5.8 zeigt einen Ausschnitt des Turtmanntals und die
entsprechende Féarbung von konvexen und konkaven Bereichen. Es wurden hierzu folgen-
de Parameter gewiihlt: (A, pu,h, k) = (1,0.25,5-1073,1 - 107*). Die Momentaufnahmen
t =1,3,10,17 zeigen starke Verdnderungen der Flédche und illustrieren die Formgenerali-
sierung.
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Kapitel 3:
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Kapitel 4:
Lr(Q)

Wre(Q)
(Wr(Q)y

W (0, T; Wha(Q))

C(RY)
C.(RM)
Co(RY)
rea(RY)
Prob(]RN)
YP(Q;RY)
f*’ f**

Definitionen

Dimension des euklidischen Raums der reellen Zahlen
Offenes Gebiet im RY

Raum der Funktionen mit beschrankter Variation
Raumzeitzylinder Q x (0, 7T

euklidisches Skalarprodukt

Ableitung in Richtung der Normalen n, d.h. Vu.n
Minimumargument

Lebesgue-Mafl von §2

Essentielles Maximum bzw. Minimum
Laplace-Beltrami-Operator

anisotrope Fluxdichte (Seite 11)

Lebesgueraum

Sobolevraum

Dualraum zu W"*(£2)

Bochnerrdume

Raum der stetigen Funktionen

Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager

Raum der stetigen Funktionen, die im Unendlichen verschwinden

Raum der RadonmaBe, Cy(RY )

Raum der Radonwahrscheinlichkeitsmafie
Raum der LP-Young’schen Mafle

Duale und Biduale der Fencheltransformation
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Kapitel 4:

Voraussetzungen: (HE1-3)

Kapitel 5:

T,
K,H

Seite 20

Raum der N x M-Matrizen
Wahrscheinlichkeitsmaf3

Raum der stark abfallenden Funktionale auf M
Anwendung des Mafles v, auf ¢

Trager

L?-Skalarprodukt

Triangulierung

Raum der stiickweise stetigen Finiten-Elemente
Raum der unstetigen Finiten-Elemente

Norm des Raumes X

Quasinorm

Sobolevraum der stiickweis-definierten Funktionen
Sobolevnorm der stiickweis-definierten Funktionen
Sobolevseminorm der stiickweis-definierten Funktionen
Quasinorm der stiickweis-definierten Funktionen
Sprung iiber eine Kante

Mittelung

L2-Projektor

geeigneter Interpolant (Scott und Zhang)
C°-Interpolant

Massengelumptes Skalarprodukt

Tangentialraum an x
Hauptkriimmung und Gausskriimmung
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