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Kapitel 1

Einleitung

1. In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Diffusionsmodell zur Formgeneralisierung
vorgeschlagen und betrachtet, welches einem nicht-monotonen Anfangs-Randwertproblem
der folgenden Form entspricht: Sei Ω ⊂ R

2 ein Polygongebiet und T ∈ R+. Die Funktion
u(x, t) : Ω × (0, T ] → R löse

ut − div (q(∇u)) = 0 in Ω × (0, T ],

∂u(x, t)

∂n
= 0 auf ∂Ω × (0, T ],

u(x, 0) = u0(x) für x ∈ Ω,

mit

q (s) :=

(

λ|s|2δ + µ|s|3δ+1

λ+ |s|2(δ+1)

)

s für s ∈ R
2

und freien Parametern λ, µ > 0 und δ ∈ [0, 1]. Hier bezeichnet n die äußere Normale an
∂Ω. Dieses Problem entspricht einem stabilisierten nicht-monotonen Vorwärts-Rückwärts-
Perona-Malik-Modell.

Die Verwendung von nicht-monotonen Diffusionsgleichungen zur Formgeneralisierung
erweist sich als vorteilhaft, da wichtige geometrische Strukturen wie Krümmungsgrößen
und Bruchkanten in der Anwendung erhalten bleiben, wohingegen unwesentliche Details
verloren gehen und somit der erwünschte Prozess der Formgeneralisierung eintritt. Hier
führt die künstliche Einführung der Zeit zur Schaffung einer neuen Skala der Generalisie-
rung, die sich über die freien Parametern λ, µ und δ anwendungsspezifisch steuern läßt. In
der Geomorphologie liefert dieser Prozess generalisierte Höhenmodelle und ermöglicht eine
effektive geologische Klassifizierung anhand ihrer Krümmungsgrößen.

Motiviert wird die Verwendung nichtlinearer Diffusionsfilter in der Formgeneralisierung
durch ihre erfolgreiche Anwendung in der Bildverarbeitung. Dort werden sie zum selektiven
Glätten unter gleichzeitiger Kontrasteverstärkung verwendet. Dieser Ansatz wurde in einer
Pionierarbeit von P. Perona und J. Malik [45] als Skalenraum-Technik vorgeschlagen. Die-
se Gleichung hat einen Vorwärts-Rückwärts-Parabolischen Charakter und ist trotz ihrer
erfolgreichen Anwendung ein schlecht gestelltes Problem für das noch kein Lösungsbegriff
existiert. Die bekannteste Regularisierung der Perona-Malik-Gleichung geht auf F. Catté,
P.L. Lions, J.M. Morel und T. Coll [17] zurück und besteht in einer Ortsfaltung des Gra-
dienten in der Nichtlinearität.

Die mathematische Behandlung von Vorwärts-Rückwärts-Diffusionsgleichungen werden
unter anderem in der Arbeit von D. Kinderlehrer und P. Pedregal [32] sowie S. Demou-
lini [23] als nichtkonvexes Minimierungsproblem und in M. Slemrod [50] als singulärer
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Limes eines regularisierten Minimierungsproblems betrachtet. Beide Ansätze beruhen auf
der Einführung von maßwertigen Lösungen, genauer, auf der Einführung von Lösungen im
Sinne der Young’schen Maße. Das Konzept der Young’schen Maße zur Verallgemeinerung
des Lösungsbegriffs des Minimierungsproblems geht auf L.C. Young [59] zurück und wurde
unter anderen durch L. Tartar [52] und J. Ball [9] auf nichtlineare Differentialgleichun-
gen angewendet. Die Betrachtung von Young’schen Maßen spielt überdies auch in anderen
Zusammenhängen eine Rolle, wie in den Materialwissenschaften (siehe z.B. [7] und [8]).

2. Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Entwicklung eines neuen mathematischen Mo-
dells der Formgeneralisierung, der Erarbeitung eines anwendungsorientierten Algorithmus,
seiner numerische Analyse, und seiner Anwendung auf geologische Daten. Dabei bilden
digitale Höhenmodelle (DHM), die in der englischsprachigen Literatur unter dem Na-
men DEM geführt werden, die Grundlage der Untersuchung und dienen als Anfangsda-
ten der vorgeschlagenen nichtlineare Diffusionsgleichung. Die Abbildung 1 zeigt ein solches
Höhenmodell1, wobei die Färbung in Abhängigkeit von der Höhe u gewählt wurde.

Abbildung 1.1: Höhenmodell des Turtmanntals

Die Lösung u des neuen Modells der Formgeneralisierung soll durch eine geeignete
Finite-Elemente-Lösung approximiert werden. Für den Fall δ > 0 wird es die Aufgabe sein,
für die Approximation des nichtkonvexen Problems den a priori-Fehler des regulären Anteils
der Lösung abzuschätzen. Zur Herleitung der Fehlerabschätzungen wird das konvexifizierte
Problem betrachtet, welches in die Klasse der Probleme mit p-Struktur fällt. Wir betrach-
ten konforme wie auch diskontinuierliche Finite Elemente und leiten Fehlerabschätzungen
in Quasinormen der stückweis-definierten Funktionen her. Das Konzept der makroskopi-
schen Konvergenz sichert dann die Konvergenz der Finiten-Elemente-Approximation des
konvexifizierten Problems gegen eine Lösung des nichtkonvexen Problems.

Der für die Praxis relevanteste Fall, δ = 0, soll mit P1-Finiten-Elementen approximiert
und gesondert betrachtet werden. Die anwendungsorientierte Aufgabe ist dann das Verfah-

1Meßdaten bereitgestellt durch das GRK 437



3

ren an künstlichen geometrischen Objekten und an tatsächlichen Höhenmodellen zu testen.

3. Wir werden also ein neues Modell zur Formgeneralisierung vorschlagen, numerisch ana-
lysieren und auf Höhenmodelle anwenden. Die Arbeit gliedert sich wie folgt.

Das zweite Kapitel dient der Einführung in die geomorphologische Formgeneralisierung
und der Herleitung des neuen Modells. Als Motivation für die Benutzung nichtlinearer Dif-
fusionsfilter dient uns ihre Anwendung in der Bildverarbeitung. Es werden zwei nichtlinea-
re Diffusionsgleichungen beschrieben, deren Anwendung sich auf die Formgeneralisierung
übertragen läßt. Die erste Gleichung, der sogenannte Total-Variationsfluß (TV-Fluß)

ut − div

( ∇u
|∇u|

)

= 0,

wurde im Rahmen der Anwendung in der Bildverarbeitung von L.I. Rudin, S. Osher und
E. Fatemi [47] vorgeschlagen und basiert auf der Minimierung der Total-Variation im Raum
der Funktionen mit beschränkter Variation mit modellbedingten Nebenbedingungen, die
vom Anfangsbild abhängen. Die zweite Gleichung wurde von P. Perona und J. Malik [45]
vorgeschlagen:

ut − div

( ∇u
1 + |∇u|2

)

= 0.

Ihre effektive Auswirkung auf die Kantenerhaltung in der Bildverarbeitung beruht auf dem
gradientenabhängigen Vorwärts-Rückwärts-Diffusionskoeffizienten. Es existiert keine für
die Anwendung geeignete Lösungstheorie mit praxisrelevanten Anfangsdaten. Wesentlich
wird in diesem Kapitel die Herleitung einer neuen sowohl mathematisch als auch von Seiten
der Implementierung her zugänglichen Modellgleichung sein.

Im dritten Kapitel werden die zum Verständnis der mathematischen Lösungstheorie
notwendigen Konzepte vorgestellt. Hier stehen die Arbeiten D. Kinderlehrer und P. Pedre-
gal [32] und P. Pedregal [44] im Vordergrund. Als Grundlage für den Beweis einer maßwer-
tigen Lösung, aufgefaßt als singulären Limes des regularisierten Problems, dient die Arbeit
M. Slemrod [50], die hier verallgemeinert wird.

Im vierten Kapitel wird die Modellgleichung mit der Methode der Finiten-Elemente
diskretisiert. Zunächst wird ein nichtdegeneriertes Vorwärts-Rückwärts-Evolutionsproblem
mit glatten Lösungen mit der Finiten-Elemente-Methode approximiert und Konvergenzra-
ten hergeleitet. Dann wird das degenerierte Problem behandelt. Zur Herleitung der Feh-
lerabschätzungen und Konvergenzraten des degenerierten konvexifizierten Modellproblems
mit p-Struktur wählen wir p = 1 + δ und werden q durch pδ ersetzen, mit

N
∑

i,k

M
∑

j,l

∂ (pδ(A))ij

∂Akl

BijBkl ≥ c (κ+ |A|)δ−1 |B|2 für A,B ∈ R
M×N ,

κ > 0 und M = 1, N = 2. Dieses Problem wird dann vollständig diskretisiert. Dazu wird
Ω trianguliert. Sei Th eine Familie von regulären Triangulierungen und τ die Schrittweite
bezüglich der Zeit t. Wir erhalten eine Finite-Elemente-Lösung Uτ,h auf Ω×[0, T ]. Nun wer-
den die Fehlerabschätzungen bezüglich einer Quasinorm nach J.W. Barrett und W.B. Liu
[12]

‖∇u ‖2
(∇v) :=

∫

Ω

(κ + |∇u| + |∇v|)p−2 |∇u|2 dx+

∫

Ω

|u|2 dx
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in der Form
T
∫

0

‖ u− Uτ,h ‖2
(∇u) dt ≤ c(hα + τβ)

hergeleitet.
Zur Stabilisierung des Problems wird das konvexifizierte Modellproblem mit Hilfe einer

diskontinuierlichen Finiten-Elemente-Methode diskretisiert. Das Konzept der Quasinormen
wird auf die Methode diskontinuierlicher Finite Elemente verallgemeinert und ein geeigne-
ter Strafterm eingeführt. Die so gewonnenen Resultate sichern die Konvergenz der Finiten-
Elemente-Approximation des nichtkonvexen Problems gegen die Lösung der Young’schen-
Maß-Lösung; zusätzlich wird die Konvergenzrate in L2(0, T ;L2(Ω)) abgeschätzt.

Im letzten Abschnitt des Kapitels wird die Diskretisierung des Modellproblems mit
δ = 0 behandelt. Hierzu werden P1-Elemente benutzt und die diskrete Lösung charakteri-
siert.

Im Kapitel fünf wird das Verhalten der numerischen Lösung an künstlichen geomet-
rischen Strukturen getestet. Die Evolution der künstlichen Objekte stellt eine qualita-
tive Testmethode dar, die die Güte des Diffusionsmodells zur Formgeneralisierung be-
urteilt. Hier zeigt sich, daß sich das vorgeschlagene Diffusionsmodell besonders gut zur
Formgeneralisierung von geomorphologischen Höhenmodellen eignet. Zum Schluß werden
Höhenmodellen erfolgreich durch die Modellgleichung generalisiert.

An dieser Stelle möchte ich mich bei Privat-Dozent Dr. C. Ebmeyer und
Prof. H.-P. Helfrich für ihre Unterstützung und zahlreichen Diskussionen bei der Anferti-
gung dieser Arbeit bedanken.



Kapitel 2

Modellierung

2.1 Einleitung und Motivation

Die mathematische Beschreibung von geologischen Flächen ist eine relativ alte, immer
wieder neu aufgeworfene Fragestellung in der Mathematik (cf. [39],[18] und [33]). Dabei in-
teressiert man sich für Kenngrößen wie die Steigung oder Krümmung, die auf verschiedenen
Längenskalen zur Charakterisierung notwendig sind.

Eine geomorphologische Fläche wird mathematisch als Funktion u : Ω ⊂ R
2 → R

dargestellt, wobei Ω ⊂ R
2 ein polygonales Gebiet ist. In der Praxis ist Ω meist ein Rechteck,

z.B. 10× 20 km, und der Funktionswert u(x) beschreibt die Höhe der geomorphologischen
Fläche im Punkte x ∈ Ω, z.B. u(x) = 100 m. Wir wählen das Einheitsquadrat Ω := [0, 1]2

als Refernzgebiet für unsere mathematische Betrachtung und bezeichnen mit QT := Ω ×
(0, T ] den Raumzeitzylinder. Die auch in der Bildverarbeitung verwendeten nichtlinearen
Diffusionsgleichungen der Struktur

ut − div (q(∇u)) = 0

mit einem anisotropen Flux q eignen sich zur Generalisierung von geomorphologischen
Flächen. Hier führt die künstliche Einführung der Zeit zur Schaffung einer neuen Skala der
Generalisierung. Der Begriff der Generalisierung ist in dieser Arbeit zentral. Darunter soll
die selektive Änderung einer Fläche verstanden werden, so daß geomorphologische Größen
wie Sprungkanten oder Krümmungsgrössen erhalten bleiben, aber Unwesentliches aus der
Fläche entfernt wird. Die verwendeten nichtlinearen Diffusionsgleichungen basieren auf der
Minimierung nichtkonvexer Funktionale, d. h.

inf
v

∫

Ω

f(|∇v|) dx mit q = ∇f,

was im allgemeinen auf oszillierende Lösungen führt. Anders als in der Materialforschung,
wo diese oszillierenden Strukturen das Interesse ausmachen, sind in unserem Fall diese
Strukturen unerwünscht.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird die Anwendung von Modellen aus der
Signal- und Bildverarbeitung auf das Problem der Formgeneralisierung motiviert. Im ersten
Abschnitt wird auf die Generalisierung von geomorphologischen Flächen eingegangen. Im
zweiten Abschnitt wird der Total-Variationsfluß

ut − div

( ∇u
|∇u|

)

= 0

5



6 KAPITEL 2. MODELLIERUNG

als L2-Gradientenfluß des Funktionals

J(u) :=

∫

Ω

|∇u| dx

vorgestellt. Im Speziellen wird auf die Problematik der Formzerstörung von nichtkonvexen
geometrischen Strukturen und von in der Geomorphologie wichtigen Krümmungsgrößen
eingegangen.

Im dritten Abschnitt wird die von P. Perona und J. Malik [45] vorgeschlagene Modell-
gleichung

ut − div

( ∇u
1 + |∇u|2

)

= 0

diskutiert. In der Praxis der Generalisierung ist dieses Modell dem Total-Variationsfluß
überlegen, aber die Gleichung entzieht sich der zur Verfügung stehenden praktischen ma-
thematischen Lösungstheorie.

Im vierten Kapitel wird das neue Modell in Form der Gleichung

ut − div

(

λ|∇u|2δ + µ|∇u|3δ+1

λ+ |∇u|2(δ+1)
∇u
)

= 0

vorgeschlagen. Diese Gleichung versucht, die Vorteile des mathematischen Zugangs des
Total-Variationsflußes mit dem in der Praxis wichtigen Verhalten der Perona-Malik-Gleich-
ung zu verbinden. Es handelt sich um ein durch den TV-Fluß stabilisiertes Perona-Malik-
Modell.

2.2 Das Total-Variations-Funktional und die nicht ge-

wollte Konvexifizierung

In der Bildverarbeitung werden Kanten im Bild als Sprungstellen der Intensitätsfunktion
aufgefasst. Die mathematische Theorie der Funktionen mit beschränkter Variation (BV)
stellt ein besonders geeignetes Konzept zur Behandlung unstetiger Funktionen dar. Basie-
rend auf der BV-Theorie schlugen L.I. Rudin, S. Osher and E. Fatemi [47] das folgende
Energieminimierungsproblem vor: Finde u ∈ BV(Ω) mit

u = argminv∈BV(Ω)

∫

Ω

|Dv|

unter den Nebenbedinungen
∫

Ω

Ku dx =

∫

Ω

u dx,

∫

Ω

|Ku− ud|2 dx = σ

∫

D

dx

für ein Anfangsbild ud, wobei die Nebenbedingungen aus der Annahme resultieren, daß das
Rauschen einen verschwindenden Mittelwert und die Standardabweichung σ besitzt. Hier
bezeichnet K einen Faltungsoperator.

In der Praxis wird das Problem mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode in ein
Problem ohne Nebenbedingungen überführt:

JΩ
λ (u) :=

∫

Ω

|Du| + λ

2

∫

Ω

|u− ud|2 dx. (2.1)
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Hier kann λ ≥ 0 auch als Strafterm zwischen der Anpassung an das Anfangsbild und dem
Entrauschen des Bildes betrachtet werden.

In der Bildverarbeitung wird die Suche nach Minimierern meist in Form eines Gradi-
entenflußes betrieben. Dies führt auf nichtlineare Diffusionsgleichungen, welche eine phy-
sikalische Bedeutung haben. In Anwendungen beschreiben diese die zeitliche Entwicklung.
Meistens entspricht die Lösung u einer Dichtefunktion. Falls der Rand ∂Ω des Gebiets
Ω ⊂ R

n hinreichend glatt ist, entspricht die absolute Masse im Inneren des Gebiets dem
negativen Nettoflux durch den Rand ∂Ω:

d

dt

∫

Ω

u dx = −
∫

∂Ω

~F · ~n dS,

wobei ~F die Flußdichte bezeichnet. Unter der Voraussetzung geeigneter Glattheitsannah-
men, die den Grenzwerttausch gestatten, ergibt sich ut = − div ~F . In vielen Anwendungen
ist ~F proportional zum Gradienten von u.

So führt die Minimierung mit der Methode des steilsten Abstieges auf den L2-Gradi-
entenfluß

ut − div

( ∇u
|∇u|

)

= 0 in QT := Ω × (0, T ], (2.2)

∂u

∂n
:= ∇u.n = 0 auf ∂Ω × (0, T ],

u(x, 0) = ud(x) in Ω

für eine positive Zeit T und mit einer geeigneten Approximation von ud. Hier bezeichnet
n die äußere Normale an ∂Ω. Dieser Gradietenfluß wird in der Literatur auch als TV-Fluß
bezeichnet. Die konvexe Struktur des Problems (2.2) läßt die Anwendung von nichtlinea-
ren Halbgruppen zu und sichert die Existenz und Eindeutigkeit von BV-Lösungen. Die
Schwierigkeit der Nichtregularität des Funktionals wird in den Arbeiten von F. Andreu,
G. Bellettini, V. Casselles, J.I. Diaz und J.M. Mazon untersucht, indem das Subdifferen-
tials ∂JΩ

λ charakterisiert wird. Die Resultate sind zum Beispiel in der Monographie [4] zu
finden.

Obwohl diese Modellgleichung in der Bildverarbeitung erfolgreich Verwendung findet,
cf. [19], [54], [55] und [42], ist sie für die Formgeneralisierung nicht optimal, da der TV-
Fluß schon nach kurzer Zeit wichtige geomorphologische Geometrien zerstört. Um dieses
Problem zu beheben, ist ein stärkerer anisotroper Charakter der Gleichung hilfreich und
Gegenstand der folgenden Abschnitte.

2.3 Problem der Generalisierung

Generalisieren ist eine Art der Informationsverdichtung in den zugrundeliegenden Daten
unter selektiven Gesichtspunkten. Hier interessiert uns die Wahrung der geometrischen
Kenngrößen der Fläche, wie z.B. der Krümmung. Der geomorphologische Krümmungs-
begriff ist in der Literatur nicht fest umschrieben, unsere Darstellung folgt den Aus-
führungen in [14]. In der Kartographie wird das als Folgekarten-Prinzip umschriebene
Erstellen einer neuen Karte aus Karten kleineren Maßstabs als kartographische Genera-
lisierung bezeichnet. Zwei qualitativ verschiedene Arten der Generalisierung treten dabei
zu Tage: Einerseits die thematische und andererseits die geometrische.
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Die thematische Generalisierung zeichnet sich durch inhaltliche Änderung, also die Um-
gestaltung von thematischen Merkmalen, aus. Grundlegend dabei ist die damit einherge-
hende Modellgeneralisierung. Dabei bezieht man sich in erster Sicht auf die semantische
Modellbildung. Aus den der Generalisierung bzw. der Erzeugung einer neuen Karte zugrun-
de liegenden Karten kleineren Maßstabs wird das neu zu schaffende semantische Modell
abgeleitet. Entscheidend bei der neuen Konzeptentwicklung sind die elementaren Arbeits-
schritte des Zusammenfassens, der Selektion und der Klassifizierung. Dieses Verfahren fußt
auf einem hohen Erfahrungswert und verschliesst sich einer einfachen wissenschaftlich-
empirischen Untersuchung. Die starke Maßstabsabhängigkeit der semantischen Beschrei-
bung führt zudem zu weiteren Schwierigkeiten beim thematischen Generalisieren.

In dieser Arbeit liegt der Fokus klar auf der geometrischen Generalisierung. Hier ist
der Maßstab der neuen Karte bezogen auf die topograpischen Gegebenheiten wichtig. So
wird der Mindestmaßstab für die Karte selektiv erhöht, so daß geographisch wichtige geo-
metrische Eigenschaften erhalten bleiben, aber nicht relevante Details weggelassen werden.
Ein besonders einfach zugängliches Beispiel ist in diesem Fall die Bruchkante eines Felsens,
die nur auf einer sehr kleinen Längenskala in der Karte zu finden ist, aber einen hohen
Informationsgehalt besitzt und auch auf Karten höheren Maßstabs vertreten sein sollte.
Darin steckt aber eine Verknüpfung zur semantischen Generalisierung, da die Konzepte
der Semantik stark von der lokalen Geometrie der Karte abhängen. Wie eingehend blen-
den wir in dieser Arbeit den semantischen Aspekt weitgehend aus und konzentrieren uns
auf die geometrische Generalisierung. In der Modellfindung werden klassische geometrische
Charakteristiken wie die Steigung und insbesondere die Krümmung und die Einteilung in
konvexe und konkave Bereiche im Mittelpunkt stehen. In der mathematischen Betrach-
tung der Formgeneralisierung soll eine nichtreguläre geologische Flächen selektiv geglättet
werden. Die aus Höhendaten ermittelte Fläche ist im allgemeinen kein reguläres Objekt
und somit nicht als Graph einer stetigen Funktion u : Ω → R darstellbar. Dafür sind
hauptsächlich zwei verschiedene Gründe verantwortlich. Einerseits kommen im Gelände
durchwegs Unstetigkeitsstellen in Form von Bruchkanten vor. Andererseits führen Aufnah-
mefehler und Bearbeitungsfehler zur Variation der Meßpunkte. Nun ist es die Aufgabe der
Formgeneralisierung, selektiv das Höhenmodell zu regularisieren, so daß für den Geologen
wichtige Information wie die Bruchkanten beibehalten bleiben und die Funktion in einem
für die Praxis zugänglichen mathematischen Raum liegt.

2.4 Die Perona-Malik-Gleichung und ihre verschiede-

nen Regularisierungen

Vorwärts-Rückwärts-Diffusionsgleichungen werden in der Bildverarbeitung zum selektiven
Glätten und gleichzeitigen Schärfen von Helligkeitskontrasten eingesetzt. Gegeben sei ein
verrauschtes Bild ud : Ω → R. Der einfachste Weg zur Wiederherstellung des Originalbil-
des mit Hilfe von Diffusionsgleichungen ist die Verwendung von linearen Filtern, modelliert
durch lineare Diffusionsgleichungen unter entsprechenden Randwerten. Da diese linearen
Gleichungen aber einen stark regularisierenden Effekt haben, entfernen sie nicht nur Rau-
schen, sondern auch Kanteninformation. Dieses Phänomen wird in der englischsprachi-
gen Literatur als blurring bezeichnet. Es existieren verschiedene Wege, das Verhalten der
Lösung in der Nähe von Kanten zu verbessern. Eine der erfolgreichsten Strategien ist die
Verwendung nichtlinearer Diffusionsgleichungen mit kantenabhängigem Kontrollterm
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ut − div(a(|∇u|)∇u) = 0 in QT ,

u(·, 0) = u0 in Ω,

∂u
∂n

= 0 auf ∂Ω × (0, T ],

(2.3)

definiert auf einem konvexen beschränkten C2-Gebiet Ω ⊂ R
N (N = 1, 2, 3), mit gegebenem

gestörten Anfangsbild g : Ω ⊂ R
N → R. P. Perona und J. Malik [45] schlugen diese Form

von Diffusionsgleichung mit dem Diffusionskoeffizienten

a(|∇u|2) :=
1

1 + |∇u|2

als Multiskalenproblem vor. In diesem Modell entspricht die Zeit einer neuen Skala, mit
fortschreitender Zeit wird das Bild sukzessive verbessert und gleichzeitig vergröbert. Der
Diffusionskoeffizient ist so konstruiert, daß er in der Nähe von Kanten, die großen Orts-
gradienten ∇u entsprechen, klein ist und die Diffusion stoppt oder sogar umkehrt, was
zum Verstärken der Kanten führt. Die Diffusion ist relativ stark an Stellen, an denen der
Gradient nur wenig variiert. Somit führt dieses Modell zum selektiven Glätten des Ur-
sprungsbildes, da diese Gleichung einen Vorwärts-Rückwärts-Charakter besitzt, was aber
dazu führt, daß das Problem schlecht gestellt ist. Angenommen, die Höhenlinie S := S(t)
sei zu einem Zeitpunkt t hinreichend glatt. Der Vorwärts-Rückwärts-Charakter kann dann
am Beispiel dieser Höhenlinie illustriert werden. Der elliptische Teil in der Nähe von S läßt
sich umschreiben zu

div
(

a(|∇u|2)∇u
)

= a(|∇u|2)∆u+ 2a′(|∇u|2)D2u∇u.∇u
= a(|∇u|2)∆Su+ h(|∇u|2)∂2

ξu,

wobei D2u die Hessematrix und ∆S der Laplace-Beltrami-Operator von S ist, ξ := − ∇u
|∇u|

in Richtung des stärksten Anstiegs zeigt und

h(s) := g(s) + sg′(s), s ≥ 0,

ist. Der Vorwärts-Rückwärts-Charakter resultiert nun aus der Balance zwischen g und
h. Der zweite Term h(s) ändert sein Vorzeichen einmal an der Stelle s = 1 und wird
für große Gradienten |∇u| >> 1 negativ und zum dominierenden Term und führt zur
Rückwärtsdiffusion. Rückwärtige Wärmeflüße sind schlecht gestellte Probleme, deren In-
stabilität sich auch für glatte Anfangsbedingungen in der Entwicklung von Singularitäten
in beliebig kleiner Zeit zeigt [31].

Trotz dieser analytischen Schwierigkeit und einer nicht vorhandenen anwendungsrele-
vanten Lösungstheorie zeigen numerische Implementierungen keine Instabilitäten und mo-
tivieren Regularisierungen des Problems, die einen mathematischen Zugang ermöglichen.
Die erste und meist verwendete Regularisierungstrategie wurde von F. Catté, P.L. Li-
ons, J.M. Morel und T. Coll [17] durch eine Ortsregularisierung in der Nichtlinearität
vorgeschlagen. Der Gradient ∇u im Diffusionskoeffizienten a(|∇u|2) wird in diesem An-
satz durch ein mit einem Gaußkern Gσ gefaltetes Argument ∇Gσ ∗ u (σ2 entspricht der
Varianz) ersetzt. In [17] ist die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lösung u ∈
C ([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2((0, T ), H1(Ω)) für Anfangswerte u0 ∈ L2(Ω) und für jedes T > 0
gezeigt. Außerdem hängt die Lösung Lipschitz-stetig von den Anfangswerten ab und es
gilt

ess min u0 ≤ uσ(·, t) ≤ ess max u0, t ≥ 0,
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so daß

u(·, t) → 1

|Ω|

∫

Ω

u0 dx

exponentiell abfällt in L2 falls t→ ∞ (cf. [56, Abschnitt 2.4]).
Andere Strategien der Regularisierung der Gleichung sind zum Beispiel die lineare Sta-

bilisierung durch einen Term vierter Ordnung [13]. M. Nitzeberg und T. Shiota [41] waren
die ersten, die eine Regularisierung gleichzeitig im Ort und in der Zeit vorschlugen. In
einer kürzlich erschienenen Arbeit führt Amann diesen Ansatz in Art einer lokal gefalteten
Form fort [3] und verwendet Sätze aus der Maximalregularitätstheorie zum Beweis einer
lokalen starken Lösung u ∈ H(Q∗

T ). Dabei werden relativ starke Regularitätsannahmen an
die Daten gestellt.

2.5 Die Modellgleichung

In diesem Abschnitt wird die Modellgleichung aufgestellt, die sich besonders zur geomor-
phologischen Formgeneralisierung eignet. Betrachtet man die Perona-Malik-Gleichung als
L2-Gradientenfluß des Funktionals

PM(u) :=

∫

Ω

log
(

1 + |∇u|2
)

dx,

so ist das zugehörige Minimierungsproblem durch

infv PM(v)

gegeben. Dieses Minimierungsproblem entzieht sich wegen der Struktur des Integranden
der Standardtheorie. Einerseits besitzt der Integrand nur sublineares Wachstum, und an-
dererseits hat er eine nichtkonvexe Struktur. Die Konvexifizierung des Funktionals würde
dem Nullfunktional entsprechen. Das sublineare Wachstum wirft die Frage nach der Wahl
eines geeigneten Funktionenraums auf.

Die nichtkonvexe Struktur des Perona-Malik-Funktionals ist hauptsächlich für die geo-
metrische Strukturerhaltung verantwortlich und motiviert die Beibehaltung einer nicht-
konvexen Struktur für die neue Modellgleichung. Außerdem wollen wir Höhenmodelle als
Graph einer BV-Funktion verstehen, und so soll das Funktional über mindestens lineares
Wachstum verfügen.

Nun wird das Modellproblem formuliert, das diesen Bedingungen genügt: Für λ ∈ (0, 1)
und µ ∈ (0, 1) finde u mit

ut − div

(

λ+ µ|∇u|
λ+ |∇u|2 ∇u

)

= 0 in QT (2.4)

u(0, ·) = 0 in Ω
∂u
∂n

= 0 auf ∂Ω × (0, T ].

Die beiden freien Parameter λ und µ steuern die Anisotropie der Gleichung. Die Gleichung
entspricht dem Perona-Malik-Fluß bzw. dem TV-Fluß für die Grenzfälle λ = 1, µ = 0 bzw.
λ = 0, µ = 1. Im Gegensatz zur Perona-Malik-Gleichung ist diese Gleichung nicht dege-
neriert und die Funktion a(s)s := (λ+ s2) (λs+ µs2)

−1
besitzt in s0 := µ +

√

µ2 + λ ihr
Maximum und ist monoton steigend in [0, s0] und monoton fallend in [s0,∞]. Diese Nicht-
monotonie führt wie im Falle der Perona-Malik-Gleichung zu einem selektiven Glätten und
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Verstärken der Kanten in Abhängigkeit von ∇u. Die Gleichung hat einen stark glättenden
Charakter in Bereichen, wo der Gradient klein ist, |∇u| < s0, und einen verstärkenden
Charakter, wo der Gradient groß ist, |∇u| ≥ s0. Wie im Fall der Perona-Malik-Gleichung
besitzt das Problem einen Vorwärts-Rückwärts-Parabolischen Charakter und entzieht sich
der Standardtheorie der monotonen Operatoren. Es existiert aber ein verallgemeinerter
Lösungsbegriff im Sinne Young’scher Maße.

Außerdem wird folgendes Modell aufgestellt:

ut − div (qδ (∇u)) = 0 in QT ,

u(0, ·) = u0 in Ω,

∂u
∂n

= 0 auf ∂Ω × (0, T ]

(2.5)

mit

qδ (∇u) =

(

λ|∇u|2δ + µ|∇u|3δ+1

λ+ |∇u|2(δ+1)
∇u
)

,

für kleines δ > 0. Im Fall δ = 0 fällt es mit dem Modell (2.4) zusammen. Für δ > 0
vereinfacht sich die Lösungstheorie. Man erhält Lösungen im Sinne von Young’scher Maßen,
BV-Theorie ist nicht notwendig.

Im Vergleich zum TV-Fluß bleiben die für die Formgeneralisierung wichtigen Strukturen
wie die Vertikalwölbung und die Horizontalwölbung bei beiden Modellen (2.4) und (2.5)
erhalten.
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Kapitel 3

Young’sche Maße und der Raum der
beschränkten Variation

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel führen wir die zur Behandlung des Modellproblems notwendigen theore-
tischen Konzepte ein. Nichtkonvexe Probleme werden in der Theorie durch zwei verschie-
dene Ansätze behandelt. Im ersten Ansatz handelt es sich um die stetige Fortsetzung des
Problems auf eine geeignete größere Lösungsmenge. Im zweiten Ansatz ersetzt man das
Problem durch die größte unterhalbstetige affine Approximation und erreicht dadurch die
Unterhalbstetigkeit des Funktionals bzgl. der schwachen Topologie. Beide Ansätze sind
äquivalent.

3.2 Young’sche Maße

Da im allgemeinen keine klassische Lösung zum Modellproblem existiert, benötigen wir
ein neues Konzept von Lösungen. Es handelt sich um das maßtheoretische Hilfsmittel der
Young’schen Maße, das sich zur Beschreibung von Oszillationen von Minimierungssequen-
zen besonders gut eignet. Das Konzept der Young’schen Maße wurde zur Beschreibung
allgemeiner Lösungen von Minimierungsproblemen von L.C. Young eingeführt [59], [58].
Es findet Anwendung in der Kontrolltheorie, in der Variationsrechnung und in der mathe-
matischen Physik [44], [6], [5], [51].

Radonmaße und Young’sche Maße

Wir bezeichnen mit

(i) Lp(Ω) = Lp(Ω; R), W p,q(Ω; R) = W p,q(Ω) die üblichen Lebesgue- und Sobolevräume,

(ii) u|D ∈W 1− 1

p
,p(Ω) den Wert der Funktion auf dem Rand ∂Ω im Sinne der Spur,

(iii) C0(R
N ) den Raum der stetigen Funktionen auf R

N mit kompaktem Träger, d.h. für
alle ǫ > 0 existiert eine kompakte Menge K ⊂ Ω mit |Ω −K| < ǫ,

(iv) rca(RN) := C0(R
N)′ den Raum der Radonmaße auf R

N ,

(v) Prob(RN) := rca+
1 (RN) :=

{

µ ∈ rca(RN) ; µ ≥ 0,
∫

RN µ(ds) = 1
}

den Raum der
Radonwahrscheinlichkeitsmaße,

13
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(vi) L∞
w (Ω; rca(RN)) den Raum der schwach meßbaren Radonmaße,

(vii)

Yp(Ω; Rn) :=

{

ν := (νx)x∈Ω ∈ L∞
w (Ω; rca(Rn)); νx ∈ rca+

1 (Rn),
∫

Ω

∫

Rn |s|pνx (ds) dx ∈ R
}

den Raum der Lp-Young’schen Maße.

Satz 3.2.1. Sei δ das Diracmaß. Dann gilt:

(i) Die Abbildung y 7→ ν := {δy(x)}x∈Ω ist eine stetige und dichte Einbettung von
Lp(Ω; Rn)) nach Yp(Ω; Rn).

(ii) Die Menge Yp(Ω; Rn) stellt eine natürliche σ-kompakte Hülle von Lp(Ω; Rn) dar.

Für den Beweis veweisen wir auf [44].

Definition 3.1. Sei M = R
N×M der Raum der N × M Matrizen und Ω ⊂ R

N eine
offene Menge. Eine Familie Wahrscheinlichkeitsmaße ν = (νx)x∈Ω definiert auf M ist ein
W 1,p-Young’sches Maß für p ∈ [1,∞], falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) Die Abbildung x→
∫

M f(A)νx(dA) ∈ R ist eine Lebesgue meßbare Funktion für alle
beschränkten stetigen Funktionen f auf M.

(ii) Es existiert eine Funktionenfolge (uk)k>0 ⊂W 1,p (Ω; Rm), die sich darstellen läßt als

lim
k→∞

∫

E

φ(∇uk)(x)dx =

∫

E

∫

M

φ(A)νx(dA)dx (3.1)

für E ⊂ Ω und

φ ∈ Ep
0 (M) :=

{

φ ∈ C(M) : lim
|A|→∞

φ(A)

1 + |A|p existiert

}

für p ∈ [0,∞) und alle stetigen Funktionen φ ∈ C(M), falls p = ∞.

Setze

〈 φ, νx 〉 :=

∫

M

φ(A)νx(dA)

und sei für ν ∈ Prob(RN) die Norm

‖ ν ‖Prob(RN ) :=

∫

RN

dν.

Wir wollen mit

|D| :=

∫

D

dx für D ⊂ Ω

das Lesbegue’sche Maßinhalt von D bezeichnen.
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Definition 3.2. Eine Funktion f : R
M×N → R heißt quasikonvex, falls

∫

Ω

f(P + ∇φ) dx ≥ |Ω|f(P )

für jede Testfunktion φ ∈ C∞
c (Ω) und jedes P ∈ R

M×N gilt.

In vielen Fällen lassen sich partielle Differentialgleichungen in Form eines Variations-
problems formulieren. Die direkte Methode der Variationsrechnung ist eine erfolgreiche
Methode um unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz einer Lösung zu sichern, cf.
[22]. Einer der wichtigsten Voraussetzungen ist die Unterhalbstetigkeit des betrachtenden
Funktionals. In der Arbeit von E. Acerbi und N. Fusco [1] wurde die Äquivalenz der Qua-
sikonvexheit und Unterhalbstetigkeit für eine breite Klasse von Problemen gezeigt. Die
Berechnung der quasikonvexen Einhüllenden erweißt sich als schwierig. Aber im skalaren
Fall, d.h. falls der Bildraum oder Zielraum des zu suchenden Minimierers eindimensional
ist, fällt die Konvexität mit der Quasikonvexität zusammen. Die konvexe Einhüllende läßt
sich im Speziellen über die Fenchel-Transformation berechnen.

Definition 3.3. (Fenchel-Transformation)
Sei X ein vollständiger Raum und X∗ sein Dualraum, so heißt für eine Funktion f ∈ C(R)

f ∗(x∗) := sup
x∈X

{〈 x, x∗ 〉 − f(x)} ,

f ∗∗(x) := sup
x∗∈X∗

{〈 x, x∗ 〉 − f ∗(x∗)}

die Duale bzw. Biduale von f .

3.3 Maßwertige Lösungen

In diesem Abschnitt führen wir maßwertige Lösungen für Systeme von Evolutionsprobleme
ein. Im ersten Teil wird die Definition einer maßwertigen Funktion erörtert und anschlies-
send im zweiten Teil dieses Abschnittes die Lösung charakterisiert. Der dritte Teil des
Abschnitts faßt die Resultate aus [50] zusammen und verallgemeinert sie auf den Fall
1 < p < 2. Im letzten Teil des Abschnitts behandeln wir die maßwertige Lösungstheorie
basierend auf der Arbeit von D. Kinderlehrer und P. Pedregal [32].

Maßwertige Lösung

Sei q : R
N → R

M der Gradient eines C(RN ; R) Potentials Φ, d.h.

q(A) = ∇Φ(A) ∀A ∈ R
N .

Es seien folgende Bedingungen erfüllt:

(i) Wachstumsbedingung für p ∈ (1, 2)

|Φ(A)| ≤ C(1 + |A|p) und c(|A|p − 1) ≤ Φ(A) ∀A ∈ R
N ,
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BESCHRÄNKTEN VARIATION

(ii) Die Bedingung

ker(A.q(A)) :=
{

A ∈ R
N ; A.q(A) = 0

}

⊂
{

A ∈ R
N ; |A| ≤ ρ0

}

für ein ρ0 > 0,

wobei (.) das euklidische Standardskalarprodukt auf R
N bezeichnet.

Betrachte das Problem: Finde u : QT → R, so daß gilt

ut − div (q(∇u)) = 0 in QT , (3.2)

u(·, 0) = u0 in Ω, (3.3)

q(∇u).n = 0 auf ∂Ω × (0, T ]. (3.4)

Eine Funktion u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;W 1,p(Ω)) mit ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ist eine
maßwertige Lösung des Problems (3.2)-(3.4) auf QT , falls eine maßwertige Abbildung

ν : (x, t) 7→ νx,t ∈ Prob(RN )

vom Raumzeitzylinder QT in Prob(RN), dem Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße, mit

(ut, w) + (〈q(A), νx,t(A)〉,∇w) = 0 ∀w ∈W 1,p(Ω)

fast überall in (0, T ) existiert und falls

∇u = 〈IdN , νx,t〉 fast überall in QT , (3.5)

u(x, 0) = u0(x) für x ∈ Ω

gilt. Hier bezeichnet IdN : R
N → R

N die Identität im R
N .

Wir nennen die maßwertige Lösung (u, ν) eine W 1,p-maßwertige Lösung von (3.2)-(3.4),
falls ν ein W 1,p-Gradienten-Young’sches Maß mit

T
∫

0

∫

Ω

( 〈ν,q 〉 · ∇ξ + utξ) dx dt = 0, ∀ξ ∈ C∞
0 (QT ), (3.6)

〈νx,t,q · IdN〉 = 〈 νx,t,q 〉 · 〈 νx,t, IdN 〉 f.ü. in QT , (3.7)

supp νx,t ⊂ {A ∈ R
n : φ(A) = φ∗∗(A)} f.ü. in QT , (3.8)

u(x, 0) = u0(x) in Ω (3.9)

q(∇u).n = 0 auf ∂Ω × (0, T ] (3.10)

ist. Zur Verallgemeinerung der Resultate aus [50] benötigen wir das folgende Resultat aus
[7]:

Satz 3.3.1. Sei S ⊂ R
N Lebesgue meßbar, K ⊂ R

M eine abgeschlosse und bschränkte
Teilmenge und zj : s→ R

M eine Folge von Lebesgue meßbaren Funktionen mit zj(·) → K
im Maße für j → ∞, d.h. für jede offene Umgebung U von K gilt

lim
j→∞

{y ∈ S ; zj(y) /∈ U} = 0.

Dann existiert eine Teilfolge zjk von zj und eine Familie {νy}, y ∈ S von positiven Maßen
definiert auf R

M , meßbar in Bezug auf y, so daß
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(i)

‖ νy ‖Prob(RN ) =

∫

RM

dνy ≤ 1 für fast alle y ∈ S,

(ii)

supp νy ⊂ K für fast alle y ∈ S,

(iii)

f(zjk)
∗
⇀ 〈νy, f〉 in L∞(S) für alle f ∈ C0(R

M).

Und somit erhalten wir, vergleiche auch [50], das folgende Lemma:

Lemma 3.4. Sei Ω ⊂ R
N und {zj} eine Folge mit zj : R+ × Ω → R

N beschränkt in
L∞(0,∞;L2(Ω)). Dann gilt

(i) Es existiert ein z ∈ L∞(0,∞; (L2(Ω))N) und eine Teilfolge {zjk}, so daß zjk
∗→ z in

L∞(0,∞; (L2(Ω))N).

(ii) Die so erhaltene Teilfolge {zjk} erfüllt

lim sup
k→∞,i

{y ∈ S ∩ BR ; |zjk(y)| ≥ i} = 0

für alle R > 0, wobei BR := {y ∈ R
N ; |y| ≤ R}.

(iii) Für jede stetige Funktion f mit

|f(A)| ≤ C(1 + |A|p), 0 < p < 2, A ∈ R
N

und jede beschränkte Teilmenge B ⊂ Ω × R
N gilt

f(zjk) ⇀ 〈 νy, f 〉 in L1(B).

Wir werden nun den Existenzsatz aus [50] einer maßwertigen Lösung des Problems
(3.2)-(3.4) für den Fall 1 < p < 2 verallgemeinern.

Satz 3.3.2. Es existiert eine maßwertige Lösung (u, ν) des Problems (3.2)-(3.4).

Beweis:

1. Hilfsproblem

Betrachte das Hilfsproblem: Finde uǫ : QT → R, so daß gilt

uǫ
t − div (q(∇uǫ)) + ǫ∆2uǫ = 0 in QT , (3.11)

uǫ(·, 0) = uǫ
0 in Ω, (3.12)

∂∆uǫ

∂n
= 0 auf ∂Ω × (0, T ], (3.13)

∂uǫ

∂n
= 0 auf ∂Ω × (0, T ]. (3.14)
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Mit Hilfe der Monotonen Operatorentheorie [60] folgt die Existenz einer Lösung
u ∈ L2(0, T ;W 2,2(Ω)) ∩ C(0, T ;W 1,2(Ω)) mit ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) für jedes ǫ > 0.

2. A priori-Abschätzungen

Formales Testen von (3.11) mit uǫ ergibt die Abschätzung der Integration in der Zeit:

1

2
‖ uǫ ‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + ǫ‖∆uǫ ‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) +

T
∫

0

∫

Ω

q(∇uǫ).∇uǫ dx dt ≤ 1

2
‖ uǫ(0) ‖2

L2(Ω).

Formales Testen mit uǫ
t ergibt nach Integration in der Zeit:

‖ uǫ
t ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) +
ǫ

2
‖∆uǫ ‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + ess supt∈(0,T ]

∫

Ω

Φ(∇uǫ(t)) dx

≤
∫

Ω

Φ(∇uǫ(0)) dx+
ǫ

2
‖∆uǫ(0) ‖2

L2(Ω).

Zusammen mit der Wachstumsbedingung ergeben diese Abschätzungen

‖ uǫ
t ‖2

L2(0,T ; L2(Ω)) +
ǫ

2
‖∆uǫ ‖2

L2(0,T ; L2(Ω)) + ‖ uǫ ‖L∞(0,T ; W 1,p(Ω))

≤ C‖ uǫ(0) ‖2
L2(Ω) +

∫

Ω

Φ(∇uǫ(0)) dx.

3. Charakterisierung des Grenzobjekts

Sei p∗ der Sobolev-Exponent 1 ≤ p∗ < 2N
N−2

. Aus den gleichmäßigen Abschätzungen und
dem Satz von Rellich folgt die Existenz eines Objektes
û ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,p(Ω)) mit ût ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) und einer Teilfolge uǫ

(nicht umbenannt), so daß

∇uǫ ∗
⇀ ∇û schwach-* in L∞(0, T ;L2(Ω)),

uǫ → û stark in L∞(0, T ;Lp∗(Ω)),

uǫ
t ⇀ ût schwach in L2(0, T ;L2(Ω)),

ûǫ(t) → û(0) in L2(Ω) für t→ 0.

Aus Lemma (3.4) angewendet auf die beschränkte Folge {∇uǫ} folgt die Existenz einer
Teilfolge {uǫ} (nicht umbenannt) und eines Maßes ν, so daß für fast überall in (0, T ] gilt

(uǫ
t, w) + (q(∇uǫ),∇w) = 0,

ǫ→0−→ (ût, w) + (〈q, ν〉,∇w) = 0 ∀w ∈W.

Hier ist W := {w ∈ C∞(Ω); ∂w
∂n

= 0}. Mit einem Dichtheitsargument folgt dann die
Existenz einer maßwertigen Lösung (û, ν).

�

Bemerkung 3.3.3. In Hinblick auf die folgende Finite-Elemente-Approximation des Mo-
dellproblems wollen wir folgendes vermerken. Wie in der Arbeit von H.W. Alt und S. Luk-
haus [2] kann anstelle der Stabilisierung durch einen Term vierter Ordnung ein Galerkin-
Ansatz gewählt werden. Der Parameter ǫ müßte dann durch die Zeitschrittweite beziehungs-
weise durch die Gitterweite ersetzt werden. Dieser Ansatz sichert dann die Konsistenz der
Finite-Elemente-Approximation des Problems.



Kapitel 4

Finite-Element-Approximation und
Konvergenzraten

4.1 Nichtdegeneriertes Beispielproblem

Sei Ω ⊂ R
N , N = 2, ein beschränktes, offenes Gebiet mit Lipschitzrand ∂Ω. In diesem

Abschnitt wird das folgende nichtdegenerierte Problem vollständig diskretisiert: Finde u :
QT := Ω × (0, T ] → R mit

ut − div
(

a
(

|∇Rσu|2
)

∇u
)

= 0 in QT ,

u(0, ·) = u0 in Ω,

∂u
∂n

= 0 auf ∂Ω × (0, T ].

. (4.1)

Die Behandlung dieser Gleichung dient hauptsächlich der Einführung von Notation und
Begriffen. Es handelt sich trotz der Regularisierung um ein nichtmonotones Problem,
die Regularisierung in der Nichtlinearität führt aber auf ein nichtdegeneriertes Problem.
Zum Aufstellen von Fehlerraten werden Dualitätsargumente verwendet, die Regularitäts-
anforderungen sowohl an die Lösung als auch an die Nichtlinearität stellen. Hier bezeichnet
a ∈ C∞(R) eine glatte Funktion und Rσ : L1(Ω)N → C1(Ω)N einen L2-stetigen Operator
mit Regularisierungsparameter σ ∈ (0, 1).

Für den Regularisierungsoperator soll gelten, daß für Konstanten cσ, Cσ ∈ R+ gilt:

(i)
0 < cσ < |∇Rσv|2 ≤ Cσ, |a′(|∇Rσv|2)| ≤ Cσ, für alle v ∈ L1(Ω) (4.2)

(ii)
|∇Rσu| ≤ Cσ. (4.3)

Wir wählen dann σ in Abhängigkeit von a und Rσ beziehungsweise von cσ,Cσ, so daß für
c, C > 0 gilt

(i)
0 < cσ < a(|∇Rσv|2) ≤ 1, |a′(|∇Rσv|2)| ≤ C, für alle v ∈ L1(Ω) (4.4)

(ii)

|∇a(|∇Rσu|2)|2 ≤
C

σ
. (4.5)

19
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Weiterhin sollen folgende Voraussetzungen erfüllt sein:

(HE1) u0(x) ∈ L∞(Ω) ∩H1(Ω; R) mit 0 ≤ u0(x) ≤ 1,

(HE2) Ω ⊂ R
2 ein Polygongebiet,

(HE3) T ∈ R
+ := {x ∈ R ; x > 0}.

Wir werden in diesem Kapitel die von u unabhängigen Konstanten c > 0 und C > 0 für
verschiedene Abschätzungen ohne Umbenennung verwenden.

Satz 4.1.1. Sei u0 ∈ L2(Ω). Dann existiert eine eindeutige Funktion u : Ω :→ R, so daß
u ∈ C(0, T ; L2(Ω))∩L2(0, T ; H1(Ω)) und (4.1) im distributionellen Sinn erfüllt ist. Für
die Lösung gilt sogar u ∈ C∞ (Ω × (0, T ]).

Beweis:

Vergleiche [17].Wir verwenden ein Fixpunktargument. Definiere den Teilraum

W (0, T ) :=
{

v ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), vt ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′)
}

,

der versehen mit der Graphennorm zum Hilbertraum wird. Betrachte das Problem: Suche
zu festem v ∈W (0, T ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), wobei

‖ v ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖ u0 ‖L2(Ω),

ein uv ∈W (0, T ) mit

(uv
t , χ) +

(

a(|∇Rσv|2)∇uv,∇χ
)

= 0 ∀χ ∈ H1(Ω) f.ü. in [0, T ],

mit uv(0) = u0 ∈ L2(Ω). Mit der Voraussetzung (4.4)-(4.5) finden wir mit Standardmet-
hoden für parabolische Evolutionsprobleme eine eindeutige Lösung (siehe [29]), [34]). For-
males Testen mit χ = uv in (4.1) ergibt

‖ uv ‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ Cσ−1‖ u0 ‖L2(Ω) (4.6)

‖ uv ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖ u0 ‖L2(Ω) (4.7)

und Testen mit beliebigen χ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) mit ‖χ ‖ ≤ 1 führt zu

sup
χ∈H1(Ω),‖χ ‖≤1

(uv
t , χ) ≤ ‖ a ‖L∞‖∇uv ‖ ≤ ‖∇uv ‖L2(Ω) ≤ Cσ−1‖ u0 ‖L2(Ω) (4.8)

und somit zu
‖ uv

t ‖L2(0,T ;(H1(Ω))′) ≤ Cσ−1‖ u0 ‖L2(Ω)

mit einer Konstanten C > 0, welche von v und σ unabhängig ist.

Betrachte nun die Teilmenge

W0 := {v ∈W (0, T ) ; w erfüllt (4.6), (4.7), (4.8) und w(0) = u0}

von W (0, T ) und definiere somit den Lösungsoperator L : W0 →W0 durch v 7→ uv. Da W0

eine konvexe, nichtleere, schwachkompakte Teilmenge ist, erlaubt die schwache Stetigkeit
des Operators L die Anwendung des Fixpunktsatzes von Schauder, (siehe [49]). Da W (0, T )
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kompakt in L2(0, T ;L2(Ω)) eingebettet ist, folgt die Existenz eines u ∈ W0 mit u = Lu
und somit die Existenz einer Lösung des Ausgangsproblems. Um die schwache Stetigkeit
zu zeigen, betrachte eine Folge wi ⇀ w schwach in W0 und betrachte ui := Lwi. Mit dem
Einbettungssatz von Rellich [49] erhalten wir eine konvergente Teilfolge ujk

mit

ukj
⇀ ū in L2(0, T ;H1(Ω)) wj ⇀ w in L2(0, T ;H1(Ω)),

ukj
→ ū in L2(0, T ;L2(Ω)) wj → w in L2(0, T ;L2(Ω)),

∂ukj

∂t
⇀

∂ū

∂t
in L2

(

0, T ; (H1(Ω))′
) ∂wj

∂xi

⇀
∂w

∂xi

in L2(0, T ;L2(Ω))

für i = 1, 2, und somit gilt wegen der Stetigkeit des Regularisierungsoperators und der
Funktion a

a(|∇wj |2) → a(|∇w|2) in L2(0, T ;L2(Ω)).

Somit können wir zum Grenzübergang in Lujk
übergehen und erhalten Lw = u. Aus

der Eindeutigkeit der Lösung bzw. aus der Injektivität des Lösungsoperators ergibt sich,
daß die ganze Folge schon in W (0, T ) gegen u = Lw konvergiert.

Die Regularität der Lösung u ∈ C∞((0, T ]×Ω) läßt sich mit einem bekannten Bootstrap-
Argument zeigen. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Gronwall-Lemma. Beide Beweisschritte
sind in [17] zu finden.

�

Für den ursprünglichen Fall Rσ(v) = Gσ ∗ v des Gaußkerns ist die Vertauschungsre-
gel ∇Gσ = Gσ ∗ ∇u anzuwenden und der Operator durch gespiegelte Randdaten stetig
differenzierbar fortzusetzen.

Finite Elemente

In diesem Abschnitt werden Finite Elemente eingeführt, welche zur Ortsdiskretisierung
verwendet werden. Ein Element einer Triangulierung Th sei ein Dreieck, welches mit Ti

oder abkürzend mit T bezeichnet wird. Weiterhin soll gelten:

1. Ω =
⋃

T ∈Th
(folgt aus der Eigenschaft: Ω ist ein Polygongebiet).

2. Th ist regulär im Sinne von [15] (S.108, Definition (4.4.15)).

3. Th ist zulässig, d.h. keine Ecke eines Dreiecks liegt im Inneren einer Kante eines
anderen Dreiecks.

Sei also Th eine reguläre Triangulierung von Ω mit maxτ∈Th
T ≤ h und Sh eine Familie

von endlich-dimensionalen Unterräumen von H1(Ω) definiert durch

Sh := {χ ∈ C0(Ω̄) : χ
∣

∣

T ist linear ∀T ∈ Th}. (4.9)

Sei Πhf ∈ Sh der C0-stückweise lineare Interpolant der Funktion f , also gilt Πhf(xk) =
f(xk) für alle Knoten xk der Triangulierung Th. Wir führen die Notation (f, g) =

∫

Ω
f g dx

und

(f, g)h =

∫

Ω

Πh(f g) dx

ein.
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Ortsdiskretisierung mit FEM

Wir folgen in diesem Abschnitt Thomée [53] (S.209 ff) und führen die Beweise in ab-
geänderter Form aus, um den Einfluß des Regularisierungsparameters σ zu analysieren.

Zuerst behandeln wir das semidiskrete Problem: Für t ∈ (0, T ] finde u(t) ∈ Sh, so daß

( uh,t, χ ) +
(

a(|∇Rσuh|2)∇uh,∇χ
)

= 0 ∀χ ∈ Sh, t ∈ (0, T ], (4.10)

uh(0) = Phu
0, (4.11)

wobei Ph die L2-Projektion auf Sh ist. Wir setzen Nh := dimSh. Die endliche Folge
{Φj}Nh

j=1 bezeichne die Standardbasis von Sh, bestehend aus den Funktionen Φi(x
j) = δij =

Kronecker Delta, für alle Knoten xj . Dann läßt sich (4.10) mit uh(x, t) :=
∑Nh

j=1 α(t)Φj(x)
schreiben als

Nh
∑

j=1

α′
j(t) ( Φj ,Φk ) +

Nh
∑

j=1

αj



 a





∣

∣

∣

∣

∣

∇Rσ

Nh
∑

l=1

αl(t)Φl

∣

∣

∣

∣

∣

2


∇Φj ,∇Φk



 = 0 (4.12)

für k = 1, . . . , Nh.
Durch Setzen von α := α(t) = (α1(t), . . . , αNh

(t))T und das Einführen der Matrizen
A = (ajk), Bik = (bik) und C = (clk) mit Elementen

ajk = (Φj ,Φk) , bik =



 a





∣

∣

∣

∣

∣

∇Rσ

Nh
∑

l=1

αlΦl

∣

∣

∣

∣

∣

2


∇Φj ,∇Φk





läßt sich das System (4.10)-(4.12) umschreiben zu

Aα′ +B(α)α = 0 für j ∈ [0, T ] mit α(0) = γ,

wobei γ die Knotenpunkte von u0
h bezeichnet.

Mit der Annahme (4.4) sind die Matrizen A und B(α) positiv definit. Das Problem hat
somit eine Lösung, die sich durch folgenden iterativen Algorithmus berechnen läßt. Setze
αn := αn(t) und betrachte das iterative Schema mit Startwert α0(0) = γ:

Aα′
n+1 +B(αn)αn+1 = 0 für t ∈ [0, T ]. (4.13)
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Konvergenzanalyse der semidiskreten Gleichung

Sei u ∈ H1(QT ) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) die Lösung von (4.1) und Uh die Lösung von (4.10).
Zur Fehleranalyse des semidiskreten Problems zerlegen wir den Fehler in

Uh − u = (Uh − Eu) + (Eu− u) =: Θ + ρ,

wobei E : H1(Ω) → Sh der elliptische Operator, definiert durch
(

a(|Rσ∇u(t)|2)Eu(t),∇χ
)

=
(

a(|∇Rσu(t)|2)∇u(t),∇χ
)

∀χ ∈ Sh, für fast alle t ∈ (0, T ],
(4.14)

ist.

Lemma 4.1. Uh(t) erfülle (4.10)-(4.12). Dann gilt

σ
3

2‖ ρ(t) ‖L2(Ω) + h‖∇ρ(t) ‖L2(Ω) ≤ C1σ
−1h2|u|H2(Ω), (4.15)

σ
5

4‖ ρt(t) ‖L2(Ω) + h‖∇ρt(t) ‖L2(Ω) ≤ C2σ
− 5

2h2
(

|ut|H2(Ω) + σ−1|u|H2(Ω)

)

(4.16)

für t ∈ (0, T ] und Konstanten C1, C2 > 0, die unabhängig von h sind.

Beweis:

Wir teilen den Beweis in zwei Schritte auf. Die Gleichungen (4.15) und (4.16) werden
nacheinander bewiesen. Die Bezeichnung der Konstanten C wird nicht geändert, solange
sie unabhängig von σ und h ist.

Erste Gleichung

Mit Hilfe von (4.5) erhalten wir für χ ∈ Sh:

Cσ‖∇(Eu− u) ‖2
L2(Ω) ≤

(

a(|∇Rσu|2)∇(Eu− u).∇(Eu− u)
)

=
(

a(|∇Rσu|2)∇(Eu− u).∇(χ− u)
)

≤ ‖∇(Eu− u) ‖L2(Ω)‖∇(u− χ) ‖L2(Ω),

und das Ersetzen von χ durch den Standardinterpolanten Πhu von u ergibt ‖∇ρ ‖L2(Ω) ≤
Cσ−1h|u|H2(Ω) und somit den ersten Teil von (4.15).

Das Betrachten des dualen Problems

− div
(

a(|∇Rσu|2))∇ψ
)

= −∇a(|∇Rσu|2).∇ψ − a(|∇Rσu|2)∆ψ = φ, ψ = 0 für ∂Ω

ergibt mit Hilfe der Ungleichung von Poincare

Cσ‖∇ψ ‖2
L2(Ω) ≤

(

a(|∇Rσu|2)∇ψ,∇ψ
)

= (φ, ψ) ≤ ‖φ ‖L2(Ω)‖ψ ‖L2(Ω)

und somit ‖∇ψ ‖L2(Ω) ≤ Cσ−1‖φ ‖L2(Ω). Weiterhin erhalten wir mit (4.5)

σ‖ψ ‖H2(Ω) ≤ Cσ‖∆ψ ‖L2(Ω)

≤ C‖ a(|∇Rσu|2)∆ψ ‖L2(Ω) ≤ C‖φ+ ∇a(|∇Rσu|2)∇ψ ‖L2(Ω)

≤ C‖φ ‖L2(Ω) + C‖∇ψ ‖L2(Ω)‖∇a(|∇Rσu|2) ‖L∞

≤ C(1 + σ− 1

2 )
(

‖φ ‖L2(Ω) + ‖∇ψ ‖L2(Ω)

)

≤ Cσ− 3

2‖φ ‖L2(Ω),
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und das duale Problem getestet mit χ = Πhψ ergibt mit (4.14)

( Eu− u, φ ) =
(

a(|∇Rσu|2)∇ψ,∇(Eu− u)
)

=
(

a(|∇Rσu|2)∇(Eu− u),∇(ψ − Πhψ)
)

≤ Ch‖∇Eu− u ‖L2(Ω)‖ψ ‖H2(Ω)

≤ Cσ− 5

2h2|u|H2(Ω)‖φ ‖L2(Ω).

Mit φ = Eu− u folgt der zweite Teil von (4.15).

Zweite Gleichung

Differenzieren von (4.14) in der Zeit ergibt:
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇χ
)

+
(

a(|∇Rσu|2)t∇ρ,∇χ
)

= 0, ∀χ ∈ Sh

und somit

Cσ‖∇ρt ‖2
L2(Ω) ≤

(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇ρt

)

=
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇(χ− ut)
)

+
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇(Eut − χ)
)

=
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇(χ− ut)
)

−
(

a(|∇Rσu|2)t∇ρ,∇(Eut − χ)
)

≤ C‖∇ρt ‖L2(Ω)‖∇(χ− ut) ‖L2(Ω)

+ Cσ− 1

2‖∇ρ ‖L2(Ω)(‖∇(Eut − ut) ‖L2(Ω) + ‖∇(ut − χ) ‖L2(Ω)).

Das Setzen von χ = Πhut und die Benutzung der Young’schen Ungleichung führen zu

σ‖∇ρt ‖2
L2(Ω) ≤ Ch|ut|H2(Ω)‖∇ρt ‖L2(Ω) + Cσ− 3

2h2|ut|2H2(Ω) + (Cσ−2‖∇ρ ‖2
L2(Ω)

+
σ

4
‖∇ρt ‖2

L2(Ω))

≤ Cσ−1h2|ut|2H2(Ω) + Cσ− 3

2h2|ut|2H2(Ω) + Cσ−4h2|u|2H2(Ω)

wobei wir ‖∇ρ ‖L2(Ω) ≤ Chσ−1|u|H2(Ω) aus dem ersten Teil des Beweises benutzt haben.
Somit haben wir den zweiten Teil der zweiten Gleichung (4.16) gezeigt.

Wir betrachten das duale Problem

− div(a(|∇Rσu|2)∇ψ) = φ mit ψ = 0 für ∂Ω

und erhalten

( ρt, φ ) =
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇ψ
)

=
(

a(|∇Rσu|2)∇ρt,∇(ψ − χ)
)

+
(

a(|∇Rσu|2)t∇ρ,∇(ψ − χ)
)

−
(

a(|∇Rσu|2)t∇ρ,∇ψ
)

.

Setze χ = Πhψ. Dann folgt

|(ρt, φ)| ≤ Ch‖∇ρt ‖L2(Ω)‖ψ ‖H2(Ω) + Chσ− 1

2

(

‖∇ρ ‖L2(Ω)‖ψ ‖H2(Ω) + ‖∇ρ ‖L2(Ω)‖ψ ‖H2(Ω)

)

≤ Ch2σ− 5

4

(

|ut|2H2(Ω) + σ−1|ut|2H2(Ω)

)

σ− 5

2‖φ ‖L2(Ω)

+ Chσ− 1

2

(

hσ−1σ− 5

2 |u|2H2(Ω) + hσ−1σ−1
)

‖φ ‖L2(Ω),

und mit φ = ρt folgt

‖ ρt ‖L2(Ω) ≤ Cσ− 15

4 h2
(

|ut|H2(Ω) + σ−1|u|H2(Ω)

)

und somit der erste Teil von (4.16).
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�

Lemma 4.2. Für den Operator E gilt

‖∇Eu ‖L∞(Ω) ≤ C
(

σ−1|u|H2(Ω) + ‖∇u ‖L∞(Ω)

)

∀t ∈ [0, T ] (4.17)

mit einer Konstanten C > 0, die nicht von σ oder h abhängt.

Beweis: Aus der Ungleichung

‖∇χ ‖L∞(Ω) ≤
1

h
‖∇χ ‖L2(Ω) ∀χ ∈ Sh,

[15] (S.111 ff) folgt

‖∇ (Eu− Πhu) ‖L∞(Ω) ≤ 1

h
‖∇(Eu− Πu) ‖L2(Ω)

≤ 1

h

(

‖∇(Eu− u) ‖L2(Ω) + ‖∇(u− Πu) ‖L2(Ω)

)

.

Addition von ‖∇Πhu ‖L∞(Ω) auf beiden Seiten, Lemma (4.15), Anwendung der Dreiecks-
ungleichung

‖∇ (Eu− Πhu) ‖L∞(Ω) + ‖∇Πhu ‖L∞(Ω) ≥ ‖∇Eu ‖L∞(Ω)

und
‖∇Πhu ‖L∞(Ω) ≤ C‖∇u ‖L∞(Ω)

zeigen die Behauptung.

�

Satz 4.1.2. Seien Uh(t) und u(t) die Lösungen der Probleme (4.10)-(4.12) bzw. (4.1) mit
der Regularitätsannahme aus (4.1.1). Dann gilt

‖Uh(t) − u(t) ‖L2(Ω) ≤ C‖Uh(0) − u0 ‖L2(Ω) + eC(σ)h2.

Hier bezeichnet C(σ) := Cσ−3 eine von σ abhängige Konstante.

Beweis: Betrachte Θ = Uh −Eu und

(Θt, χ) +
(

a(|∇RσUh|2)∇Θ,∇χ
)

= − (Eut, χ) −
(

a(|∇RσUh|2)∇Eu,∇χ
)

= − (ut, χ) −
(

a(|∇Rσu|2)∇u,∇χ
)

− (Eut, χ) −
(

a(|∇RσUh|2)∇Eu,∇χ
)

= − (ρt, χ) +
(

(a(|∇Rσu|2) − a(|∇RσUh|2))∇Eu,∇χ
)

,

wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaft (4.14) benutzt haben.
Mit χ = Θ folgt

d

dt
‖Θ ‖2

L2(Ω) + Cσ‖∇Θ ‖2
L2(Ω) ≤ ‖ ρt ‖2

L2(Ω) + C‖∇Eu ‖L∞(Ω)‖ u− Uh ‖L2(Ω)‖∇Θ ‖L2(Ω)

≤ C
(

‖ ρt ‖2
L2(Ω) + σ−2‖∇u ‖2

L∞(Ω)(‖ ρ ‖2
L2(Ω) + ‖Θ ‖2

L2(Ω))
)

+ Cσ‖∇Θ ‖2
L2(Ω).



26
KAPITEL 4. FINITE-ELEMENT-APPROXIMATION UND

KONVERGENZRATEN

Die Abschätzungen (4.15)-(4.17) und Integrieren in der Zeit ergeben:

‖Θ ‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖Θ(0) ‖2

L2(Ω) + C

T
∫

0

‖∇ρt ‖2
L2(Ω) dt

+ C

T
∫

0

(

σ−2|u|2H2(Ω) + ‖∇u ‖2
L∞(Ω)

)(

‖ ρ ‖2
L2(Ω) + ‖Θ ‖2

L2(Ω)

)

dt.

Die Abschätzung

‖Θ(0) ‖ ≤ ‖P 0
hu(0) − u(0) ‖L2(Ω) + ‖Eu(0) − u(0) ‖L2(Ω)

≤ ‖P 0
hu(0) − u(0) ‖L2(Ω) + Cσ−1h2|u(0)|H2(Ω)

zeigt zusammen mit dem diskreten Gronwall-Lemma die Behauptung.

�
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Konvergenzanalyse der volldiskreten Gleichung

Für 0 ≤ n ≤ TN sei tn := nτ , wobei τ ∈ (0, 1), so daß TN ∈ N und T = TNτ = tTN gilt.
Setze un := u(tn, x) und sei In := (tn − tn−1) und ∂τun := τ−1(un − un−1). Wir betrachten
nun das vollständig diskretisierte Verfahren

α0 = γ, A
αm − αm−1

τ
+B(αm)αm = 0.

Dieses ist äquivalent zur schwachen Formulierung

(∂τUn, χ) +
(

a(|∇RσU
n|2)∇Un,∇χ

)

= 0 ∀χ ∈ Sh (4.18)

mit 1 ≤ n ≤ TN ,

Un ∈ Sh,

U0 := Phu.

Lemma 4.3. Die Lösung Un von (4.18) existiert.

Beweis: Durch die Multiplikation der Gleichung (4.18) mit 2τ wird die Abbildung
G : Sh → Sh, definiert durch

(G(Un), χ) := 2
(

Un − Un−1, χ
)

+ 2τ
(

a(|∇RσU
n|2)∇Un,∇χ

)

,

eingeführt. Diese Abbildung G erfüllt die Annahmen des Brouwer’schen Fixpunktsatzes
[49](Seite 34), da

(G(U), U) ≥ (1 + 2στ)‖U ‖2
L2(Ω) − ‖Un−1 ‖2

L2(Ω) ≥ 0

für U ∈
{

V : ‖ V ‖ ≥ ‖Un−1 ‖
}

und besitzt einen Fixpunkt. Sukzessive Anwendung des

Arguments für 1 ≤ TN ergibt die Behauptung.

�

Satz 4.1.3. (Konvergenzrate)

‖Un − u(tn) ‖L2(Ω) ≤ C‖U0
h − u0 ‖L2(Ω) + CeC(σ)|u|H2(Ω)(h

2 + τ) für alle tn ∈ (0, T ].

Die Konstante C(σ) hängt polynomial von σ ab.

Beweis: Setzen von θn := Un −Eun führt zu

(∂τθn, χ) +
(

a(|∇RσU
n|2)∇θn,∇χ

)

= − (∂τEun, χ) −
(

a(|∇RσU
n|2)∇Eun,∇χ

)

= − (∂τEun − un
t , χ) −

(

[a(|∇RσU
n|2) − a(|∇Rσu

n|2)]∇Eun,∇χ
)

− (un
t , χ) −

(

a(|∇Rσu
n|2)∇Eun,∇χ

)

= − (∂τun − un
t , χ) −

(

[a(|∇RσU
n|2) − a(|∇Rσu

n|2)]∇Eun,∇χ
)

− (∂τρn, χ) ,

wobei wir im letzten Schritt die Orthogonalität (4.14) ausgenutzt haben.
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Setzen von χ := θn führt zu

∂τ‖ θn ‖2
L2(Ω) + cσ‖∇θn ‖2

L2(Ω) ≤ Cσ−2
(

‖ θn ‖2
L2(Ω) + ‖ ρn ‖2

L2(Ω)

)

+ C
(

‖ ∂τun − un
t ‖2

L2(Ω)

)

+ Cσ−1‖ ∂τρn ‖2
L2(Ω).

Dies zeigt
(

1 − Cτσ−3
)

‖ θn ‖2
L2(Ω) ≤ ‖ θn−1 ‖2

L2(Ω) + CτRn

mit
Rn := σ−2

(

‖ ρn ‖2
L2(Ω) + ‖ ∂τun − un

t ‖2
L2(Ω) + σ−1‖ ∂τρn ‖2

L2(Ω)

)

,

und für τ klein genug (τ < σ3) ergibt sich

‖ θn ‖2
L2(Ω) ≤

(

1 + Cσ−3τ
)

‖ θn−1 ‖2
L2(Ω) + CτRn.

Rekursive Anwendung ergibt

‖ θn ‖2 ≤
(

1 + Cσ−3τ
)n ‖ θ0 ‖2 + Cτ

n
∑

j=1

(1 + Cτ)n−j Rj ≤ Cσ−3n

(

‖ θ0 ‖2 + τ

n
∑

j=1

Rj

)

für tn ∈ [0, T ]. So folgt aus ‖ ρn ‖ ≤ C(u)σ− 5

2h2

‖ ∂τρ ‖ = τ−1‖
∫

In

ρt dt ‖ ≤ C(u)σ− 5

2h2

und

‖ ∂τun − un
t ‖ = τ−1‖

∫

In

(s− tn)utt(s) ds ‖ ≤ C(u)τ,

so daß gilt
Rn ≤ C(u)σ− 5

2 (h2 + τ 2).

Somit folgt die behauptete Konvergenzrate.

�
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4.2 CGFEM und Quasinormabschätzungen

Sei T < ∞ der Endzeitendpunkt, Ω ⊂ R
N ein polyhedrales Gebiet (N=2) und QT :=

Ω × (0, T ) der Raumzeitzylinder. In diesem Abschnitt werden wir das folgende Problem
mit äußeren Einheitsnormalenfeld n an ∂Ω betrachten.

Finde u : QT → R
M , (M=1), so daß

ut − div (pδ(∇u)) = 0 in QT , (4.19)

pδ(∇u).n = 0 auf ∂Ω × (0, T ],

u(·, 0) = u0 in Ω.

Dabei ist pδ der Gradient eines konvexen C1-Potentials, d.h.

∇φδ = pδ

mit der Wachstumsbedingung

c(|s|1+δ − 1) ≤ φδ(s) ≤ C(|s|1+δ + 1) (4.20)

für zwei Konstaten C > c > 0 und δ ∈ (0, 1). Zusätzlich soll pδ die Struktur

N
∑

i,k

M
∑

j,l

∂ (pδ(A))ij

∂Akl

BijBkl ≥ c (κ + |A|)δ−1 |B|2 für A,B ∈ R
N×M

für κ > 0 besitzen. Wir bezeichnen mit u(x, t) die schwache Lösung im Sinne von

(ut, φ) + (pδ(∇u),∇φ) = 0 ∀φ ∈W 1,1+δ(Ω) für fast alle t ∈ [0, T ] (4.21)

mit u0 ∈W 1,1+δ(Ω).
Vorbereitend auf die folgenden Kapitel wird in diesem Abschnitt die volldiskrete App-

roximation des Problems (4.19) behandelt. Dabei wird im Ort eine kontinuierliche Finite-
Element-Methode (auch Continuous Galerkin Finite Element Method, CGFEM ) benutzt.
In der Zeit wird mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens diskretisiert.

Im Fall des elliptisch degenerierten p-Laplace sind keine optimalen Fehlerabschätzung-
en in Sobolevräumen oder gewichtete Sobolevräume zu erreichen. Dies motiviert Ab-
schätzungen mit Hilfe geeigneterer Normen. J.W. Barrett und W.B. Liu führten Quasi-
normen ‖ · ‖(∇u) zur Fehlerabschätzung degenerierter Probleme ein, cf. [11], [10], [37]. Für
eine degenerierte Funktion S mit p-Struktur gilt die Relation

‖∇u−∇U ‖2
(∇u)=̃

∫

Ω

(S(∇u) − S(∇U)) (∇u−∇U) dx

mit 1 < p <∞, und somit sind Abschätzungen der Bestapproximation bzgl. dieser Quasi-
norm möglich, d.h.

‖∇u−∇uh ‖(∇u) ≤ c infv∈Sh
‖∇u−∇v ‖(∇u),

wobei u die schwache Lösung und uh die Finite-Element-Approximation von u im endlich di-
mensionalen Raum der Finiten Elemente Sh, bestehend aus stückweise stetigen Funktionen,
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ist. In [27] wurde die Theorie der Finiten-Elemente-Interpolations-Fehlerabschätzungen für
Quasinormen verallgemeinert und das Resultat

‖∇u−∇vh ‖2
(∇u) ≤ ch2

∫

Ω

|∇u|p−2|∇2u|2 dx

bewiesen. In einer Reihe von Arbeiten wurden zur Abschätzung von a priori- und a
posteriori-Fehlerabschätzungen Quasinormen verwendet, siehe [27], [36], [37], [38]. In diesen
Arbeiten wurden optimale Fehlerraten bzgl. der Quasinorm, d.h. in der Form

‖∇u−∇uh ‖2
(∇u) ≤ ch2,

hergeleitet. Für parabolische Gleichungen sind nur suboptimale Abschätzungen in der Zeit
hergeleitet worden, wie

‖ u− uk ‖2
l∞(Ik,L2(Ω)) + ‖∇u−∇uk ‖2

l2(Ik,Lp(Ω)) ≤ ckα, α ∈ (0, 0.5)

mit der Lösung u des parabolischen Problems mit p-Struktur und uk der zeitdiskreten
Lösung gewonnen aus dem impliziten Euler-Verfahren.

Notation

Sei weiterhin N = 2,M = 1. Zusätzlich zur Notation aus dem vorherigen Kapitel benötigen
wir eine Quasinorm

‖∇v ‖(∇w) :=





∫

Ω

(κ + |∇w| + |∇v|)p−2 |∇v|2 + |v|2 dx





1

2

.

Wir definieren zudem für κ > 0 die Funktion Pδ : R
N×M → R

N×M durch

Pδ(B) := (κ+ |B|) δ−1

2 B

und vermerken, daß für alle A,B ∈ R
N×M gilt ([26](Lemma 4.1)

c|A−B|2(κ + |B| + |A|)δ−1 ≤ (pδ(A) − pδ(B)) (A− B) (4.22)

(pδ(A) − pδ(B)) (A− B) ≤ C|Pδ(A) − Pδ(B)|2 (4.23)

(pδ(A) − pδ(B)) (A− C) ≤ ǫ|Pδ(A) − Pδ(B)|2 + Cǫ|Pδ(A) − Pδ(C)|2 (4.24)

mit Konstanten c, C > 0, die nur von δ abhängen und mit einer Konstanten Cǫ, die noch
zusätzlich von ǫ > 0 abhängt. Es sei vermerkt, daß die folgende Ungleichung gilt:

(λ+ µ)p−2µν ≤ δ(λ+ µ)p−2µ2 + cδ(λ+ ν)p−2ν2. (4.25)

Ihre Gültigkeit wurde zum Beispiel in [11] bewiesen.
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Diskretisierung

Für 0 ≤ n ≤ TN setzen wir tn := nτ , wobei τ die Schrittweite in t-Richtung ist, T := tTN ,
un(x) := u(x, tn), und für 1 ≤ n ≤ TN sei In := (tn−1, tn), ū := 1

τ

∫

In
u, ū0 := u0 und

∂un := 1
τ
(un − un−1). Das vollständig diskretisierte Problem (4.19) ist gegeben durch:

Finde die schwache Lösung Un von

(∂τUn, χ) + (pδ(∇Un),∇χ) = 0 ∀χ ∈ Sh (4.26)

mit 1 ≤ n ≤ TN ,

Un ∈ Sh,

U0 := P 0
hu0,

wobei P 0
h ein geeigneter Interpolationsoperator, siehe z.B. [48], ist. Wir definieren U :

Ω × I → R
M durch

U(x, t) :=

{

U0(x) für t = 0,
Un(x) für tn−1 < t ≤ tn.

Existenz, Eindeutigkeit und a priori-Abschätzungen

In diesem Abschnitt wird die diskrete Lösung charakterisiert.

Lemma 4.4. Das Problem (4.26) besitzt eine eindeutige Lösung {Un}0≤n≤TN
⊂ Sh.

Beweis:

Wie im vorangegangenen Abschnitt, lässt sich Un durch

Un(x) :=

Nh
∑

i=1

αiΦi(x)

darstellen. Somit läßt sich die Gleichung (4.26) umschreiben zu

Aαn + τB(αn)αn = Aαn−1.

Aus der positiven Definitheit der Matrizen A und {B(αn)} folgt die Eindeutigkeit und
Existenz einer Lösung.

�

Lemma 4.5. Unter der Bedingung (4.20) folgt, daß

sup
1≤n≤TN

‖∇Un ‖2
L2(Ω) + τ‖∇Pδ(∇Un) ‖2

L2(Ω) ≤ c(U0)

gilt.
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Beweis: Wir folgen den Ideen aus [24] mit D∆xUn(x) := 1
|∆x| (U

n(x+ ∆x) − Un(x)) für

∆x ∈ R
N \ {0}. Multiplizieren von (4.26) mit D−∆xD∆xUn ergibt

(

∂D∆xUn, D∆xUn
)

+
(

D∆x(pδ(∇Un)), D∆x∇Un
)

= 0

und es folgt
1

2
∂τ‖D∆xUn ‖2

L2(Ω) + c‖D∆x(Pδ(∇Un)) ‖2
L2(Ω) ≤ 0.

Summieren über τ
∑Nh

n=1 ergibt

sup
n

‖D∆xUn ‖2
L2(Ω) + τ

Nh
∑

n=1

‖D∆x(Pδ(∇Un)) ‖2
L2(Ω) ≤ ‖D∆xU0 ‖2

L2(Ω).

Mit der Eigenschaft der Differenzenquotienten folgt die Behauptung.

�
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Konvergenzrate

Nun werden Aussagen der asymptotischen Konvergenz der FEM-Approximation hergelei-
tet. Diese Aussagen werden für den nächsten Abschnitt entscheidend sein, tragen aber ein
eigenständiges Interesse. So laßen sich unter zusätzlichen Regularitätsbedingungen opti-
male Konvergenzraten herleiten.

Theorem 4.6. Sei u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,1+δ(Ω)) und
ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) die Lösung des Problems (4.19) und Un die Lösung des diskreten
Problems (4.26). Dann gilt:

sup
n

‖Un − un ‖2
L2(Ω) + cτ

TN
∑

n=1

‖Pδ(∇un) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) (4.27)

≤ C

TN
∑

n=1

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω) + C

TN
∑

n=1

τ‖Pδ(∇Un) −Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
L2(Ω)

+C

TN
∑

n=1

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇un) ‖2
L2(Ω) dt.

Unter den zusätzlichen Voraussetzungen

u0 ∈ W 1,2(Ω) ∩W 1,δ+1(Ω)

div(pδ(∇u0)) ∈ L2(Ω)

hα ≤ cτ α = 1 − δ

erhalten wir die Fehlerabschätzungen

sup
n

‖ un − Un ‖2
L2(Ω) + cτ

TN
∑

n=1

‖Pδ(∇un) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) ≤ C(h2 + τ 2), (4.28)

die bezogen auf die Quasinorm

‖ u− U ‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) + c

T
∫

0

‖∇u−∇U ‖2
(∇u(t)) dt ≤ C(h2 + τ 2) (4.29)

optimal sind. Hier sind c, C > 0 zwei von h und τ unabhängige Konstanten.

Beweis:

Setzen von En := un −Un und anschließendes gewichtetes Summieren über τ
∑TN

n=0 ergibt

τ

TN
∑

n=1

(∂τun, χ) + τ

TN
∑

n=1

∫

In

(pδ(∇u(t)),∇χ) dt = 0 ∀χ ∈ Sh.
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Setze χ = P 0
hE

n. Subtraktion von (4.26) von dieser Gleichung ergibt unter Benutzung von
(

∂τEn, P 0
hE

n
)

= (∂τEn, En) +
(

∂τEn, P 0
hu

n − un
)

und

τ

TN
∑

n=0

(∂τEn, En) =
1

2
‖ETN ‖2

L2(Ω) −
1

2
‖E0 ‖2

L2(Ω) +
τ 2

2

TN
∑

n=1

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω)

die Abschätzung

1
2

‖ETN ‖2
L2(Ω) +

τ 2

2

TN
∑

n=0

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω) +

TN
∑

n=0

∫

In

(

pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un),∇ (u(t) − Un)
)

dt

≤ τ

2

TN
∑

n=1

(

∂τEn, P 0
hu

n − un
)

+

TN
∑

n=0

∫

In

(

pδ(∇u(t)) − pδ(∇UN ),∇
(

u(t) − P 0
hu

n
)

)

dt

+
1

2
‖E0 ‖2

L2(Ω)

≤ τ 2

2

TN
∑

n=1

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω) + C

TN
∑

n=0

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω)

+

TN
∑

n=1

∫

In

(

pδ(∇u(t)) − pδ(∇UN ),∇
(

u(t) − P 0
hu

n
)

)

dt,

wobei wir hier im zweiten Schritt die Cauchy-Ungleichung benutzt haben.
Mit Hilfe von (4.23) und mit der Wahl eines geeigneten ǫ > 0 folgt
(

pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un),∇
(

u(t) − P 0
hu

n
)

)

≤ ǫ‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω)

+ C(ǫ)‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
L2(Ω),

und mit (4.22) folgt somit

1

2
‖ETN ‖2

L2(Ω) + c

TN
∑

n=1

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) dt

≤ Cτ

TN
∑

n=0

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω) + C

TN
∑

n=1

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
L2(Ω) dt.

Addition von
∑TN

n=1

∫

In
‖Pδ(∇un)−Pδ(∇u(t)) ‖2

L2(Ω) auf beiden Seiten und Anwendung
der Dreiecksungleichung

∫

In

‖Pδ(∇un) − Pδ(∇u(t)) ‖2
L2(Ω) dt +

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) dt

≥ τ‖Pδ(∇un) −Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω)

auf den zweiten Term der linken Seite, bzw. Anwendung von
∫

In

‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
L2(Ω) dt ≤

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇un) ‖2
L2(Ω) dt

+ τ‖Pδ(∇un) − Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
L2(Ω)
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auf den zweiten Term der rechten Seite ergibt

sup
n

‖En ‖2
L2(Ω) + cτ

TN
∑

n=0

‖Pδ(∇un) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) ≤ C

TN
∑

n=1

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω)

+C

TN
∑

n=1





∫

In

‖Pδ(∇un) −Pδ(∇u(t)) ‖2
L2(Ω) dt+ τ‖Pδ(∇un) −Pδ(∇P 0

hu
n) ‖2

L2(Ω)



 .

Dies zeigt die erste Behauptung (4.27).
Wir vermerken, daß unter zusätzlichen Voraussetzungen gilt:

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇un) ‖2
L2(Ω) dt =

∫

In

∫

Ω

∣

∣

tn
∫

t

∂t(Pδ(∇u(s)) ds
∣

∣

2
dx dt

≤ τ

∫

In

∫

Ω

tn
∫

t

∣

∣∂tPδ(∇u(s))
∣

∣

2
ds dx dt

≤ τ 2

∫

In

∫

Ω

|∂tPδ(∇u(t))|2 dx dt

≤ Cτ 2.

Anwendung der Approximationseigenschaft, cf. [15] (Seite 102ff),

‖ u− P 0
hu ‖Hβ(Ω) ≤ hα−β‖ u ‖Hα(Ω)

und (4.24) führen mit [27] zur Abschätzung

sup
n

‖En ‖2
L2(Ω) + cτ

TN
∑

n=1

‖Pδ(∇un) − Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) ≤ C(h2 + τ 2).

Somit erhalten wir die zweite Behauptung (4.28). Die dritte Behauptung (4.29) ergibt sich
mit der Relation (4.22) und den Dreiecksungleichungen

sup
t∈In

‖ u(t) − Un ‖2
L2(Ω) ≤ c

(

sup
t∈In

‖ u(t) − un ‖2
L2(Ω) + sup

n

‖ un − Un ‖2
L2(Ω)

)

zusammen mit
sup
t∈In

‖ u(t) − nn ‖2
L2(Ω) ≤ cτ 2‖ ∂tu ‖2

L∞(In,L2(Ω)).

�

Für den speziellen Fall δ = 0 und der p-Struktur

p0(∇A) :=
∇A
|∇A|

gilt das folgende Lemma:
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Lemma 4.7. Unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Theorems gilt für den Fall
p0:

sup
n

‖Un − un ‖2
L2(Ω) + c

TN
∑

n=0

∫

In

(

p0(∇u(t)) − p0(∇Un),∇ (u(t) − Un)
)

dt (4.30)

≤ C

TN
∑

n=1

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω) + C

TN
∑

n=1

∫

In

‖∇u(t) −∇P 0
hu

n ‖L1(Ω) dt.

Beweis:

Wie im vorherigen Beweis ergibt das Setzen von En := un − Un mit anschließendem
gewichtetem Summieren und die Subtraktion der diskreten Gleichung die Abschätzung

1
2

‖ETN ‖2
L2(Ω) +

τ 2

2

TN
∑

n=0

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω) +

TN
∑

n=0

∫

In

(

p0(∇u(t)) − p0(∇Un),∇ (u(t) − Un)
)

dt

≤ τ

2

TN
∑

n=1

(

∂τEn, P 0
hu

n − un
)

+

TN
∑

n=0

∫

In

(

p0(∇u(t)) − p0(∇UN ),∇
(

u(t) − P 0
hu

n
)

)

dt

+
1

2
‖E0 ‖2

L2(Ω)

≤ τ 2

2

TN
∑

n=1

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω) + C

TN
∑

n=0

‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω)

+

TN
∑

n=1

∫

In

(

p0(∇u(t)) − p0(∇UN ),∇
(

u(t) − P 0
hu

n
)

)

dt

nach dem Setzen von χ = P 0
hE

n. Entscheidend ist nun die Abschätzung

〈p0(∇u(t)),∇u(t) −∇P 0
hu(t)〉 = |∇u(t) −∇P 0

hu(t)| cos(α)

bzw.
〈p0(∇Un),∇u(t) −∇P 0

hu(t)〉 = |∇u(t) −∇P 0
hu(t)| cos(α′)

für alle x und t. Daraus folgt die Behauptung.

�

Bemerkung 4.2.1. Die Resultate lassen sich einfach für den Fall N,M ≥ 1 verallge-
meinern. In dieser Arbeit schreibt das Anwendungsproblem die Dimensionen N = 2 und
M = 1 vor.
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4.3 DGFEM für Quasilineare Gleichungen

Sei T < ∞ der Endzeitendpunkt, Ω ⊂ R
2 ein polyhedrales Gebiet und QT := Ω × (0, T )

Raumzeitzylinder bzw. hier zutreffender der Raumzeitkubus. Das konvexifizierte Problem
des Modellproblems fällt in die Klasse des im vorherigen Abschnitt behandelten Problems
(4.19). Sei also u(x, t) die schwache Lösung, so daß für fast alle t ∈ [0, T ] gilt

(ut, φ) + (pδ(∇u),∇φ) = 0 ∀φ ∈W 1,p(Ω) (4.31)

mit u0 ∈W 1,2(Ω). Wir erinnern daran, daß entscheidend war, daß das Problem p-Struktur
besitzt, d.h.

M
∑

j,l=1

N
∑

i,k=1

∂pδ,ij(A)

∂Akl

BijBkl ≥ c1 (κ + |A|)δ−1 |B|2, (4.32)

für alle A,B ∈ R
N×M .

Dieses Problem wurde im vorangehenden Abschnitt mit Hilfe kontinuierlicher Fini-
ter Elemente approximiert und es wurden Konvergenzraten bzgl. Quasinormen hergelei-
tet. In diesem Abschnitt wird die Gleichung nun durch diskontinuierliche Finite Elemen-
te im Ort und durch das implizite Euler-Verfahren in der Zeit vollständig diskretisiert.
Das Ziel ist eine Abschätzung des Fehlers bezüglich einer Quasinorm. Diskontinuierliche-
Galerkin-Methoden wurden zur Nicht-Standard-Approximation elliptischer Gleichungen
zweiter Ordnung von Nitsche [40] eingeführt und später auch zur Behandlung von hyper-
bolischen Gleichungen verwendet, cf. [21]. Mit der Bezeichnung 〈pδ(uh).n〉 für das arith-
metische Mittel multipliziert mit der äußeren Normalen n an e zeichnen diese Methoden
einen zusätzlichen Strafterm aus, der von den Sprüngen [[uh]] über innere Kanten e in Form

∑

e⊂Ω

∫

e

[[uh]] (σe[[uh]] + θ〈τ(uh).n〉) ds

abhängt. Dabei ist σ ein frei zu wählender Strafparameter und dieser Strafterm erzwingt
indirekt die innere Stetigkeit. Die Wahl des Vorzeichens von θ ∈ {−1, 1} hängt von der
Form der gewählten Methode ab und entspricht im Fall θ = −1 dem symmetrischen und
für θ = +1 dem asymmetrischen Fall. Verschiedene Strategien sind für den Fall θ ∈ [0, 1]
anstelle von θ = ±1 vorgeschlagen worden. In der Arbeit [30] wurde für die Klasse von
quasilinearen Gleichungen

− div(p(x, |∇u|)) = f in Ω,

∂u

∂n
= gN auf ∂Ω,

f ∈ L2(Ω), gN ∈ L2(ΓN),

welche die Strukturbedingung

c(t− s) ≤ p(t)t− p(s)s ≤ C(t− s), t ≥ s ≥ 0,

für 0 < c ≤ C Konstanten erfüllt, dieser verallgemeinerte Fall behandelt. Für diese Klasse
von Problemen wurden unter den Regularitätsbedigungen u ∈ C1(Ω) ∩ Hk(Ω), k ≥ 2 in
der H1(Ω)-Norm für diskontinuierliche stückweise polynominale Finite Elemente vom Grad

d ≥ 1 Konvergenzraten O(hs−1/dk− 3

2 ) hergeleitet.
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Notation und Diskretisierung

Zur Formulierung des diskreten Problems sind einige Vorbereitungen zu treffen. Sei Th

eine reguläre Triangulierung von Ω, vergleiche dazu den ersten Abschnitt dieses Kapitels.
Wir ordnen der Triangulierung den Finite-Elemente-Raum

Sdh :=
{

v ∈ L2(Ω) : v linear auf T ∈ Th

}

zu. Wir lassen also Unstetigkeiten entlang der Elementgrenzen zu. Wir beschränken uns
auf den Fall N = 2, M = 1. Weiterhin sei für jedes Element T ∈ Th eine nichtnegative Zahl
sT definiert, d.h. der Triangulierung wird der Vektor s := { sT ; T ∈ Th } zugeordnet. Wir
definieren den Sobolevraum der stückweis-definierten Fukntionen

Hs(Ω, Th) :=
{

v ∈ L2(Ω) ; v|T ∈ HsT (T ) ∀T ∈ Th

}

mit der Norm, beziehungsweise der Seminorm

‖ v ‖s,Th
:=

(

∑

T ∈Th

‖ v ‖2
HsT (T )

)
1

2

, |v|s,Th
:=

(

∑

T ∈Th

|v|2HsT (T )

)
1

2

.

Zusätzlich benötigen wir die äquivalente Quasihalbseminorm der stückweis-definierten Funk-
tionen

|∇v|(∇w),T :=





∫

T

(κ+ |∇w| + |∇v|)p−2 |∇v|2




1

2

für T ∈ Th,

|∇v|(∇w),Th
:=

(

∑

T ∈Th

|∇v|2(∇w),T

)
1

2

.

Sei E die Menge aller offenen Kanten im Fall N = 2. Abweichend zum CGFEM sind
hängende Knoten im DGFEM-Ansatz erlaubt, so daß E die kleinste gemeinsame (N − 1)-
dimensionale Kante zweier benachbarter Elemente enthält. Sei weiter Eint die Menge aller
Kanten e ∈ E , die echt in Ω liegen. Definiere

Γint := { x ∈ Ω : x ∈ e für ein e ∈ Eint } .

Sei e ∈ Eint gegeben und seien i und j so, daß

i > j und e ∈ Ti ∩ Tj .

Dann definieren wir den (elementweise numerierten) Sprung von v ∈ H1(Ω;Th) über e und
den Mittelwert von v auf e mit

[[v]]e := v|∂Ti∩e − v|∂Tj∩e und 〈v〉e :=
1

2

(

v|∂Ti∩e + v|∂Tj∩e

)

.

Der Index e wird nicht weiter mitgeführt, falls aus dem Zusammenhang ersichtlich ist
welche Kante gemeint ist.
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Sei e eine (N−1)-dimensionale Kante von T ∈ Th. Wir benötigen die folgenden inversen
Abschätzungen:

‖w ‖2
L2(e) ≤

C

he

‖w ‖2
L2(T ) und ‖∇w ‖2

L2(e) ≤
C

he

‖∇w ‖2
L2(T ) (4.33)

für alle w ∈ Sdh(Ω, Th). Dabei bezeichnet C > 0 eine Konstante und he den Durchmesser
beziehungsweise die Länge der Kante. Entsprechend gilt für die Quasinormen folgendes
Lemma:

Lemma 4.8. Folgende inversen Abschätzungen gelten:

‖w ‖2
(∇v),e ≤

Ci

he

‖w ‖2
(∇v),T ‖∇w ‖2

(∇v),e ≤
Ci

he

‖w ‖2
(∇v),T , (4.34)

für die Kante e ⊂ T ∈ Th und eine Konstante Ci > 0, siehe [30].

Zusätzlich führen wir die Einheitsnormale n entlang der Kante e ein, die von Ti nach
Tj zeigt. Betrachte Sdh(Ω, Th) mit der Quasinorm

‖ v ‖(∇w),σ :=



‖∇v ‖2
(∇w),Th

+ σ

∫

Γint

〈

(κ + |∇w|)p−2
〉

|[[v]]|2 ds





0.5

.

Der diskontinuierliche Strafparameter σ ist definiert durch

σ|e = σe =
α

he

,

und in unserem Fall ist α = 2Ci.

Bemerkung 4.3.1. Für andere Verfahren werden speziellere Wahlen von α benötigen. Im
Fall der Verallgemeinerung einer hp-DGFEM Methode mit dem Polynomgrad d im Element
T wird der Straftparameter wie folgt gewählt:

σ|e := α
〈d2〉e
he

.

Für 0 ≤ n ≤ TN setzen wir tn := nτ , wobei τ die Schrittweite in t-Richtung ist,
T := tTN , un(x) := u(x, tn), und für 1 ≤ n ≤ TN sei In := (tn−1, tn), ū := 1

τ

∫

In
u dt,

ū0 := u0 und ∂un := 1
τ
(un − un−1).

Nun wird das Problem (4.31) vollständig diskretisiert: Un sei die schwache Lösung von

(∂Un, χ) +
∑

T ∈Th

∫

T

pδ(∇Un).∇χ dx−
∫

Γint

〈

pδ(∇Un).n
〉

[[χ]] ds (4.35)

+ σ

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

[[Un]][[χ]] ds = 0 ∀χ ∈ Sdh

mit 1 ≤ n ≤ TN ,

Un ∈ Sdh,

U0 := P 0
hu0,
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wobei P 0
h ein geeigneter Interpolant ist, siehe z.B. [48] oder [30] und [28], so daß für u ∈

Hs(Ω) und c eine positive Konstante gilt:

∫

eT

∇(P 0
hu− u).nT = 0, ∀T ∈ Th,

‖P 0
hu− u ‖0 ≤ Chs‖ u ‖s,

‖∇(P 0
hu− u) ‖0 ≤ Chs−1‖ u ‖s,

‖∇2(P 0
hu− u) ‖0 ≤ Chs−2‖ u ‖s.

Zudem benötigen wir das folgende Lemma aus [24](Seite 14, (6.8)):

Lemma 4.9. Habe pδ p-Struktur dann gilt für alle A,B ∈ R
N×M

|pδ(A) − pδ(B)| ≤ C|A− B|(κ+ |B| + |A|)p−2

für eine von A unabhängige Konstante C > 0.
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Konvergenzraten

Nun wollen wir a priori-Fehlerabschätzungen und die Konvergenzrate in der Quasinorm
abschätzen. Dabei ist Un die Finite-Elemente-Lösung auf [0, T ]×Ω, sie ist stückweise linear
bzgl. x und stückweise konstant bzgl. t, aber im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt nicht
global stetig im Ort. Wir benutzen dabei eine Kurzform für die Integraldarstellung.

Satz 4.3.2. Un erfülle (4.35). Dann gilt für 1 < p < 2

sup
n

‖ un − Un ‖2
L2(Ω) + c

TN
∑

n=0

∫

In

‖Pδ(∇(u(t)) − Pδ(∇Un) ‖2
(∇u(t)) dt

+cσ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

|[[u(t) − Un]]|2 ds dt

≤
TN
∑

n=0



‖P 0
hu

n − un ‖2
L2(Ω) +

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇P 0
hu

n) ‖2
0,Th

dt





+‖ u0 − P 0
hu

0 ‖2
L2(Ω) + Cσ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇u(t)|)p−2
〉

|[[u(t) − P 0
hu

n]]|2 ds dt

für Konstanten c und C unabhängig von h und τ . Der Strafterm genügt dabei σ = 8C
h

.

Beweis:

In diesem Abschnitt werden mithilfe von formalen Testens die angegebenen Fehlerraten
hergeleitet. Die einzelnen Schritte können mathematisch mithilfe einer Differenzentech-
nik begründet werden. Setzen von En := Un − un, zeitliches Mitteln der kontinuierlichen
Gleichung (4.31), und Einsetzen von χ = P 0

hE
n ergibt unter Benutzung von

(

∂τEn, P 0
hE

n
)

= (∂τEn, En) +
(

∂τEn, P 0
hu

n − un
)

und

τ

TN
∑

n=0

(∂τEn, En) =
1

2
‖ETN ‖2

L2(Ω) −
1

2
‖E0 ‖2

L2(Ω) +
τ 2

2

TN
∑

n=1

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω)

die Abschätzung

1

2
‖ETN ‖2

L2(Ω) +

TN
∑

n=0

∑

T ∈Th

∫

In

∫

T

(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) . (∇ (u(t) − Un)) dx dt

+σ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ + |∇Un|)p−2
〉

|[[u(t) − Un]][[Phu(t) − Un]] ds dt (4.36)

+
τ 2

2

TN
∑

n=0

‖ ∂τEn ‖2
L2(Ω)
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≤ τ

2

TN
∑

n=1

(

∂τEn, P 0
hu

n − un
)

+ ‖E0 ‖2
L2(Ω)

+

TN
∑

n=0

∑

T ∈Th

∫

In

∫

T

(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) .
(

∇
(

u(t) − P 0
hu

n
))

dx dt

+

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) .n〉[[P 0
hu(t) − Un]] ds dt

nach einfachen Umformungen und der Anwendung der Youngschen Ungleichung. Hier ha-
ben wir ausgenutzt, daß die Lösung des kontinuierlichen Problems glatt ist und haben

σ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

[[u(t)]][[Phu(t) − Un]] ds dt = 0

zur linken Seite addiert.
Im nächsten Schritt sollen die einzelnen Terme der linken Seite geeignet nach unten

bzw. die Terme der rechten Seite nach oben abgeschätzt werden. Dazu führen wir die
Abkürzungen Il + IIl + IIIl + IVl ≤ Ir + IIr + IIIr + IVr für die Relation (4.36) ein. Es
folgt

IIl =
∑

T ∈Th

∫

In

∫

T

(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) . (∇ (u(t) − Un)) dx dt

≥ c

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) dt

und für IIIl folgt mit der Young’schen Ungleichung, daß gilt

III l = σ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

|[[u(t) − Un]]|2 ds dt

+σ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

||[[u(t) − Un]]||[[P 0
hu(t) − u(t)]]| ds dt

≥ σ

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

|[[u(t) − Un]]|2 ds dt

−σ
TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

(

1

2
|[[u(t) − Un]]|2 +

1

2
|[[P 0

hu(t) − u(t)]]|2
)

ds dt

≥ σ

2

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

||[[u(t) − Un]]|2 ds dt

−σ
2

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇Un|)p−2
〉

||[[P 0
hu(t) − u(t)]]|2 ds dt.
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Der Term Ir wird wie im vorgehenden Abschnitt behandelt und wir erhalten für IIIr

IIIr =
∑

T ∈Th

∫

In

∫

T

(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) .
(

∇
(

P 0
hu(t) − Un

))

dx dt

≤ c

2

∫

In

‖Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇Un) ‖2
L2(Ω) dt+ C‖Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇P 0

hu(t)) ‖2
L2(Ω) dt.

Für die Abschätzung des Terms IV r benötigen wir ein paar vorbereitende Schritte. Mit
den Bezeichnungen T ∩ e und T ′ ∩ e für die Elemente, die sich die Kante e ∈ Γint teilen,
definieren wir

O(T ) :=
{

⋃

T ′ ; T ′ ∈ Th, T̄ ′ ∩ T̄ 6= ∅
}

,

L(T ) :=
{

e ; ∃T ′ ∈ O(T ) mit e ⊂ T ′},

Ae := |pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)|2|Te
,

und e∗ ∈ L(T ) durch
|A|e∗ := max

e∈L(T )
|Ae|.

Nun wollen wir den Term IVr abschätzen:

IVr

≤
TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈|pδ(∇u(t)) − p(∇Un)|〉|[[P 0
hu(t) − Un]]| ds dt

≤
TN
∑

n=0

∑

e∈Eint

∫

In

∫

e

〈|pδ(∇Un) − pδ(∇u(t))|〉|[[P 0
hu(t) − Un]]| ds dt

≤ 2

TN
∑

n=0

∑

e∈Eint

∫

In

∫

e

|pδ(∇Un) − pδ(∇u(t))|e∗|[[P 0
hu(t) − Un]]| ds dt

≤ C

TN
∑

n=0

∑

e∈Eint

∫

In

∫

e

|∇Un −∇u(t)|e∗
〈(κ+ |∇Un| + |∇u(t)|) 1−δ

2 〉
|[[P 0

hu(t) − Un]]|
〈(κ+ |∇Un| + |∇u(t)|) 1−δ

2 〉
ds dt

≤
TN
∑

n=0

∑

e∈Eint

∫

In

∫

e

1

β
|Pδ(∇Un) − Pδ(∇u(t))|2e∗ + Cβ

|[[P 0
hu(t) − Un]]|2

〈(κ+ |∇Un| + |∇u(t)|)1−δ〉 ds dt.

Nun wollen wir β in Abhängigkeit zu σ bestimmen. Mit Lemma 4.8 ergibt sich, daß gilt

∑

e∈Eint

∫

e

〈|Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇Un)|〉2 ds ≤ 2
∑

e∈Eint

∫

e

|Pδ(∇u(t)) − Pδ(∇Un)|2e∗ ds

≤ C

h

∑

e∈Eint

max
T :e⊂T

∫

T

|Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇Un)|2 dx,

und da kein Element mehr als einen hängenden Konten hat, folgt, daß kein Element
T ∈ Th mehr als 2N · 2N−1 = 2NN Seiten besitzt, für N = 2. Mit der Notation CN :=
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max{2NN, (N + 1)N} = 2NN folgt weiter, daß

C

h

∑

e∈Eint

max
T :e⊂T

∫

T

|Pδ(∇u(t))−Pδ(∇Un)|2 dx ≤ CNC

h

∑

T

∫

T ∈Th

|Pδ(∇u(t))−Pδ(∇Un)|2 dx.

Außerdem gilt mit der Dreiecksungleichung:

TN
∑

n=0

∫

In

∫

ΓInt

|[[P 0
hu(t) − Un]]|2

〈(κ+ |∇Un| + |∇u(t)|)1−δ〉 ds dt

≤ 2

TN
∑

n=0

∫

In

∫

ΓInt

|[[P 0
hu(t) − u(t)]]|2

〈(κ+ |∇Un| + |∇u(t)|)1−δ〉 +
|[[u(t) − Un]]|2

(〈κ+ |∇Un| + |∇u(t)|)1−δ〉 ds dt

≤ 2

TN
∑

n=0

∫

In

∫

ΓInt

|[[P 0
hu(t) − u(t)]]|2

〈(κ+ |∇u(t)|)1−δ〉 +
|[[u(t) − Un]]|2

(〈κ+ |∇Un|)1−δ〉 ds dt.

Mit diesen Vorbereitungen können wir den Term IVr abschätzen, indem wir

β := 2
CCN

h
, 8Cβ < σ

setzen und

IVr ≤
TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈(pδ(∇u(t)) − pδ(∇Un)) .n〉[[P 0
hu(t) − Un]] ds dt

≤
TN
∑

n=0

∫

In





∑

T ∈Th

∫

T

|Pδ(∇u(t)) −Pδ(∇Un)|2 dx+

∫

ΓInt

σ

4

|[[u(t) − Un]]|2
〈(κ+ |∇Un|)1−δ〉

ds



 dt

+ C

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

σ
〈

(κ+ |∇u(t)|)p−2
〉

|[[u(t) − P 0
hu(t)]]|2 ds dt.

erhalten. Gemeinsam führen diese Ungleichungen auf die Behauptung, indem man die
ersten beiden Terme in die rechten Seite von der Ursprungsgleichung (4.36) verschmeltzt.

�

Bemerkung 4.3.3. Unter genügenden Regularitätsbedinungen u ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)) mit
ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), erhalten wir die Abschätzung

C

TN
∑

n=0

∫

In

∫

Γint

〈

(κ+ |∇u(t)|)p−2
〉

σ|[[u(t) − P 0
hu

n]]|2 ds dt ≤ C(h2 + τ 2)

und aus den Resultaten des vorangehenden Kapitels die Konvergenzrate

sup
n

‖ un − Un ‖2
L2(Ω) + c

TN
∑

n=0

∫

In

‖∇(u(t) − Un) ‖2
(∇u(t)) dt

≤ C(h2 + τ 2).
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Bemerkung 4.3.4. Wie im vorangehenden Kapitel laßen sich die Ergebnisse unter Ab-
änderung der dimensionsabhängigen Größen weitgehend auf den Fall M ≥ 1, N ≥ 1
verallgemeinern.

Bemerkung 4.3.5. Für den Fall δ = 0 erweist sich die Fehlerabschätzung als schwie-
rig. Sollte die Lage der Sprungstellen des kontinuierlichen Problems bekannt sein, erwei-
sen sich die diskontinuierliche Finite-Elemente-Methode als besonders gut geeignet. In [46]
wird anhand von Beispielen die bessere Approximationseigenschaften der diskontinuierliche
Finiten-Elemente-Methode für elliptische Probleme experimentell gezeigt.
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4.4 Modellproblem mit superlinearem Wachstum

Formulierung des Hilfsproblems

Sei δ > 0. Betrachte das Hilfsproblem gegeben durch: Finde u : QT := Ω× (0;T ] → R mit

ut − div (qδ (∇u)) = 0 in QT ,

u(0, ·) = u0 in Ω,

∂u
∂n

= 0 auf ∂Ω × (0, T ],

(4.37)

wobei

qδ (∇u) =

(

λ|∇u|2δ + µ|∇u|3δ+1

λ+ |∇u|2(δ+1)
∇u
)

.

Folgende Voraussetzungen sollen erfüllt sein:

(H1) u0(x) ∈ L∞(Ω) ∩H1(Ω; R) mit 0 ≤ u0 ≤ 1 fast überall in Ω,

(H2) Ω ⊂ R
N ein Polygongebiet mit N = 2,

(H3) T ∈ R
+ := {x ∈ R ; x > 0}.

Im allgemeinen besitzt dieses Problem keine Lösung im klassischen Sinne und motiviert
die folgende Definition:

Definition 4.10. Eine Funktion u ∈ L∞(0, T ; W 1,1+δ(Ω)) ∩ L∞(Ω) mit ∂u
∂t

∈ L2(QT )
heißt Young’sche Maßlösung des Problems (4.37), falls gilt:

ν = (νx,t)(x,t) ∈ QT ist ein W 1,1+δ-Young’sches Maß auf R
N ,

∫

Qt
〈 νx,t,q 〉.∇ξ + ∂u

∂t
ξ dx dt = 0 ∀ξ ∈ C∞

0 (QT ),

∇u(x, t) = 〈νx,t, id〉 f.ü. in QT ,

〈νx,t,q id〉 = 〈νx,t,q〉 · 〈νx,t, id〉 f.ü. in QT und

supp νx,t ⊂ {A ∈ R
n ; φ(A) = φ∗∗(A)} f.ü. in QT .

(4.38)

Nun sei an die Definition aus Kapitel 3 erinnert:

Definition 4.11. (Fenchel-Transformation)
Sei X ein vollständiger Raum und X∗ sein Dualraum, so heisst für eine Funktion f ∈ C(R)

f ∗(x∗) := sup
x∈X

{〈 x, x∗ 〉 − f(x)} ,

f ∗∗(x) := sup
x∗∈X∗

{〈 x, x∗ 〉 − f ∗(x∗)}

die Duale bzw. Biduale von f .
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Die Biduale stellt die Konvexifizierung der Funktion f dar und wir setzen im folgenden:

Fδ(u) :=

∫

Ω

φδ(∇u) dx (4.39)

:=
1

1 + δ

∫

Ω

λ
2

log
(

λ+ |∇u|2(1+δ)
)

+ µ|∇u|1+δ − µ arctan

( |∇u|1+δ

√
λ

)

dx

und wir definieren die Energie

Em
δ (u, vm) :=

1

2τ
‖ u− vm ‖2

L2(Ω) + Fδ(u).

Somit ergibt sich
qδ = ∇φδ und wir setzen pδ := ∇φ∗∗

δ .

Diskretisierung

Zur Formulierung des volldiskreten Problems sind einige Vorbereitungen zu treffen.
Im folgenden werden lineare Finite Elemente benutzt. Sei Th eine quasigleichförmige

Triangulierung von Ω, so dass Ω = ∪K∈Th
mit Gitterweite h ∈ (0, 1) gilt. Sei Sh der

zugehörige Raum der stückweise stetig affinen Elemente definiert durch

Sh :=
{

χ ∈ C(Ω̄) ; χ|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th

}

,

wobei Pd(K) den Raum der Polynome vom Grades d auf K bezeichnet.
Es sei vermerkt, dass der approximierte Gradient auf jedem Element Ki

h ∈ Sh für den
Fall uh ∈ Sh konstant ist und somit die Definition

Ai
h := ∇uh

∣

∣

∣

Ki
h

∈M2

gerechtfertigt ist. Wir definieren das diskrete Young’sche Maß νh durch

pδ(A
i
h) =

∫

Ki
h

qδ(A) dνi
h(A).

Somit erhalten wir eine Folge von Gradientenmaßen

νh = {(νh)x}x∈Ω mit (νh)x = νi
h für x ∈ Ki

h.

Seien τ > 0 und tm := mτ so gegeben, dass {tm}M
m=0 eine Zerlegung von [0, T ] ist. Setze

um(x) := u(x, tm) und ∂um := τ−1 (um − um−1).
Setze für geeignetes f : R

2 → R
2:

〈~f, νm
h 〉 :=

∫

M2

~f(A) dνm
h (A).

Das Problem (4.37) ist vollständig diskretisiert gegeben durch das folgende Problem:
Finde {(Um, νm

h )}M
m=0 mit Um ∈ Sh und νh, so dass
∫

Ω

∂Um
h Vh + 〈 qδ, ν

m
h 〉∇Vh dx = 0 ∀Vh ∈ Sh (4.40)
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mit

〈 Id, νm
h 〉 = ∇Um f.ü. in Ω, (4.41)

〈 qδ Id, νm
h 〉 = 〈 qδ, ν

m
h 〉.〈 Id, νm

h 〉 f.ü. in Ω (4.42)

für 1 ≤ m ≤M gilt. Dabei ist U0 := P 0
hu

0 ∈ Sh und P 0
h bezeichnet die L2-Projektion auf Sh.

Existenz

In einem ersten Schritt zeigen wir die Existenz einer Lösung des numerischen Flußes
(4.40) in einer formalen Art.

Lemma 4.12. Das Verfahren (4.40) besitzt eine eindeutige Lösung und es gilt

‖Um
h − Um−1

h ‖L2(Ω) ≤ ‖U0
h,1 − U0

h,2 ‖L2 , 0 ≤ m ≤M.

Beweis:

Die Gleichung (4.40) lässt sich auch schreiben als

∫

Ω

∂UmVh + pδ(∇Um
h )∇Vh dx = 0 ∀Vh ∈ Sh,

und aus der strikten Konvexität von pδ folgt, daß eine eindeutige Lösung existiert (verglei-
che [20]).

Lemma 4.13. (Diskrete Energieabschätzung)
Sei {(Um, νm

h )}m=1,...,M eine Lösung des volldiskreten Problems (4.40). Dann gilt

‖Um ‖W 1,1+δ(Ω) + ‖Um ‖L2(Ω) ≤ C1 und Fδ(U
m) ≤ F (U0)

für m = 1, . . . ,M .
Beweis: (Vergleiche [23], [57], [16], [43]) Summieren ergibt

∫

Ω

M
∑

m=1

(

Um
h − Um−1

h

)

τ
Vh dx = −

∫

Ω

M
∑

m=1

〈qδ, ν
m
h 〉∇Vh dx

= −
∫

Ω

M
∑

m=1

pδ(∇Um
h )∇Vh dx ∀Vh ∈ Sh.

Mit der Jensen’schen Ungleichung und der Wachstumsbedingung folgt, da qδ und ‖ · ‖L2(Ω)

konvex sind, die Behauptung.

�

In einem nächsten Schritt werden wir Konvergenz für diese Approximation zeigen.
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Konvergenz

In diesem Abschnitt werden wir Konvergenz in geeignetem Sinne zeigen.

Definition 4.14. (Makroskopische Konvergenz)
Wir nennen eine Folge von Young’schen Maßen νh := {νx

h}x∈Ω makroskopisch konvergent

νx
h ⇀

m νx

gegen ν0 := {νx
h}x∈Ω, falls für jede Funktion θ ∈ C0(R

2×1) gilt

〈θ, νh〉 → 〈θ, ν0〉 in L1(Ω).

Wir schreiben

(uh, ν
x
h) →m (u, νx)

für νx
h ⇀

m νx und uh ⇀ u.

Satz 4.4.1. (Konsistenz des Verfahrens) Im Fall p > 1 konvergiert der reguläre Anteil der
Lösung des diskreten Problems (4.40) gegen den regulären Anteil der Lösung des kontinu-
ierlichen Problems (4.37). Insgesamt konvergiert

(Un, νn
h ) →m (u, ν) für h, τ → 0,

wobei νn
h das zu Un gehörige Lösungs-Young’sche-Maß ist.

Beweis :

Sei {Um
h , ν

m
h }m=0,...,M die Lösung des numerischen Flusses zum Diskretisierungsparameter

h > 0 und sei p = 1 + δ. Definiere sukzessiv die Funktionale Φm

Φm(v, Um−1
h ) :=

∫

Ω

φδ(∇v) +
1

2τ

(

v − Um−1
h

)2
,

Φ∗∗
m (v, Um−1

h ) :=

∫

Ω

φ∗∗
δ (∇v) +

1

2τ

(

v − Um−1
h

)2

für v ∈ Sh.
Wir erhalten aus dem vorherigen Kapitel die Konvergenz gegen ein Grenzobjekt û mit
optimaler Rate, d.h. Um → ûm stark in W 1,p(Ω) mit

‖Um − ûn ‖W 1,p ≤ C(τ + h).

1. Existenz des Grenzobjektes für h→ 0

Nun fixiere x ∈ Ω. Aus der gleichmässigen Beschränktheit der Gradienten ∇Um
h (x) in h

folgt die Beschränktheit der Maße {νm,h
x } in Yp(R2×1). Wir können somit eine konvergente

Teilfolge νm,h
x ⊂ Yp(R2×1) (gleich bleibende Bezeichnung) wählen mit

νm,h
x

∗
⇀ ν̂m

x schwach-* in Yp(R2×1),
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d.h.
∫

R2×1

ψ(A) dνm,h
x →

∫

R2×1

ψ(A) dν̂m
x ∀ψ ∈ C0(R

2×1). (4.43)

Aus ∇Um
h → ∇ûm in Lp(Ω) erhalten wir wiederum eine Teilfolge {∇Um

h } (nicht umbe-
nannt) mit ∇Um

h (x) → ∇ûm(x) f.ü. in Ω. Das Setzen von ψ = φδ und ψ = Id in (4.43) und
die Stetigkeit von φ∗∗

δ ergeben
∫

R2×1

λ dνm
x (λ) = ∇ûm(x) (4.44)

∫

R2×1

φδ(λ) dν̂m
x (λ) = φ∗∗

δ (∇ûm(x)) (4.45)

f.ü. in Ω.

2. Eigenschaft des Grenzobjektes

Nun behaupten wir, dass das Grenzobjekt ν̂m
x ein W 1,p-Gradientenmaß ist. Aus den Eigen-

schaften

(i) der Lokalisierung (4.44),

(ii) der Ungleichung

ψ(∇Um
h ) ≤

∫

R2×1

ψ(λ) dνm,h
x (λ)

für jedes konvexe, nach unten beschränkte ψ ∈ Ep und der Stetigkeit von konvexen
Funktionen bezüglich der schwachen-* Konvergenz,

(iii) der Beschränktheit
∫

Ω

∫

R2×1

|λ|p dν̂m
x (λ) dx ≤ 1

c

∫

Ω

∫

R2×1

φδ(λ) dν̂m
x (λ) dx+ |Ω|

=
1

c

∫

Ω

φ∗∗
δ (ûm) dx+ |Ω|

≤ C

c

∫

Ω

|∇ûm|p dx+

(

C

c
+ 1

)

|Ω|

erhalten wir aus (4.45) und der Wachstumsbedingung für Φδ für h unabhängige Konstanten
c, C > 0 die Behauptung.

3. Gleichgewichtsgleichung

Sei ξ ∈ C∞
0 (Ω) und ǫ > 0. Die Wachstumsbedingung von Φδ ergibt

φ∗∗
δ (λ+ ǫ∇ξ) ≤ C (1 + |λ|p) .

Mit Hilfe von

Φ∗∗
δ (ûm, ûm−1) ≤ Φ∗∗

δ (ûm + ǫξ, ûm−1) ≤ lim
h→0

∫

Ω

φ∗∗
δ (Um

h ) +
1

2τ

(

Um
h + ǫξ − Um−1

h

)2
dx

=

∫

Ω

∫

R2×1

φ∗∗
δ (λ) dν̂m

x (λ) dx+
1

2τ

(

ûm + ǫξ − ûm−1
)2
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erhalten wir die Gleichgewichtsgleichung
∫

Ω

〈pδ, ν̂
m〉.∇ξ +

(ûm − ûm−1)

τ
ξ dx = 0 ∀ξ ∈ C∞

0 (Ω).

Die Gateaux-Ableitung an der Stelle des Minimierers ûm von Φ∗∗
δ (·, ûm−1) ergibt

∫

Ω

pδ(ν̂
m).∇ξ +

(ûm − ûm−1)

τ
ξ dx = 0, ∀ξ ∈ C∞

0 (Ω).

Daraus folgt
〈qδ, ν̂

m〉 = 〈pδ, ν̂
m〉 = pδ(∇ûm),

und somit ergibt sich die gewünschte Gleichgewichtsgleichung
∫

Ω

qδ(ν̂
m).∇ξ +

(ûm − ûm−1)

τ
ξ dx = 0, ∀ξ ∈ C∞

0 (Ω). (4.46)

4. Grenzübergang für τ → 0

Definiere

χm(t) :=







t
τ
−m für t ∈ [τm, τ(m+ 1)),

0 sonst

und setze

ū(x, t) :=
∑

0≤m≤M

χm(t)
{

ûm(x) + χm(t)
(

ûm+1(x) − ûm(x)
)}

,

v̄(x, t) :=
∑

0≤m≤M

χm(t)ûm(x),

ν̄ :=
(

ν̄m
x,t

)

(x,t)∈QT
=

∑

0≤m≤M

χm(t)ν̂m
x ,

q̄δ := 〈ν̂,qδ〉 =
∑

m

〈νm,qδ〉.

Somit erhalten wir ū ∈ L∞ (0, T ; H1
0 (Ω)) und ∂u

∂n
= 0 auf ∂Ω× (0, T ]. Es ergibt sich dann

∫

R2×1 λ dν̄
m
x (λ) = ∇v̄m(x). Differenzieren von ū(x, t) in der Zeit ergibt

∂ū

∂t
(x, t) =

∑

0≤m≤M

χm(t)
1

τ

(

ûm+1 − ûm
)

(x) ∈ L2(QT )

und somit
∫

Ω

q̄δ.∇ξ +
∂ū

∂t
ξ dt = 0 ∀ξ ∈ H1

0 (Ω)

für fast alle t ∈ (0, T ].
Daher gilt

T
∫

0

∫

Ω

〈ν̄,qδ〉.∇ξ + ūtξ dx dt = 0 ∀ ∈ H1
0 (QT )
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und
〈 ν̄,qδ 〉 = 〈 ν̄,pδ 〉 f.ü. in QT .

Die Wachstumsbedingungen von φδ und qδ ergeben die gleichmässige Beschränktheit von
ū und v̄ in L∞ (0, T ; H1

0 (Ω)) und q̄δ in L2(QT ). Weiter gilt ∂ū
∂t

∈ L2(QT ), und ν̄ ist
gleichmässig beschränkt in L∞ (0, T ; (Ep)∗). Die schwache Kompaktheit sichert die Exi-
stenz eines Grenzobjektes (u, ν), welches die Gleichung (4.37) lößt. Wie in [23] zeigt man,
daß u der schwache Limes für τ → 0 von (ū) in L2(QT ) ist und daß zusätzlich ∂u

∂t
∈ L2(QT )

ist. Somit erhalten wir

T
∫

0

∫

Ω

〈ν,qδ〉.∇ξ + utξ dx dt = 0 ∀ξ ∈ H1
0 (QT )

und damit folgt die Behauptung.

�

Bemerkung 4.4.2. Mit den Konvergenzresultaten des vorangehenden Abschnitts lassen
sich in gleicher Weise die, in diesen Abschnitt hergeleiteten, Resultate für den Fall der
diskontinuierlichen Finite-Elemente-Approximation zeigen.
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4.5 Das diskrete Modellproblem mit linearen Wachs-

tum

In diesem Abschnitt werden wird das ursprüngliche Modellproblem mit linearem Wachstum
behandeln. Im Gegensatz zu den vorangehenden Abschnitten werden wir keine Konvergenz
zeigen, da die Voraussetzungen des Problems der Praxis angepaßt sind.

Sei wie zuvor Ω ⊂ R
N mit N = 2 ein beschränktes, konvex polyhedrales Gebiet. Wir

betrachten die Lösungen u : Ω × [0, T ] → R des Anfangs- und Randwertproblems

ut − div(a(|∇u|)∇u) = 0 in Ω × (0, T ], (4.47)

a(|∇u|)∇u.n = 0 auf ∂Ω × (0, T ],

u(·, 0) = u0 in Ω,

wobei u0 ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω), n die Auswärtseinheitnormale von ∂Ω, a(s) = λ+µs

λ+s2 und
λ, µ > 0 sind.

Wir bezeichnen mit (u, ν) die maßwertige Lösung des Anfangs- und Randwertproblems
(4.47) im Sinne der Young’sches Maße, falls u ∈ L∞(0, T ;BV (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)),
ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) und ν = (νx,t)(x,t)∈Ω×[0,T ] eine parametrisierte Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen auf R

N sind, so daß

T
∫

0

∫

Ω

(

〈a(|γ|)γ, νx,t(γ)〉 · ∇φ+ ut φ
)

dx dt = 0 ∀φ ∈ C∞(Ω × (0, T )),

wobei 〈a(|γ|)γ, νx,t(γ)〉 =
∫

RN a(|γ|)γ dνx,t(γ),

∇u = 〈γ, νx,t(γ)〉 f.ü. in Ω × (0, T ] ,

und u(·, 0) = u0 in Ω ist. Die Existenz einer Young’schen maßwertigen Lösung für diese Art
von Vorwärts-Rückwärts-Typ ist für homogene Dirichlet Randbedingungen in [57] gezeigt.

Notation und Diskretisierung

Nun geben wir die Definition des diskreten Problems. Sei Th eine Familie von Zerlegun-
gen von Ω in abgeschlossende Dreiecken, wobei h die Gitterweite bezeichnet. Seien γTmax

und γTmin der jeweils größte bzw. kleinste Winkel des N -Dreiecks T , γmin = minT ∈Th
γTmin

und γmax = maxT ∈Th
γTmax. Wir setzen voraus, daß Th eine reguläre Triangulierung ist, d.h.

der Durchschnitt von jeweils zwei nicht disjunkten nicht identischen Elementen von Th ist
entweder eine allgemeine Ecke, Kante oder Fläche mit γmin > 0. Weiterhin nehmen wir an,
daß

γmax ≤ 900. (4.48)

Diese Bedingungen sind ausreichend für den Beweis des diskreten Maximumprinzips. Wir
vermerken, daß diese Restriktion (4.48) für den Beweis der einfachen Energieabschätzungen
(siehe Theorem 4.15 unten) nicht notwendig ist.
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Zur Diskretisierung werden lineare Finite-Elemente benutzt (siehe (4.9)). Sei TN > 0,
τ = T/TN die Größe eines Zeitschrittes und tn := nτ for 0 ≤ n ≤ TN . Weiterhin bezeichne
〈η, η̄〉 ≡ η.η̄ das Euklidische Skalarprodukt in R

N .
Das Rückwärts-Euler-Differenzen-Verfahren besteht aus dem Finden von Funktionen

Un ∈ Sh, n ∈ {1, . . . , TN}, die Lösungen der algebraischen Gleichungen

(∂τUn, χn)h + (a(|∇Un|)∇Un,∇χn) = 0 ∀χn ∈ Sh, (4.49)

U0 = Πhu0 in Ω (4.50)

sind, wobei gilt

a(s) =
λ+ µs

λ+ s2
, (4.51)

λ, µ > 0 und ∂τUn := τ−1(Un − Un−1).
Das Schema enthält die Lumping-Massen-Technik. Es ist dadurch einfacher zu imple-

mentieren. Weiterhin sei vermerkt, daß eine weitere praktische Wahl von U0 möglich ist.

Existenz und Charakterisierung der diskreten Lösung

Das erste Theorem behandelt die Existenz einer Lösung des diskreten Vorwärts-Rück-
wärts-Problems (4.49)–(4.50). Es wird eine einfache a priori-Abschätzung gezeigt.

Theorem 4.15. Es existiert eine Lösung Un ∈ Sh (1 ≤ n ≤ TN) der elliptischen Glei-
chungen (4.49)–(4.50), die

sup
1≤n≤TN

(Un, Un)h + τ

TN
∑

n=1

‖∇Un ‖L1(Ω) ≤ c

für eine Konstante c > 0 unabhängig von h und τ erfüllt.

Zum Beweis benötigen wir die Einführung eines Hilfsproblems. Für gegebene Funktio-
nen W 1, . . . ,W T

N ∈ Sh definieren wir die Funktionen V n ∈ Sh, 1 ≤ n ≤ TN als Lösungen
der elliptischen Gleichungen

(∂τV n, χn)h + (b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n,∇χn) = 0 für alle χn ∈ Sh , (4.52)

V 0 = Πhu0 in Ω, (4.53)

wobei

b(r, s) =
λ+ µr

λ + rs
. (4.54)

Lemma 4.16. Es existiert eine Lösung V n ∈ Sh, 1 ≤ n ≤ TN , der Gleichungen (4.52)–
(4.53). Weiterhin existiert eine Konstante c > 0 unabhängig von h, τ und W 1, . . . ,W T

N , so
daß

sup
1≤n≤TN

(V n, V n)h + τ

TN
∑

n=1

‖∇V n ‖L1(Ω) ≤ c . (4.55)

Beweis:
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Sei r ≥ 0, s, s̄ ∈ R
T
N mit Komponenten si, und s̄i (1 ≤ i ≤ TN ),

Fi(s) :=
λ+ µr

λ + r|s| si und Fij(s) :=
∂

∂sj

Fi(s) .

Außerdem gilt Fij(s) = λ+µr

(λ+r|s|)2 (λδij + |s|−1r(δij|s|2−sisj)), wobei δij das Kroneckersymbol
ist, und

(Fi(s) − Fi(s̄)) (s− s̄)i =
∑

j

(s− s̄)i (s− s̄)j

1
∫

0

Fij(αs+ (1 − α)s̄) dα.

So haben wir
∑

i(Fi(s) − Fi(s̄)) (s − s̄)i ≥ 0 für alle s, s̄ ∈ R
N . Daraus folgt die Existenz

von Funktionen V n ∈ Sh (1 ≤ n ≤ TN) aus der Theorie der monotonen Operatoren.
Multiplizieren der n-ten Gleichung von (4.52) mit τV n und Summieren über n von 1 bis
M ∈ {1, . . . , TN} führt zu

M
∑

n=1

(V n − V n−1, V n)h + τ
M
∑

n=1

∫

Ω

λ|∇V n| + µ|∇W n| |∇V n|
λ+ |∇W n||∇V n| |∇V n| dx = 0.

Sei Ωn := {x ∈ Ω : |∇V n(x)| ≥ µ}. Abschätzen von λ|∇V n| ≥ λµ in Ωn ergibt

∫

Ωn

λ|∇V n| + µ|∇W n||∇V n|
λ+ |∇W n||∇V n| |∇V n| dx ≥ µ

∫

Ωn

|∇V n| dx .

Benutzen der Identität

M
∑

n=1

(χn − χn−1, χn)h =
1

2
(χM , χM)h −

1

2
(χ0, χ0)h

+
1

2

M
∑

n=1

(χn − χn−1, χn − χn−1)h (4.56)

führt zu

1

2
(V M , V M)h + µτ

M
∑

n=1

∫

Ωn

|∇V n| dx ≤ 1

2
(V 0, V 0)h . (4.57)

Weiterhin erhalten wir

τ
M
∑

n=1

∫

Ω\Ωn

|∇V n| dx ≤ µT |Ω| .

Damit erhalten wir somit

sup
1≤n≤TN

(V n, V n)h + τ

TN
∑

n=1

‖∇V n ‖L1(Ω) ≤ 1 + 2µ

2µ
(V 0, V 0)h + µT |Ω|

≤ (1 + 2µ)|Ω|
2µ

‖ V 0 ‖2
L∞(Ω) + µT |Ω| . (4.58)

Aus ‖ V 0 ‖2
L∞(Ω) ≤ ‖ u0 ‖2

L∞(Ω) und u0 ∈ L∞(Ω) folgt die Abschätzung (4.55).
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Als nächstes beweisen wir das folgende Maximumsprinzip:

Lemma 4.17. Die Lösungen V n ∈ Sh, 1 ≤ n ≤ TN , der Gleichungen (4.52)–(4.53)
erfüllen

sup
1≤n≤TN

‖V n‖L∞(Ω) ≤ ‖ V 0 ‖L∞(Ω) . (4.59)

Beweis:

Seien Th = dimSh und ϕi, 1 ≤ i ≤ Th, die stückweise stetigen linearen Basisfunktionen von
Sh mit ϕi(x

j) = δij für jeden Knoten xj der Triangulierung. Für n ∈ {0, . . . , TN} besitzt

die Funktion V n die Darstellung V n =
∑Th

i=1 α
n
i ϕi(x), wobei αn

i ∈ R. Wir definieren

Y n(x) :=

Th
∑

i=1

β(αn
i ) ϕi(x),

wobei β(ξ) = |ξ|p−1τ und p > 1 ist. Multiplizieren mit der n-ten Gleichung von (4.52) mit
τY n und Summieren über n von 1 bis M ≤ TN ergibt

τ
M
∑

n=1

(∂τV n, Y n)h + τ
M
∑

n=1

(b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n,∇Y n) = 0. (4.60)

Betrachte ein fixiertes Dreieck T ∈ Th. Wir bezeichnen die Ecken mit xi, xj , xl und die
Seite von T gegenüber von xi mit si. Sei δi := dist(xi, si). Es gilt

∇ϕi

∣

∣

∣

T
=
∂ϕi

∂ηi

, (4.61)

wobei ηi die Normale an si ist. Sei γl der Winkel von T an der Ecke xl. Dann gilt

〈∇ϕi,∇ϕj〉 = −δ−1
i δ−1

j cos γl ≤ 0 (i 6= j). (4.62)

Beachte, daß

〈∇V n,∇Y n〉 =

Th
∑

i,j=1

β(αn
i )αn

j 〈∇ϕi,∇ϕj〉 (4.63)

=

Th
∑

i,j=1

β(αn
i )αn

i 〈∇ϕi,∇ϕj〉 −
1

2

Th
∑

i,j=1

i6=j

(β(αn
i ) − β(αn

j ))(αn
i − αn

j )〈∇ϕi,∇ϕj〉. (4.64)

Aus der Monotonie von β und der Abschätzung (4.62) schließen wir

−1

2

Th
∑

i,j=1

i6=j

(β(αn
i ) − β(αn

j ))(αn
i − αn

j )〈∇ϕi,∇ϕj〉 ≥ 0.

Weiter impliziert
∑Th

j=1 ϕj(x) = 1, daß 〈∇ϕi,∇
∑Th

j=1 ϕj〉 = 0 und

Th
∑

i,j=1

β(αn
i )αn

i 〈∇ϕi,∇ϕj〉 = 0.
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Die Verwendung von 〈∇V n,∇Y n〉 ≥ 0 führt zu

τ

M
∑

n=1

(b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n,∇Y n) = τ

M
∑

n=1

λ+ µ|∇W n|
λ+ |∇W n||∇V n| 〈∇V

n,∇Y n〉 ≥ 0,

wohingegen das Verwenden der Gleichung (4.60) und die Darstellung von V n und Y n zu

M
∑

n=1

Th
∑

i=1

∫

Ω

(αn
i − αn−1

i ) β(αn
i )ϕi(x) dx = τ

M
∑

n=1

(∂τV n, Y n)h ≤ 0

führt. Zudem gilt αn
i β(αn

i ) = |αn
i |p. Abschätzen von |αn−1

i ||β(αn
i )| ≤ 1

p
|αn−1

i |p + p−1
p
|αn

i |p
führt zu

M
∑

n=1

(αn
i − αn−1

i ) β(αn
i ) ≥ 1

p

M
∑

n=1

|αn
i |p −

1

p

M
∑

n=1

|αn−1
i |p =

1

p
|αM

i |p − 1

p
|α0

i |p

und demzufolge zu





∫

Ω

Th
∑

i=1

|αM
i |p ϕi(x) dx





1

p

≤





∫

Ω

Th
∑

i=1

|α0
i |p ϕi(x) dx





1

p

.

Aus
∑Th

i=1 ϕi(x) = 1 folgt





∫

Ω

Th
∑

i=1

|α0
i |p ϕi(x) dx





1

p

≤ sup
1≤i≤Th

|α0
i |





∫

Ω

Th
∑

i=1

ϕi(x) dx





1

p

= |Ω| 1

p‖ V 0 ‖L∞(Ω) . (4.65)

Weiter gilt

‖ V M ‖p

Lp(Ω) =

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

Th
∑

i=1

αM
i (ϕi(x))

1

p (ϕi(x))
p−1

p

∣

∣

∣

∣

∣

p

dx (4.66)

≤
∫

Ω

(

Th
∑

i=1

|αM
i |p ϕi(x)

)(

Th
∑

i=1

ϕi(x)

)p−1

dx. (4.67)

Aus der Beziehung
∑Th

i=1 ϕi(x) = 1 und den Beziehungen (4.65) und (4.65) folgt, daß

‖ V M ‖Lp(Ω) ≤ |Ω| 1

p‖ V 0 ‖L∞(Ω)

für alle M ∈ {1, . . . , TN} gilt. Aus dem Grenzprozeß limp→∞ folgt somit die Behauptung.

�

Bemerkung 4.5.1. Das Maximumsprinzip (4.59) gilt gleichmäßig in µ. Ausserdem folgt
aus dem Beweis (4.55) die stabile Abschätzung

sup
1≤n≤TN

(V n, V n)h ≤ (V 0, V 0)h ∀µ > 0.

Weiterhin ist τ
∑TN

n=1‖∇V n ‖L1(Ω) beschränkt durch eine Konstante des Typs cµ−1 für µ →
0.
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Das Hauptwerkzeug im Beweis von Theorem 4.15 ist der Fixpunktsatz von Brouwer,
cf. [60].

Beweis von Theorem 4.15:

Wir definieren

ETN :=
{

(χ1, . . . , χTN ) ∈ [Sh]
TN :

(

sup
1≤n≤TN

(χn, χn)h

)
1

2 ≤ c0, τ

TN
∑

n=1

‖∇χn ‖L1(Ω) ≤ c1

}

,

wobei c0 =
√
c1 und

c1 =
(1 + 2µ)|Ω|

2µ
‖ u0 ‖2

L∞(Ω) + µT |Ω|

gilt. Die Menge ETN ist eine nichtleere, konvexe, kompakte Teilmenge des endlich dimen-
sionalen Raums. Sei (W 1, . . . ,W TN ) ∈ ETN . Weiter seien V 1, . . . , V TN Lösungen des Hilfs-
problems (4.52)–(4.53). Abschätzen von (4.58) impliziert, daß (V 1, . . . , V TN ) ∈ En. Somit
bildet die Abbildung σ : (W 1, . . . ,W TN ) → (V 1, . . . , V TN ) die Teilmenge ETN in sich selbst
ab. Wir nehmen an, daß σ stetig ist. Anwendung des Brouwer’schen Fixpunkttheorems
auf (W 1, . . . ,W TN ) ∈ ETN führt zu σ(W 1, . . . ,W TN ) = (W 1, . . . ,W TN ). Dies zeigt die
Behauptung.

Es bleibt zu zeigen, daß die Abbildung σ stetig ist. Wir betrachten die Folge
(W 1

i , . . . ,W
TN

i )i∈TN
, die gegen (W 1, . . . ,W T

N ) konvergiert, d.h.

(

sup
1≤n≤TN

(W n −W n
i ,W

n −W n
i )h

)
1

2 → 0 und τ

TN
∑

n=1

‖∇(W n −W n
i ) ‖L1(Ω) → 0 (4.68)

für i→ ∞. Sei V 1
i , . . . , V

TN

i ∈ Sh eine Lösung der Gleichungen

(∂τV n
i , χ

n)h + (b(|∇W n
i |, |∇V n

i |)∇V n
i ,∇χn) = 0 ∀χn ∈ Sh , (4.69)

wobei V 0
i = Πhu0. Subtraktion der n-ten Gleichung (4.69) von

(∂τV n, χn)h + (b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n,∇χn) = 0

und Summieren über n von 1 bis M ≤ TN und anschließendes Multiplizieren mit τ führt
zu

J1 + J2 :=

M
∑

n=1

(V n − V n
i − (V n−1 − V n−1

i ), χn)h (4.70)

+τ

M
∑

n=1

(b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n
i |, |∇V n

i |)∇V n
i ,∇χn) = 0.(4.71)

Wir setzen χn := V n − V n
i für 1 ≤ n ≤ M . Um das Integral J1 nach unten abzuschätzen,

benutzen wir die Identität (4.56). Aus der Gleichheit V 0
i = V 0 folgt

J1 ≥
1

2
(V M − V M

i , V M − V M
i )h.
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Zudem haben wir

J2 = τ

M
∑

n=1

(b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n
i |, |∇V n|)∇V n,∇V n −∇V n

i ) (4.72)

+τ
M
∑

n=1

(b(|∇W n
i |, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n

i |, |∇V n
i |)∇V n

i ,∇V n −∇V n
i ) (4.73)

=: J21 + J22. (4.74)

Sei r, s ∈ R
N und Fj(s) := λ+µ|r|

λ+|r||s|sj. Ausserdem sei Fjm(s) := ∂
∂sm

Fj(s). Es folgt somit

Fjm(s) = (λ+ |r||s|)−2 (λ+ µ|r|) [(λ+ |r||s|)δjm − |r||s|−1sjsm]

und
N
∑

j,m=1

Fjm(s) ξj ξm ≥ (λ+ |r||s|)−2 (λ2 + λµ|r|) |ξ|2 ∀ξ ∈ R
N .

Somit führt die Taylorentwicklung zu

N
∑

j=1

(Fj(s) − Fj(s̄))(s− s̄)j =
N
∑

j,m=1

(s− s̄)j(s− s̄)m

1
∫

0

Fjm(Ξs+ (1 − Ξ)s̄) dΞ

≥ |s− s̄|2
1
∫

0

λ2 + λµ|r|
(λ+ |r||τs+ (1 − Ξ)s̄|)2

dΞ. (4.75)

Wir setzen r := ∇W n
i , s := ∇V n und s̄ := ∇V n

i und bemerken, daß für ‖ V n ‖L∞(Ω) +
‖ V n

i ‖L∞(Ω) ≤ ch eine Konstante ch > 0 in Abhängigkeit von h existiert, so daß ‖∇V n ‖L∞+
‖∇V n

i ‖L∞(Ω) ≤ ch gilt. Daraus schließen wir

J22 ≥ τ

M
∑

n=1

∫

Ω

|∇V n −∇V n
i |2

1
∫

0

λ2 + λµ|∇W n
i |

(λ+ |∇W n
i ||τ∇V n + (1 − τ)∇V n

i |)2
dτ dx (4.76)

≥ ch τ

M
∑

n=1

∫

Ω

|∇V n −∇V n
i |2 (4.77)

für eine Konstante ch abhängig von λ, µ und h.
Außerdem erhalten wir die Abschätzung

|J21| ≤ δτ
M
∑

n=1

∫

Ω

|∇V n −∇V n
i |2 (4.78)

+cδτ

M
∑

n=1

∫

Ω

|b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n
i |, |∇V n|)∇V n|2 (4.79)

für δ > 0. Die Taylorentwicklung der Abbildung r → b(|r|, |s|)s ≡ (λ+µ|r|)s
λ+|r||s| zeigt, daß

|b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n
i |, |∇V n|)∇V n| (4.80)

≤ |∇W n −∇W n
i |

1
∫

0

λ |∇V n| |µ− |∇V n||
(λ+ |∇V n||Ξ∇W n + (1 − Ξ)∇W n

i |)2
dΞ (4.81)

≤ |∇W n −∇W n
i |
|∇V n| |µ− |∇V n||

λ
. (4.82)
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Nun folgt aus ‖∇V n ‖L∞(Ω) ≤ ch, daß

τ

M
∑

n=1

∫

Ω

|b(|∇W n|, |∇V n|)∇V n − b(|∇W n
i |, |∇V n|)∇V n|2 dx (4.83)

≤ ch τ
M
∑

n=1

∫

Ω

|∇W n −∇W n
i |2 dx (4.84)

für eine Konstante ch gilt, die abhängig ist von λ, µ und h. Insgesamt ergeben diese Resul-
tate die Existenz einer von i unabhängige Konstanten c > 0, so daß

(V M − V M
i , V M − V M

i )h + τ

M
∑

n=1

‖∇V n −∇V n
i ‖2

L2(Ω)

≤ c τ
M
∑

n=1

‖∇W n −∇W n
i ‖2

L2(Ω) (4.85)

gilt. Außerdem gilt

‖∇W n −∇W n
i ‖2

L2(Ω) ≤ (‖∇W n‖L∞(Ω) + ‖∇W n
i ‖L∞(Ω)) ‖∇W n −∇W n

i ‖L1(Ω)(4.86)

≤ ch ‖∇W n −∇W n
i ‖L1(Ω) . (4.87)

Daraus folgt mit (4.85) und (4.68), daß

(

sup
1≤n≤TN

(V n − V n
i , V

n − V n
i )h

)
1

2 → 0 und τ

TN
∑

n=1

‖∇(V n − V n
i ) ‖L1(Ω) → 0

für i→ ∞ gilt. Dies schließt den Beweis des Theorems.

�



Kapitel 5

Anwendung und numerische
Experimente

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel soll das ursprüngliche Modellproblem mit linearem Wachstum imple-
mentiert werden. In einem ersten Schritt werden wir das Problem mit Hilfe der Finite-
Elemente-Methode im Ort und mit der Rückwärts-Euler-Methode in der Zeit vollständig
diskretisieren und anschließend Eigenschaften der diskreten Lösung untersuchen. Im Ort
werden wir eine Lumping-Massen-Methode verwenden, die uns das diskrete Maximums-
prinzip sichert. In einem nächsten Schritt folgt die Implementierung und die Präsentation
von ausgewählten numerischen Experimenten.
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5.2 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt illustrieren wir das Verhalten der diskreten Lösung von (4.49)–(4.50)
für verschiedene Parameterwahlen und verschieden gewählte µ und λ. Wir geben Beispiele
aus der Geomorphologie und Bildverarbeitung. Zuerst soll aber die Evolution verschiedener
synthetischer geometrischer Strukturen untersucht werden, um die Phänomene des Konve-
xifikationseffekts und des Rundungseffekts, der Invarianzeigenschaft und des Verschwindens
in endlicher Zeit zu analysieren.

Folgendes iterative Verfahren wurde zur Berechnung benutzt:

(Un
m, χ

n)h + τ (a(|∇Un
m−1|)∇Un

m,∇χn) = (Un−1, χn)h ∀χn ∈ Sh (5.1)

sukzessiv für n = 1, . . . , N . So erhalten wir für jede gegebene Funktion Un−1 eine Funkti-
onsfolge (Un

m)m ∈ Sh. Diese Folge konvergiert, und es gilt limm→∞ Un
m = Un. Nun wollen

wir diesen Grenzwert Un
m (m→ ∞) genauer untersuchen. Für ein fixiertes n ∈ N existiert

für die Funktion Un
m eine Darstellung Un

m =
∑Nh

i=1 α
m
i ϕi(x), wobei ϕi, 1 ≤ i ≤ Nh, Basis-

funktionen von Sh sind. Sei αm der Vektor mit den Elementen (αm)i = αm
i . Zudem sei Am

eine Matrix, deren Elemente durch (Am)ij = (ϕj, ϕi)h + τ (a(|∇Un
m|)∇ϕj,∇ϕi) definiert

sind. In Matrixnotation (5.1) lässt sich dies ausdrücken durch

Am−1α
m = b

für einen Vektor b ∈ R
Nh. Wir haben

αm+2 − αm+1 = (A−1
m+1 −A−1

m ) b = A−1
m+1(Am −Am+1)A

−1
m b .

Sei Km die Matrix mit Elementen (Km)ij = (a(|∇Un
m|)∇ϕj,∇ϕi). Abschätzen ergibt

‖αm+2 − αm+1 ‖∞ = ‖A−1
m+1(τ Km − τ Km+1)A

−1
m b ‖L∞(Ω) (5.2)

≤ ‖A−1
m+1 ‖τ‖Km −Km+1 ‖‖A−1

m ‖‖ b ‖L∞(Ω) , (5.3)

wobei ‖ · ‖ die Zeilensummennorm ist. Beachte, daß |a(|s|)| ≤ c( µ√
λ

+ 1) ist und somit

‖A−1
m+1 ‖ gleichmässig beschränkt in m ist, falls τ genügt klein gewählt ist. Weiterhin führt

die Relation |a(|s|)−a(|s̄|)| ≤ cλ (µ+1) |s−s̄| für eine Konstante cλ, die nur von λ abhängig
ist, auf

‖Km+1 −Km ‖L2(Ω) ≤ c(h)‖αm+1 − αm ‖L∞(Ω) .

Mit der Wahl von τ genügend klein existiert somit ein c̄ < 1 unabhängig von m (und µ),
so daß gilt

‖αm+2 − αm+1‖ ‖‖L∞(Ω) ≤ c̄‖αm+1 − αm ‖L∞(Ω) .

Dann konvergiert nach dem Banach’schen Fixpunktsatz die Folge (αm)m.

Beispiel 5.2.1. In diesem Beispiel wird das Verfahren auf ein Standardgraubild, das durch
30% Gauß’sches Rauschen gestört ist, angewendet. Figur 5.5 zeigt das verrauschte und
bearbeitete Bild im Vergleich. Außerdem sind verschiedene Zeitaufnahmen der diskreten
Lösung U(x, t) zu den Zeitpunkten t = 0 und t = 5 ∗ 10−3 für λ = 1 und kleines µ = 10−3

dargestellt. Die Parameter λ und µ sind so gewählt, daß das Problem (5.1) nahe am Perona-
Malik-Modell ist. Wie erwartet ergibt sich kein Konvexifizierungssphänomen, die Ecken
bleiben erhalten und werden teilweise verstärkt, und das Rauschen wird beseitigt.
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Abbildung 5.1: Entrauschen eines Standardbildes.

Beispiel 5.2.2. Dieses Beispiel behandelt die Formgeneralisierung und illustriert die An-
wendung unseres Modells in der Geomorphologie zur Generalisierung von digitalen Höhen-
modellen (digital elevation models DEM). Im speziellen erlaubt das Verfahren die Charakte-
risierung einer geomorphologischen Fläche z.B. durch die Steigung und durch Krümmungs-
grössen. Abgebildet ist die Prozeßierung eines 50m Höhenmodells des Bröltals1 nahe Bonn
in Deutschland. Figur 5.2 zeigt Momentaufnahmen zu verschiedenen Zeitpunkten, wobei
(λ, µ, k, h) = (1, 10−3, 10−3, 8.26∗10−3) gewählt wurde. Das erste Bild zeigt das normalisier-
te DEM und das zweite Bild ist das Orginal-DEM gestört durch 20% Gauß’sches Rauschen.
Die untere Hälfte der Figur 5.2 illustriert die Generalisierung des DEM. Es zeigt das nor-
malisierte DEM zu den Zeitpunkten t = 1 ∗ 10−3 und t = 3 ∗ 10−3. Es ist zu erkennen, daß
die wesentlichen Merkmale des Höhenmodells erhalten bleiben, wohingegen das Rauschen
effektiv entfernt wird.

Beispiel 5.2.3. Eine charakteristische Eigenschaft unseres Diffusionsmodells ist die In-
varianz von einfachen konvexen Objekten mit nicht zu starken Randkrümmungen. Zum
Beispiel bleibt der Träger einer Kreisscheibe mit einem geeignet großen Radius invariant
in der Zeit (cf. [4] für den TV-Fluß), wohingegen die Ecken eines Rechtecks abgerundet
werden, da die Krümmung an den Ecken des Rechtecks zu stark ist. Dieses Beispiel zeigt
die Auswirkung der Krümmung des Trägerrandes auf einfache geometrische Objekte. Als
nächstes wird das Rundungs- und Konvexifizierungsphänomen für unterschiedliche Wahl
der Parameter λ und µ anhand von künstlichen Objekten mit verschiedenen Krümmungen
untersucht. Sei a > 0, Ω = [0, a] × [0, a] und K ⊂ Ω. Die Anfangsdaten u0 sind von der
Form u0 = χK, wobei χK die charakteristische Funktion der Menge K ist. Die Menge K
hat die folgenden Formen:

a) Drei Kreise: K = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3, mit

Ωi = {x ∈ Ω : |x− Pi|2 < r} (1 ≤ i ≤ 3), (5.4)

P1 =
(

a, a−
√

3

3
l
)

, P2 =
(

a +
l

2
, a−

√
3

6
l
)

, P3 =
(a

3
+
l

2
, a−

√
3

6
l
)

, (5.5)

a = 0.5, l = 0.3 und r = 0.09. (5.6)

1Die Daten wurden freundlicherweise vom Landesvermessungsamt Nordrheinwestfalen zur Verfügung
gestellt.
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Abbildung 5.2: Formgeneralisierung eines digitalen Höhenmodells.

b) Vier Rechtecke: K = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4, wobei

Ωi = {x ∈ Ω : |x− Pi|∞ < s} (1 ≤ i ≤ 4), (5.7)

P1 =
(a

3
,
a

3

)

, P2 =
(2a

3
,
a

3

)

, P3 =
(a

3
,
2a

3

)

, P4 =
(2a

3
,
2a

3

)

, (5.8)

a = 0.5 und s = 0.0125. (5.9)

c) Spitzen: K = Ω0 \ (
⋃9

i=1 Ωi), mit

Ω0 = {x ∈ Ω : |x− P1|∞ < l}, (5.10)

Ωi = {x ∈ Ω : |x− Pi|2 <
l

4
} (1 ≤ i ≤ 9), (5.11)

P1 =
(

a, a
)

, P2,3,4,5 =
(

a± l

2
, a± l

2

)

, (5.12)

P6,7 =
(

a, a± l

2

)

, P8,9 =
(

a± l

2
, a
)

, (5.13)

a = 0.5 und l = 0.3. (5.14)

Der Schwerpunkt von supp u0 liegt jeweils im Zentrum von Ω. Wir setzen die Gitterweite
auf h = 10−2 und den Zeitschritt auf τ = 10−3. Die oberste Zeile der Figur 5.3 zeigt
die Anfangsstruktur bestehend aus drei Kreisen, vier Rechtecken, und vier untereinander
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Abbildung 5.3: Invarianz des Trägers – Der Einfluß der Randkrümmung für verschiedene Para-
meterwahl (µ, λ).

verbundenen Sternen. Die zweite, dritte und vierte Zeile zeigen Momentaufnahmen von
U(x, t) für diefolgenden drei Szenarien:

i) λ = 1, µ = 1
4
,

ii) λ = 1, µ = 1
2
,

iii) λ = 1
4
, µ = 1

zu den Zeitpunkt an t = 0.04 (erste und dritte Spalte) und t = 0.02 (zweite Spalte).

Wie erwartet kommt es im ersten Szenario (a) zu keinem Rundungseffekt. Allerdings
ist eine starke Konvexifizierung erkennbar, falls λ klein und µ groß ist. Hier wurde µ = 1
und λ = 1

4
gewählt.

Dieses Verhalten ist bekannt für den Total-Variationsfluß. Hingegen bleiben die Kon-
turen für den zu Perona-Malik ähnlichen Fall, d.h. ”µ = 1

4
klein” und ”λ = 1 groß”,

fast unverändert. Die Fälle (b) and (c) sind in ihrem Verhalten ähnlich. Im Fall (b) ist
ein Rundungseffekt der Ecken erkennbar, dieser ist besonders stark ausgeprägt, falls µ = 1
groß ist, was gerade dem Fall des TV–Flußes entspricht. Außerdem tritt ein starker Konve-
xifivizierungseffekt ein. Falls µ kleiner wird, d.h. µ = 1

4
, bleiben die äußeren Konturen der

vier Rechtecke erhalten, aber es kommt zur Auffüllung des inneren Rechtecks. Im Fall (c)
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ist die Krümmung der Niveaulinien {u0 = 1} zu stark, und es kommt selbst für den Fall
des PM–Flußes, µ = 1

4
, zur Abrundung der Spitzen. Im Fall des TV–Flußes, µ = 1, tritt

dieses Verhalten noch stärker hervor, und alle vier Objekte schrumpfen an den Spitzen und
verschmelzen im Inneren.

Beispiel 5.2.4. Eine charakteristische Eigenschaft der Lösung unseres Diffusionsmodells
ist das Verschwinden des Trägers in endlicher Zeit. In Figur 5.4 wird das Abklingen von
U(x, ·) für unterschiedliche Wahl von λ und µ dargestellt. Die erste Zeile zeigt die Anfangs-
strukturen u0 als dreidimensionale Zeichnung und als Konturzeichnung. In der zweiten
Zeile ist der Fall ”µ groß” betrachtet, d.h. µ = λ = 1. Drei Momentaufnahmen des nume-
rischen Flußes entlang der Linie A zu den Zeitpunkten t = 0, t = 0.04 und t = 0.2 sind
in der Figur dargestellt. Zudem ist das Abklingprofil von U(x, ·) an den Punkten A,B,C
gezeigt. Die dritte Zeile behandelt µ = 0.001 und λ = 1. Die Momentaufnahmen wurden zu
den Zeiten t = 0, t = 0.2 und t = 0.62 aufgenommen. Im Fall des TV–Flußes (µ = 1) fällt
die Höhe der Objekte linear in der Zeit ab, wohingegen im Fall des PM–Flußes (µ = 0.001)
das Abklingprofil einen nichtlinearen Charakter hat.
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Abbildung 5.4: Endliche Zeitextinktion und Abklingprofil für verschiedene Parameter (µ, λ).
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5.3 Topographische Kurven

Einleitung

In der Differentialgeometrie werden Flächenpunkte als elliptisch, parabolisch oder hyper-
bolisch klassifiziert, während in der Geomorphologie die Begriffe Vertikal- und Horizon-
talwölbung zu einer Charakterisierung des Reliefs herangezogen werden. Der wesentliche
Unterschied besteht in der Auszeichnung einer Achse, die der Schwerkraftachse entspricht.

In diesem Abschnitt führen wir die für die Geomorphologie wesentlichen charakteristi-
schen Krümmungsgrößen ein und geben die Verbindung zur klassischen Differentialgeome-
trie, cf. [33].

Differentialgeometrische Notation

Sei Ω ⊂ R
2 ein offenes Gebiet. Ein Flächenstück, oder kurz eine Fläche, soll als eine

differenzierbare Abbildung F : W → R
3 definiert werden, deren Differential TxF : TxR

2 →
TF (x)R

3 in jedem Punkt x ∈ Ω injektiv ist. Hier bezeichnet TφR
n den Tangentialraum an

φ und Ix soll die erste und IIx die zweite Fundamentalform sein.
Mit der Notation κ1(x) und κ2(x) wird die maximale bzw. minimale Hauptkrümmung

bezeichnet. Weiterhin soll
K(x) := κ1(x) κ2(x)

die Gaußkrümmung und

H(x) :=
1

2
(κ1(x) + κ2(x))

die mittlere Krümmung, kurz K und H , bezeichnen.
Für eine Fläche F : W → R

3 ergibt sich nun die Klassifizierung der Punkte x0 ∈ Ω mit
Hilfe der zweiten Fundamentalform. So heißt x0 elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch,
je nachdem ob det IIx0

> 0, < 0 oder = 0 ist. Die Klassifizierung spiegelt sich direkt
in der Taylorentwicklung von F in x0 bis zu den Gliedern 2. Ordnung wieder. So ist
diese Taylorentwicklung ein elliptisches Paraboloid, ein hyperbolisches Paraboloid oder
ein parabolischer Zylinder, falls IIw0

6= 0 gilt.

Geomorphologische Betrachtung

Wie eingehend erwähnt wird in der Geomorphologie die Achse in Richtung der Schwer-
kraft ausgezeichnet. So läßt sich mit hinreichenden Regularitätsannahmen die topographi-
sche Fläche als Graph

Γf :=
{ (

x1, x2, f(x1, x2)
)

| (x1, x2) ∈ Ω
}

einer Funktion f : Ω ⊂ R
2 → R und kartesischen Koordinaten (x1, x2, x3) darstellen.

Nun sind zwei Kurvensysteme in der geomorphologischen Behandlung besonders wichtig
(siehe [35]), und zwar die Horizontallinien und die Fallinien der Topographie.

Das System der Horizontalkurven und ihrer Projektionen auf die Ebene x3 = 0 ist
gegeben als Lösung der Differentialgleichung

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 = 0.



68 KAPITEL 5. ANWENDUNG UND NUMERISCHE EXPERIMENTE

Die Wendepunktslinien der Horitzontalkurven trennen die Hohlformen und die erhabenen
Formen der geomorphologischen Fläche. Dabei verstehen wir als Hohlformen diejenigen Ge-
biete, in denen sich die konvexe Seite von den Horizontalkurven gegen den Berg hinwendet.
Die anderen Gebiete werden als erhabene Formen bezeichnet.

In der Geomorphologie werden nun die Integralkurven des Vektorfeldes in Richtung des
steilsten Abstiegs

X(x) := −∇f = −df(x1, x2)

als Fallinien der topographischen Fläche bezeichnet. Die Fallinien sind somit durch die
Differentialgleichung

∂f

∂x1
dx2 − ∂f

∂x2
dx1 = 0

gegeben.

Sei Φ eine Parametertransformation Φ in Form einer Rotation um den Winkel α des
Gefälles. Ferner gelte

∂f

∂φ2
=

∂f

∂x1

∂x1

∂φ2
+
∂f

∂x2

∂x2

∂φ2
= 0.

Dann zeigt der erste Vektor des Gauß’schen begleitenden 3-Beins (des Graphen Γf) in
Richtung des steilsten Anstiegs und der zweite Vektor in Richtung der Höhenlinie. Die Ko-
ordinaten sind so gewählt, daß sie sich zur Beschreibung der in der Geomorphologie üblichen
extrinsischen Krümmungsgrößen eignen. Zur späteren Klassifikation werden Punkte aus-
geschlossen, an denen sich zwei Höhenlinien berühren oder ∂f

∂x1 = ∂f

∂x2 = 0 gilt. Anhand der
Fallinien lassen sich die Formen eines Geländes durch neun Formtypen [25] klassifizieren
lassen. Diese Klassifizierung fällt an Punkten, wo

{

(x1, x2) ;
∂2f

∂φ1∂φ2
(x1, x2) = 0

}

gilt, mit der klassischen geometrischen Beschreibung zusammen, da es sich um parabolische
Punkte handelt. Diese Klassifizierung wird Anwendung im nächsten Abschnitt finden.

5.4 Anwendungen auf Höhenmodelle

Es sei daran erinnert, daß die Krümmungsgrößen in der Geomorphologie extrinsische
Größen sind, die der Auszeichnung der Gravitationsachse Rechnung tragen. Die Krümmung
der Fläche entlang der Vertikalen steht in diesem Abschnitt im Vordergrund.

Die Wahl lokaler Koordinaten φ1, φ2 ist so, daß der erste Vektor des Gauß’schen be-
gleitenden 3-Beins (des Graphen) in Richtung des steilsten Anstiegs und der zweite Vektor
in Richtung der Höhenlinie zeigt. Die Koordinaten gehen aus den Standardkoordinaten
durch eine Rotation um den Winkel α hervor. Unter Regularitätsannahmen und mit den
Abkürzungen

p :=
∂f

∂x1
, q :=

∂f

∂x2
, r :=

∂2f

∂x1∂x1
, s :=

∂2f

∂x1∂x2
und t :=

∂2f

∂x2∂x2
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Abbildung 5.5: Geomorphologische Klassifizierung mit gebräuchlicher englischer Bezeichnung

ergeben sich

R : =
p2r + 2pqs+ q2t

p2 + q2
=

∂2f

∂φ1∂φ1
,

S : =
(p2 − q2)s− (r − t)pq

p2 + q2
=

∂2f

∂φ1∂φ2
,

T : =
q2r − 2pqs+ p2t

p2 + q2
=

∂2f

∂φ2∂φ2
.

An den Stellen S = 0 ist das Krümmungsverhalten durch R und T bestimmt. Insbesondere
sind die mittlere Krümmung und Gaußkrümmung

H =
1

2

(

R cosα3 + T cosα
)

und K = cosα4(RT )

durch R und T bestimmt.
Wichtig für die mathematische Formulierung der Klassifikation ist, daß nicht die Ge-

samtheit der Fläche zur Klassifikation herangezogen wird, sondern daß sich die Klassifikati-
on vielmehr an den Linien des größten Gefälles orientiert. Die für das Auge des Betrachters
einer geomorphologischen Fläche charakteristischen Linien sind die Punkte des stärksten
Gefälles. An einer regulären Horizontallinie lässt sich dies besonders einfach illustrieren.
Dazu betrachte man eine Horizontallinie der geomorphologischen Fläche und betrachte die
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Punkte an denen das Gefälle

cos(α) =
1

√

1 + p2 + q2

maximal oder minimal ist. Mit Hilfe einer parameterisierten Form der Gleichung

dx1(ζ)

dζ
= − q

|∇f |
dx2(ζ)

dζ
=

p

|∇f |

sind die Punkte der maximalen und minimalen Steilheit entlang der Horizontalkurve in
Abhängigkeit von ζ durch

(p2 − q2)s− (r − t)pq = 0

gegeben. Daraus folgt aber gerade S = 0.
So lassen sich diese Punkte mit S = 0 vollständig durch die Vorzeichen von R und T

klassifizieren. Diese Klassifikation besteht aus neun Formtypen [25]:

• Die Vertikalwölbung ist konvex (X), gestreckt (S), konkav (V) je nachdem ob R
negativ, null oder positiv ist.

• Die Horizontalwölbung ist konvex, gestreckt oder konkav je nachdem ob T negativ,
null oder positiv ist.

In Abbildung 5.4 sind die verschiedenen Formtypen graphisch dargestellt.

In diesem Abschnitt soll nun das in Kapitel 3 entwickelte Modell auf Höhenmodelle
angewendet werden. Im ersten Abschnitt ist ein flaches Gelände, das Bröltal 1, Gegenstand
der Untersuchung. Das Gelände weist Höhenunterschiede von bis zu 300 Metern auf. Im
darauffolgenden Abschnitt wird ein Ausschnitt Neuseelands als Höhenmodell behandelt. Im
letzten Abschnitt wenden wir uns der Formgeneralisierung von Höhenmodellen des Turt-
manntals zu. Für alle drei Höhenmodelle werden wir die in Kapitel 4.5 entwickelte Finite-
Elemente-Methode mit Hilfe des Verfahrens (5.1) verwenden. Für alle drei Höhenmodelle
wird die gleiche Parameterwahl τ, h, λ mit δ = 0 verwendet.

1Die Daten wurden freundlicherweise vom Landesvermessungsamt Nordrhein-Westfalen zur Verfügung
gestellt.
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Bröltal

Abbildung 5.6: Formgeneralisierung des digitalen Höhenmodells des Bröltals.

Das DHM stellt ein fluvial geprägtes Gelände dar, wobei das DHM des Bröltals visuell von
linienartigen Strukturen dominiert wird. Ausgehend vom Ursprungshöhenmodell wird die
Lösung des Schemas (5.1) mit den Modellparametern (λ, µ) = (1, 1

4
) und den numerischen

Parametern (τ, h) = (10−2, 10−3) berechnet. Abbildung 5.6 zeigt die berechneten genera-
lisierten Höhenmodelle ausgehend vom Ursprungshöhenmodell. Von links nach rechts und
von oben nach unten entsprechen sie Momentaufnahmen des numerischen Flußes zu den
Zeitpunkten t = 0, 10, 20, 30. Die Färbung entspricht der im vorherigen Abschnitt vor-
gestellten Klassifizierung in konvexe und konkave Bereiche. Die Krümmungsunterschiede
fallen mit dem Auftreten von Rinnen und Graten beziehungsweise Kuppen und Kuhlen
zusammen.



72 KAPITEL 5. ANWENDUNG UND NUMERISCHE EXPERIMENTE

Neuseeland

Abbildung 5.7: Formgeneralisierung des digitalen Höhenmodells des Länderauschnitts Neusee-
land.

Auch hier ist die plastische Unterteilung in konvexe und konkave Geländestrukturen er-
kennbar. Gerechnet wurde ein alpiner Ausschnitt von Neuseeland. Abbildung 5.7 zeigt
vier Momentaufnahmen t = 0, 5, 10, 30 des numerischen Flußes, wobei die numerischen
Parameter als (λ, µ, h, k) = (1, 0.25, 5 · 10−3, 1 · 10−4) gewählt wurden.
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Turtmanntal

Abbildung 5.8: Formgeneralisierung des digitalen Höhenmodells des Turtmanntals.

In diesem letzten Abschnitt wird das Modell auf den hochalpinen Bereich des Turt-
manntals angewendet. Abbildung 5.8 zeigt einen Ausschnitt des Turtmanntals und die
entsprechende Färbung von konvexen und konkaven Bereichen. Es wurden hierzu folgen-
de Parameter gewählt: (λ, µ, h, k) = (1, 0.25, 5 · 10−3, 1 · 10−4). Die Momentaufnahmen
t = 1, 3, 10, 17 zeigen starke Veränderungen der Fläche und illustrieren die Formgenerali-
sierung.



Notationen

Kapitel 2:

:= Definitionen
N Dimension des euklidischen Raums der reellen Zahlen
Ω Offenes Gebiet im R

N

BV Raum der Funktionen mit beschränkter Variation
QT Raumzeitzylinder Ω × (0, T ]

Kapitel 3:

a.b euklidisches Skalarprodukt
∂u
∂n

Ableitung in Richtung der Normalen n, d.h. ∇u.n
argmin Minimumargument
|Ω| Lebesgue-Maß von Ω
ess max, ess min Essentielles Maximum bzw. Minimum
∆S Laplace-Beltrami-Operator
qδ anisotrope Fluxdichte (Seite 11)

Kapitel 4:

Lp(Ω) Lebesgueraum
W r,s(Ω) Sobolevraum
(W r,s(Ω))′ Dualraum zu W r,s(Ω)
W r,s(0, T ;W t,q(Ω)) Bochnerräume
C(RN) Raum der stetigen Funktionen
Cc(R

N) Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger
C0(R

N ) Raum der stetigen Funktionen, die im Unendlichen verschwinden
rca(RN) Raum der Radonmaße, C0(R

N)′

Prob(RN ) Raum der Radonwahrscheinlichkeitsmaße
Yp(Ω; RN) Raum der Lp-Young’schen Maße
f ∗, f ∗∗ Duale und Biduale der Fencheltransformation
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Kapitel 4:

Voraussetzungen: (HE1-3) Seite 20
M Raum der N ×M-Matrizen
ν Wahrscheinlichkeitsmaß
Ep

0 Raum der stark abfallenden Funktionale auf M
〈φ, νx〉 Anwendung des Maßes νx auf φ
supp Träger
(, ) L2-Skalarprodukt
Th Triangulierung
Sh Raum der stückweise stetigen Finiten-Elemente
Sdh Raum der unstetigen Finiten-Elemente
‖ · ‖X Norm des Raumes X
‖A ‖(B) Quasinorm
HsT (Ω) Sobolevraum der stückweis-definierten Funktionen
‖ · ‖s,Th

Sobolevnorm der stückweis-definierten Funktionen
| · |s,Th

Sobolevseminorm der stückweis-definierten Funktionen
|A|(B),T Quasinorm der stückweis-definierten Funktionen
[[·]] Sprung über eine Kante
〈·〉 Mittelung
Ph L2-Projektor
P 0

h geeigneter Interpolant (Scott und Zhang)
Πh C0-Interpolant
(, )h Massengelumptes Skalarprodukt

Kapitel 5:

Tx Tangentialraum an x
K,H Hauptkrümmung und Gausskrümmung
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