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1 Einleitung

1.1 Das 0-Problem auf singuliren komplexen Riumen
1.1.1 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

In der komplexen Analysis spielen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

ou = w (1)

eine zentrale Rolle. Fundamentale Fragen wie die Cousinschen Probleme oder
das Levi-Problem kénnen mit ihrer Hilfe auf komplexen Mannigfaltigkeiten ge-
16st werden. In vielen Anwendungen geniigt es aber nicht, nur die Losbarkeit
der O-Gleichung in der C*°-Kategorie sicherzustellen, sondern es sind zusitzlich
quantitative Abschétzungen in verschiedenen Funktionenrdumen notig.
Typischerweise spielt die Geometrie der Rénder der betreffenden Gebiete bei der
Losbarkeit der Gleichung und der Giite der Abschétzungen eine entscheidende
Rolle. Dabei sind Konvexitéatsbegriffe in der Funktionentheorie von besonderer
Bedeutung. Im C” sind sdamtliche Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
genau in pseudokonvexen Gebieten losbar.

Fiir allgemeine Gebiete mit glattem pseudokonvexen Rand im C" existiert aber
kein Losungsoperator 7" zu (1) mit

| T fllzpy S I fllz= (D),

wie Sibony in [Si] gezeigt hat. Allerdings hat Hérmander bewiesen, dass fiir jedes
beschriankte pseudokonvexe Gebiet G C C" ein Losungsoperator

S : Lg,q(G) - L(Q),q—l(G)

existiert mit

A(Sf) = f fiix f =0

und
1S fll2@) < Callfllz2 @),

wobei die Konstante Cg nur vom Durchmesser des Gebietes G abhéngt [Hoe].
Wihrend Hérmanders L2-Theorie auf funktionalanalytischen Methoden beruht,
haben sich seit Beginn der 70er Jahre Integralformel-Methoden als besonders
fruchtbar erwiesen.! Insbesondere gelang es, fiir glatte, streng pseudokonvexe Ge-
biete einen beschréankten Losungsoperator zu (1) vom Raum der beschriankten
(0,1)-Formen in den Raum der 1/2-holderstetigen Funktionen zu konstruieren
(Henkin-Romanov [HeRo]).

!Die Theorie der Integralformeln ist in den Monographien [Ra], [LiMi], [HeLel] und [HeLe2]
dargestellt.



Zwischen den beiden Extremfillen glatter streng pseudokonvexer und allgemeiner
pseudokonvexer Rénder sind viele andere Situationen mit Hilfe von Integralfor-
meln untersucht worden, die in Abhéngigkeit von der Geometrie des Randes mehr
oder minder gute Ergebnisse liefern.

1.1.2 Singulidre komplexe Riume

Komplexe Rédume, die lokal als Nullstellenmenge holomorpher Funktionen gege-
ben sind, stellen die natiirliche Verallgemeinerung komplexer Mannigfaltigkeiten
dar. Daher muss die 0-Theorie auch auf singuléiren komplexen Riumen betrieben
werden. Tatséchlich ist die O-Theorie bisher allerdings im Wesentlichen auf glatte
Mannigfaltigkeiten beschrinkt geblieben, insbesondere weil etwa Integralformeln
fiir singuldre Rdume kaum entwickelt sind. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist
die Weiterentwicklung dieser Theorie.

Eine erste bedeutende Schwierigkeit dabei ist, dass es nicht klar ist, wie Differen-
tialformen, also der Dolbeault-Komplex, in solchen Réumen zu definieren sind.
Es gibt folgende Moglichkeiten:

1. Man kann die Singularitéten aufblasen und auf der entstehenden glatten Man-
nigfaltigkeit arbeiten. Will man die Losung der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen allerdings auf dem urspriinglichen Raum weiterverwenden, so ist
dieser Ansatz in der Regel wenig hilfreich.

2. Eine zweite, extrinsische M&glichkeit ist folgendes Vorgehen, das auf dem For-
menbegriff fiir Varietdten beruht, der in der Algebra iiblich ist: Fiir eine in den C"
eingebettete analytische Varietét X betrachtet man eine (p, ¢)-Differentialform w,
die in einer Umgebung der Varietét definiert ist und fiir die dw auf X verschwin-
det. Als Losung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sehen wir nun
eine (p,¢—1)-Form w an, die in einer (eventuell kleineren) Umgebung von X defi-
niert ist und fiir die Ou = w auf X gilt. In [Rp] wird gezeigt, dass dieses Problem
nicht immer l6sbar ist, das heifit das Lemma von Dolbeault gilt nicht unbedingt.
Damit stellt dann aber der Dolbeault-Komplex

0— 00 2 A0t 2 A2,
keine Auflésung der Strukturgarbe O dar, und es kann nicht
— p79%¢
HY(X,0) = H; (X)
geschlossen werden, wobei H7(X, Q) die g-te Kohomologiegruppe der Garbe der
Keime holomorpher Funktionen auf X und
pa(x) = W EAM 0w =0}
OA0a—1

die 9-Kohomologie der Differentialformen auf X bezeichnet. Daher erscheint auch
dieses Setup nicht besonders attraktiv.




3. Henkin und Polyakov haben in [HePo| ein &hnliches, extrinsisches Setup unter-
sucht: Sei B C C" die abgeschlossene Einheitskugel, g1, ..., g« holomorphe Funk-
tionen in einer Umgebung 2 von B, also M = {2z € Q: g1(2) = ... = gi(2) = 0}
eine analytische Menge in €2, und M := M N B. Dann gilt:

Theorem 1.1.1. (Henkin-Polyakov [HePo]) Sei M ein vollstindiger Durch-
schnitt, also dimc M = n — k, Reg(M) diberall dicht in M?, w eine Differential-
form vom Typ (0,7) mit Koeffizienten in C*°(2) und

5“J‘Reg(M) = 0.

Dann existiert eine Differentialform w vom Typ (0,7 — 1) mit Koeffizienten in
C>(B \ Sing(M)) mit B
au’|Reg(M) = w|Reg(M)-3

Auch Ergebnisse dieser Methode sind leider nicht véllig zufriedenstellend: In [Rp]
wird am Beispiel der ,Parabeln* X,,, := {z : 2{* = 28!} C C? gezeigt, dass in
diesem extrinsischen Setup kein stetiger Losungsoperator zu 0 vom Raum der
beschréankten (0,1)-Formen in den Raum der d-holderstetigen Funktionen fiir
d > m/n existiert. Bei diesen Parabeln handelt es sich aber um komplexe Réu-
me der Dimension 1 und in diesem Spezialfall erwarten wir bessere quantitative
Ergebnisse als in allgemeinen Situationen: Etwa fiir relativ kompakte offene Teil-
mengen Riemannscher Flichen existiert ein Losungsoperator zur 0-Gleichung in
den Raum der -holderstetigen Funktionen fiir jedes 6 < 1.

Und dieses Ergebnis iibertréagt sich auch tatséchlich auf singulére komplexe Kur-
ven, wenn wir folgendes intrinsische Setup zu Grunde legen:

4. Man betrachte 0-geschlossene (in Dimension 1 ist diese Bedingung natiirlich
tiberfliissig) Formen auf der Mannigfaltigkeit der reguldren Punkte und l6se die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ebendort.

Diese Situation haben Forneess und Gavosto in [FoGa] untersucht: Sei X eine
steinsche komplexe Kurve, D CC X eine relativ kompakte zusammenhéngende
offene Teilmenge. Da X steinsch ist, kann die Kurve in einen C" eingebettet wer-
den. Einschriankung der euklidischen Metrik liefert eine Metrik auf X und wir
definieren den Abstand zweier Punkte in X als das Infimum der Langen verbin-
dender Kurven, die in allen reguldren Punkten glatt sind. Wir bezeichnen mit
L3 1) (DNReg(X)) die beschrénkten (0, 1)-Formen auf der komplexen Mannigfal-
tigkeit der reguléren Punkte in D und mit C'§ (D) die a-hélderstetigen Funktionen
auf D (bzgl. des Abstandsbegriffes auf X).*

2Das heifit: M sei ein reduzierter komplexer Raum.

3Das Problem ist offen fiir allgemeinere analytische Mengen.

Vgl. dazu [FoSi], Question 3.1, bzw. [HeLe2], Problem 5.

4Eine ausfiihrliche Erklirung dieser Funktionenriume findet sich in Kapitel 2.



Dann gilt:

Theorem 1.1.2. (Fornaess-Gavosto [FoGa]) Sei X eine steinsche kompleze
Kurve und D CC X eine relativ kompakte, zusammenhdngende, offene Teilmen-
ge. Dann existiert zu gegebenem o € (0,1) ein linearer Operator

T: L%, (D NReg(X)) — C3(D)
mit OT f = f im Distributionssinne fiir f € L‘(’(‘il)(D NReg(X)), und es gilt
ITFlles.oy < Cliflleg o)

fiir eine Konstante C' > 0, die unabhdngig von f ist.

In [Rp| findet sich ein zweiter Beweis dieser Aussage, der von der Arbeit von
Forngess und Gavosto unabhéingig ist. Weiterhin wird in [Rp| gezeigt, dass die
Losbarkeit des O-Problems in diesem intrinsischen Setup die Losbarkeit in dem
extrinsischen Setup von Henkin und Polyakov impliziert. Dabei ist zu bemerken,
dass die Aussage iiber die Holderstetigkeit der Losung in Theorem 1.1.2 nicht im
Widerspruch zu dem oben genannten Gegenbeispiel X, ,, 1= {z : 2] = 2J'} steht,
da wir nun mit einer anderen Metrik arbeiten, die die Geometrie des komplexen
Raumes beriicksichtigt.

Damit sind bereits einige Vorteile des intrinsischen Setups, das heifft des Losens
der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf der Mannigfaltigkeit der
reguldren Punkte, klar geworden. Aulerdem aber verspricht dieser Ansatz meiner
Ansicht nach den groten Beitrag zum Versténdnis der 0-Theorie:

So wie auf Mannigfaltigkeiten die Geometrie des Randes wesentlich fiir die Re-
gularitit der 0-Gleichung ist, so ist in singuliren Réumen die Geometrie der
Singularitéten von besonderer Bedeutung, wenn man das intrinsische Setup zu
Grunde legt.

Daher werden wir uns in der vorliegenden Arbeit auf das intrinsische Setup be-
schranken.

1.1.3 Stand der Forschung im intrinsischen Setup

Sei ab sofort X ein reduzierter® komplexer Raum. Weiterhin nehmen wir an, X sei
steinsch®, da ohne diese Voraussetzung (schon im Falle komplexer Mannigfaltig-
keiten) keine globale Losbarkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen erwartet werden kann. Somit kann weiter angenommen werden, dass es sich
bei X um eine abgeschlossene analytische Menge in einem komplexen Zahlraum
C¥ handelt.”

SDamit ist die Garbe der Keime holomorpher Funktionen auf X eine Untergarbe der Keime
stetiger Funktionen. Sémtliche in dieser Arbeit betrachteten Rédume seien reduziert.

6Ein komplexer Raum ist steinsch genau dann, wenn er pseudokonvex ist, also eine streng
plurisubharmonische Ausschépfungsfunktion besitzt (vgl. [Na2]).

"Dieses Resultat geht auf Remmert zuriick (vgl. [Re], [Nal]).
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Auf der komplexen Mannigfaltigkeit Y = Reg X ist der iibliche C*°-Dolbeault-
Komplex - -
0— Oy — 0 -2 A% 2 A2

nach dem Lemma von Dolbeault eine exakte Auflosung der Strukturgarbe Oy,
und mit dem abstrakten Theorem von de Rham folgt:

HY(Y,Oy) = HZ(Y).

Da X steinsch ist, gilt nach Cartans Theorem B® andererseits
HY(X,0x)=0 firalle ¢ > 1.

Damit ist der Zusammenhang zwischen H4(X, Ox) und H(Y, Oy) fiir die Unter-
suchung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in der C'*°-Kategorie
von besonderem Interesse. Tatséchlich gilt folgender Fortsetzungssatz fiir Koho-
mologieklassen:

Theorem 1.1.3. (Scheja [Schl, Sch2])

Es sei X eine reindimensionale abgeschlossene analytische Teilmenge einer offe-
nen Menge in CN, die lokal ein vollstindiger Durchschnitt® ist. Sei weiterhin A
eine abgeschlossene analytische Teilmenge von X. Dann ist die Einschrdnkungs-

abbildung
HCI(X, Ox) — HQ(X \ A,Ox\A)

bijektiv fiir alle
0<g¢g<dimX —dimA — 2.1

Weiteres scheint in diesem Zusammenhang nicht bekannt zu sein.!!

Verlassen wir die C*°-Kategorie, so sind (analog zur Situation auf komplexen
Mannigfaltigkeiten) im Wesentlichen zwei Forschungsgegenstiande zu unterschei-
den:

1. Losung der 0-Gleichung mit L*-Abschitzungen (bzw. LP-Abschitzungen).
2. Losung der 0-Gleichung mit Holder-Abschitzungen (bzw. C*+*-Abschitzungen).

8Ein komplexer Raum X ist steinsch genau dann, wenn H9(X,S) = 0 fiir jede kohirente
analytische Garbe S auf X und alle ¢ > 1.

9Eine solche Menge ist ein perfekter komplexer Raum. Der Zusammenhang zwischen voll-
stdndigen Durchschnitten, perfekten und normalen komplexen Raumen ist in [Sch2] dargestellt.
Ein Punkt x € X heifit perfekt, falls die homologische Kodimension codh O, des lokalen Ringes
O, mit der Dimension dim O, = dim, X iibereinstimmt. Theorem 1.1.3 folgt damit sofort aus
den Uberlegungen in [Sch1] (Sétze 5.I-TIT).

OFiir ¢ = 0 ergibt sich der 2.Riemannsche Hebbarkeitssatz.

1Vel. dazu die Darstellung in [HeLel], Problem 5.
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Die L2-Theorie im intrinsischen Setup ist in den letzten Jahren in einer Reihe
von Arbeiten von Diederich, Fornaess, @Dvrelid und Vassiliadou untersucht wor-
den (vgl. [Fo], [DFV], [FOV1] und [FOV2]), die teils auf Hérmanders L?-Theorie,
teils auf kohomologischen Methoden basieren.

Wir wollen hier nur das aktuellste Hauptresultat aus [FOV2]| zitieren: Es sei X
eine reduzierte rein n-dimensionale analytische Menge in CV mit einer isolierten
Singularitdt im Punkt 0 und X* = X \ {0}. Seien weiterhin (21, ..., zy) die Koor-
dinaten in CV, ||z]]? = Zﬁvzl |z;|? und identifiziere i09)z||?> mit der euklidischen
Metrik in CV. Die komplexe Mannigfaltigkeit der reguliren Punkte Reg X sei ver-
sehen mit der durch Einschrinkung der euklidischen Metrik induzierten Metrik.
Da diese Metrik nicht vollstindig ist, existieren verschiedene abgeschlossene L2-
Fortsetzungen des gewthnlichen 0-Operators. Die wichtigsten sind die minimale
und die maximale Fortsetzung (vgl. dazu [LiMi], Kapitel V.2):

Definition 1.1.4. Sei Y eine hermitesche Mannigfaltigkeit' und U C'Y offen.
Eine Form f € L2 (U) liegt im Definitionsbereich von Omas, falls Of (definiert
im Distributionssinne) i L2 (U) liegt.

Eine Form f € Lf),q(U) liegt im Definitionsbereich von O, falls eine Form
g€ L2, (U) und eine Folge { f;}32, in C%(U) existieren mit f; — f in L2 (U)
und df; — g in L2 ., (U).

Fiir die Untersuchung des 0-Problems auf beschrinkten Gebieten mit glattem
Rand in komplexen Mannigfaltigkeiten ist diese Unterscheidung nicht notwendig,
denn es gilt (vgl. [LiMi], Theorem V.2.6):

Theorem 1.1.5. (Friedrichs Fortsetzungssatz)

Sei Y eine hermitesche Mannigfaltigkeit und U CC Y ein relativ kompaktes
Gebiet mit glattem Rand. Dann existiert fir jede Form f € Liq(U) im Defi-
nitionsbereich von Opmas eine Folge {f;}32, C Cpo(U) mit lim; . f; = f und
lim;_, gfj = Opmaxf in den entsprechenden L*-Rdumen.

Im Allgemeinen muss zwischen 0,4, und Oy, unterschieden werden. In der vor-
liegenden Arbeit betrachten wir stets die maximale Fortsetzung 0 = 0,44

Auch Fornaess, @vrelid und Vassiliadou untersuchen diesen Operator. Es sei noch
R > 0 ausreichend klein fest gewéhlt, und fiir 0 < r < R sei

X;={ze X" |z]| <r}.

Dann gilt folgendes Theorem:

12Eine hermitesche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (Y,ds?) bestehend aus einer komplexen
Mannigfaltigkeit Y und einer C'*°-glatten hermiteschen Metrik ds?.
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Theorem 1.1.6. (Fornaess-Ovrelid-Vassiliadou [FOV2])

1. Ist p+q < n und g > 0, so existiert ein abgeschlossener Unterraum H endlicher
Kodimension in Z,q == {f € L2 (X?) : 0f = 0} und eine Konstante C > 0, so
dass fir alle f € H eine Losungu € L2 (X} existiert mit Ou = f auf X} und

[ el oglelPy apav < [ jspav.
Xz X

*
r

Ist in dieser Situation p+q < n — 2, so gilt fiir v die stirkere Abschdtzung
[ g el uar < o [
X

X
und u kann approzimiert werden durch eine Folge glatter Formen w; mit kom-
paktem Trager in X, \ {0}, so dass u; — w und du; — f in den entsprechenden
L2-Réiumen. B
IL Ist p+q > nund f € Zpq, so existiert eine Losungu € L2 . (X) mit du = f
auf X und

|[fIdV

*
T

| ey < v [ irpav

fir alle 0 <19 < r und 0 < a < 1 mit einer Konstanten C(ry,a) > 0, die von
ro und o abhdngt. Ist in dieser Situation p+ q > n+ 2, so kann die Lésung u so
gewdhlt werden, dass sie der folgenden stdarkeren Abschdtzung gentigt:

el tog oIy Zuav < O(ra) [ IrPav.
Xz X5

Weiter zeigen die Autoren: Existiert eine Losung mit L2-Abschitzungen in einer
kleineren Umgebung der Singularitit, so ist die 0-Gleichung mit L?-Abschétzung-
en auf X’ lésbar. AuBerdem finden sich in [FOV2] umfangreiche Uberlegungen
zum bisher besprochenen Problemkreis.

Soviel zum Stand der Forschung in der L?-Theorie. Wir interessieren uns fiir
Holder-Abschétzungen. Hier ist uns aufer der Arbeit [FoGa] von Fornaess und
Gavosto kein weiteres Resultat bekannt. Neben Theorem 1.1.2 wird darin im
Spezialfall der komplexen Fliche {wjw, = 22} Folgendes gezeigt:

Theorem 1.1.7. (Fornaess-Gavosto [FoGal)

Sei X der Schnitt von {(wy,ws, z) : wiwy = 22} mit der Einheitskugel in C3. Sei
weiterhin \ eine gleichmdfig beschrdinkte, stetige, 0-geschlossene (0,1)-Form auf
Reg(X). Dann exzistiert eine Funktion g auf X mit Og = X auf dem Schnitt von
X mit dem Ball vom Radius 1/2. Weiterhin ist g n-hélderstetig fiir jedes n streng
kleiner 1/2.

Dabei ist die Metrik auf X wieder gegeben durch die Einschréinkung der euklidi-
schen Metrik, und der Abstand zweier Punkte in X ist definiert als das Infimum
der Langen verbindender Kurven, die in allen reguldren Punkten glatt sind.

13



1.2 Die Methode nach Fornaess und Gavosto

Ein komplexer Raum X kann in jedem irreduziblen Punkt p € X lokal als
endlich-blittrige Uberlagerung einer offenen Menge in einem komplexen Zahl-
raum C" dargestellt werden. Genauer: Sei X im Punkt p € X irreduzibel'® und
n = dim, X. Dann kann eine Umgebung U(p) C X derart in einen komplexen
Zahlraum C¢ = C" @ CF eingebettet werden, dass die orthogonale Projektion

Im:c*—cCc"

als Abbildung
II:U(p) =V =11(U(p))

eine endlich-blittrige analytische Uberlagerung'* liefert. Es existiert eine nir-
gends dichte analytische Teilmenge K C V, so dass die eingeschriankte Abbildung
II: U(p) \II"}(K) — V \ K lokal biholomorph ist, und U(p) \ II"}(K) zerfillt in
disjunkte komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension n. Insbesondere gilt auch
Sing X NU(p) c T 1(K).*

Der Beweis von Theorem 1.1.7 beruht auf der folgenden allgemeinen Idee: Sei w
eine beschriinkte d-geschlossene (0, q)-Form auf Reg U(p). Man projiziere diese
Form auf V' C C”, 16se das 0-Problem ebendort mit bekannten Methoden und
ziehe die Losung zuriick. Dabei treten unmittelbar folgende Schwierigkeiten auf:

e Die Form w muss in Komponenten zerlegt werden, die auf den Fasern von
IT konstant sind, damit das Problem nach V' projiziert werden kann.

e Man erhilt auf diese Weise Formen auf V' \ K, die in der Regel nicht mehr
gleichméBig beschrankt sind. Man benotigt aber 0-geschlossene Fortsetzun-
gen dieser Formen.

e Das Zuriickziehen der Losungen der 0-Gleichung ist wieder nur auBerhalb
der Verzweigungsmenge moglich. Es ist zu zeigen, dass man eine Losung
der urspriinglichen 0-Gleichung auf Reg U(p) erhélt.

In der vorliegenden Arbeit werden wir auf diese Probleme eingehen und so das 0-
Problem auf gewissen streng pseudokonvexen Modellgebieten in steinschen kom-
plexen Rdumen mit Holder-Abschéatzungen 16sen. Dazu werden die Techniken aus
[FoGa| wesentlich weiterentwickelt.

13Damit ist X im Punkt p auch reduziert, und somit reduziert in einer Umgebung von p, da
die Menge der nicht reduzierten Punkte in X analytisch ist.

14Eine endliche surjektive holomorphe Abbildung IT : X — Y zwischen reduzierten komplexen
Réiumen heifit analytische Uberlagerung, falls eine diinne Teilmenge K C Y existiert mit:

a) Die Menge 117! (K) ist diinn in X.

b) Die eingeschrinkte Abbildung X \ II7*(K) — Y \ T ist lokal biholomorph.

Dabei heifit eine abgeschlossene Teilmenge A C X diinn, falls A lokal in nirgends dichten
analytischen Teilmengen von X enthalten ist.

15Vgl. dazu [GrRe], 3.4. Local Description of Complex Subspaces in C"
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Wir illustrieren das Verfahren anhand des einfachen Beispiels
X = {(z,wy,wy) € C*: 2* = wywy} C C
mit Reg X = X \ {0}.1% Hier ist
IM: X —C* | (z,w,ws) — (wy,ws)

eine 2-blittrige verzweigte analytische Uberlagerung mit der Menge der kritischen
Werte K = {(w,ws) : wywy = 0}. Sei weiterhin D = { (w1, wy) : Jw;|?+|wq|* < 1}
die Einheitskugel in C?. Damit ist D := II"!(ID) ein streng pseudokonvexes Gebiet
in X. Wir setzen noch

Y =RegD =D\ {0} =11"(D) \ {0}
und Z =Y NI (C*\ K) = {(z,w,wy) €Y : z # 0}

Sei nun w € L (Y) mit w = 0. Dann besitzt w eine Darstellung
w =" (godZ + g1dwy + g2dw)

mit beschréinkten Funktionen g; € L*°(C?) und |g;| < [|lw]|se, (v), wobei
¢ :Y < C? die Einbettungsabbildung bezeichne.'”

Jetzt zerlegen wir w in zwei Formen, die auf den Fasern von II konstant sind. Sei
dazu
d:C*—C |, (z,wy,wy) — (—z,wy,ws)

und
wy = w+dw,
w = z(w—>PWw) .
Damit gilt
1 ( n w1>
w==wyg+—
o\ )

und wegen ®*wy = wy bzw. ®*w; = w; sind die Formen wy und w; auf den Fasern
tiber D \ K konstant. Also existieren (0, 1)-Formen

Mo = MNoadwy + np2dws ,
m = Mmadwy + nodwy

auf D\ K mit [1*n; = w;. Da II lokal biholomorph ist, gilt In; = 0 auf D\ K.

16Das hier skizzierte Programm ist in Kapitel 7 detailliert ausgefiihrt.
"Die genauen Definitionen finden sich in Kapitel 2.
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Wegen

Jdz = f <%dw_1 + %d@) auf 7
gilt:
|w2|1/2
10,1 (w1, wa)| < (2+ [, 172 ||w||Lgfl(Y) ;
|w1’1/2
[mo.2(w, wa)| - < (2+ || 12 ol zge, v

‘w2’1/2
mawn,ws)] < oy (2+‘w1,1/2 ol

1/2
In2(wy, we)| < |w1w2|1/2 (2+ W) ||W||L8?1(Y) :

Die Formen n; sind also in der Regel nicht gleichméBig beschrinkt. Setzen wir die
n; mit 0 nach K fort, gilt aber dennoch 0n; = 0. Das leistet der Fortsetzungssatz

Satz 4.3.3 Sei V. C C" offen und A C V' eine abgeschlossene l-dimensionale
analytische Teilmenge der Kodimension k =n —1[ > 0.

2k
Seien weiterhin f € Liy ,,.(V) und g € L%O,q—&-l),loc(V) mit
f =g

auf V'\ A im Distributionssinne.
Dann gilt f = g im Distributionssinne auf ganz V.13

Die Kapitel 3 und 4 dieser Arbeit dienen unter anderem der Entwicklung die-
ses wichtigen Hilfsmittels. Der Beweis von Satz 4.3.3 ist aber unabhéngig vom
Rest der Arbeit. Die vorangehenden Betrachtungen in Kapitel 3 und 4 sollen
das Fortsetzungs-Problem in einen allgemeineren Rahmen stellen. Dabei ist die
BMK-Formel fiir LP-Formen aus Kapitel 3 fiir sich selbst von Interesse.

Jetzt kann die bekannte grundlegende Homotopieformel fiir die Kugel verwendet
werden, um die 0-Gleichung
Ov; = 1;

auf I zu losen. Dazu prisentieren wir die Homotopieformel nach Lieb und Mi-
chel (vgl. [LiMi]) in Kapitel 5. Da die bekannten Abschitzungen fiir die O-
Losungsoperatoren aus der Homotopieformel unseren Bediirfnissen nicht geniigen,
entwickeln wir in Kapitel 6 neue L und (singulédre) Holder-Abschéitzungen fiir
diese Operatoren. Diesbeziiglich sei auf die Einleitung von Kapitel 6 verwiesen.

18Tn samtlichen in dieser Arbeit betrachteten Konstellation liegen die Formen, die den ;
entsprechen, mindestens in L2.
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Mit den Abschéitzungen aus Kapitel 6 ergibt sich:
Vo € 01/4(]D))
und
vy € CY?(B,(0))

fiir alle 0 < r < 1, und es existieren (von w unabhingige) Konstanten Cy > 0
bzw. Cy(r) > 0 mit

HUOH01/4(]D)) COHWHLgf’l(Y)’

<
vollerr2(soyy < Co(r)llwllege, ov)-
Analog gilt fiir v; die klassische 1/2-Holder-Abschitzung. Die Funktion v; wird

unseren Bediirfnissen aber nicht gerecht. Das hat folgende Ursache: Zieht man
die Formen v; durch II auf Z zuriick, so ergibt sich

1 1 IT*
W= - <w0 + ﬂ) = 0= ( IT"vy + U auf Z,
2 z 2 z

wobei sich der Term II*v;/z fiir z — 0 nicht hinreichend regulér verhélt. Es gibt
prinzipiell zwei Strategien, diesem Problem zu begegnen. Die erste Idee ist, von
vy eine holomorphe Funktion zu subtrahieren, so dass die modifizierte Losung v}
fir z — 0 verschwindet. Diesen Weg wéhlen Fornaess und Gavosto in [FoGa].
Dieses Verfahren hat aber den Nachteil, dass es in allgemeineren Situation sehr
unhandlich wird"® und Hélder-Abschitzungen fiir Quotienten der Art IT*v;/z
kaum durchfiihrbar sind. Daher wahlen wir eine andere Strategie: Statt

52}1 =M
16sen wir die Gleichung
_ m
8u1 = .
w1 W2

Dazu ist natiirlich sicherzustellen, dass 7, /w;ws noch 5—geschlossen ist. Mit

1 1/, wWiWse
fzﬁ(fo*l-fﬂ:é(r[ vo + 12 ’n Ul)

ist dann 0f = w auf Z. Das ist die gesuchte Losung der 0-Gleichung. Der Sum-
mand fy = [T*vg ist wegen IT*vg(z, wy, we) = vo(wy, wQ)_hinreichend regulér.
[T*vg besitzt unmittelbar eine stetige Fortsetzung auf D, und es gilt:

Ity < Meollean) < Collwllzzn
I woll s oy < Iollesraqa,on < Colrllwllzz o

fir alle 0 < r < 1.

9Dann sind holomorphe Taylor-Entwicklungen hoherer Ordnung zu subtrahieren.
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Betrachten wir nun IT*u; (z, wy, wy) = uq(wq, wy) etwas genauer. Die L*°-Abschétz-
ungen aus Kapitel 6 liefern die Existenz einer Konstanten C o, > 0 mit

,O0

1, 1
|uy (w, wa)| < ﬁHWHLSﬂ(Y) und  fuy (wy, w)| < W||W||L8?1(Y) (2)

fiir alle (wi,ws) € D. Wegen |wywy/z| = |wiws|'/? fiir (2, w;,wy) € X erhalten

WIr:
W1 Ws

| fi(z, w1, ws)| = Ty (2, wi, w2) | < Croollwllzge, (v)-

fir alle (z,wy,we) € Z. Setzt man f; mit 0 nach Y N II71(K) fort, so folgt:
feL>(Y)und

1
£l vy < 5 (Co + Creo) Wil v)-

Nach dem bereits zitierten Fortsetzungssatz 4.3.3 fiir die 9-Gleichung im Distri-
butionssinne ist damit

Of =w aufY.
Etwas kniffliger gestalten sich die Holder-Abschatzungen fiir das Produkt

Seien dazu P = (z,wi,ws),Q = (2, w],w)) € Z. Wir unterscheiden drei Félle
unter Verwendung von ¢(X) = sin(7/8):

1. Es gilt |wy| < ¢(X) 7w, —w)| oder Jwy| < (X )™ wy—wh|. Wir kénnen ersteres
annehmen, und es gilt auch die grobe Abschétzung |w}| < 2¢(X) ™! w;—w}|. Unter
Verwendung der L>°-Abschéitzung (2) fiir u; folgt:

1(P)— Q)] < AP+ 1f(Q)]

< ‘wle Cl,oo w’lwé Cl,oo
— z ’wQ‘l/Q 2! ’w/z‘l/Q
= Ciuellun 2 + 04 )

S Ci,oo|w1 - u}/1|1/2

< O distx(P,Q)"2.

2. Es gilt |w; — w| < ¢(X)|wi| und |wy — wh| < ¢(X)|ws| und £L(z,2") > 7/4.
Hier muss nun die Geometrie von X beachtet werden. Nach Lemma 7.3.1 liegt )
nicht im Zweig von P und es gilt:

min{|w: |, [we|} < e(X) tdistx (P, Q).

Damit kann |f1(P) — f1(Q)| genau wie in Fall 1 abgeschitzt werden, wobei die
passende L*-Abschétzung (2) zu wihlen ist.
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3. Es gilt |w; — w)| < ¢(X)|wq| und |wy — wh| < ¢(X)|ws| und £L(z,2") < 7/4.
Wegen ¢(X) << 1 bedeutet dies

wi] ~ [wi]| und - Jwa| ~ fwy]. (3)

Hier geben wir jeweils gewichtete Holder-Abschéatzungen fiir die beiden Faktoren
wywy/z und IT*uy (2, wy, wy) = uy(wy, we). In Kombination mit dem anderen Fak-
tor ergeben sich dann die gewiinschten Abschéatzungen.

Einerseits existiert eine Konstante C” > 0 (die nicht von den Punkten P und @
abhéngt) mit

< O (a2 wy — w2 + |V wn — wh|2)

‘wle wiw

z 2

fiir alle (z,wy,ws), (2, wy, wh) € Y mit £(z,2") < 7/2.20
Unter Verwendung von (2) und (3) folgt:

AN

(w1 — w2 + s — ) [l

W W w w!
’ 2 U )|

z z!
< distx (P, Q)" |wll g )

Andererseits liefern die singuléren Holder-Abschétzungen aus Kapitel 6 Konstan-
ten C] > 0 bzw. C](r) > 0, so dass gilt:

,( |wi — wi [

_ / / < C
|U1(w17w2> Ul(w1>w2>’ = 1 |w2\1/2(min{\w1|,|w§|})1/2

|wy — wh |4 o]
w
|w [V/2(min{|ws|, |wh|})1/2 L2y (Y)

fir alle (wy,ws), (wy, wh) € D\ K, bzw.

_|_

|w; —wﬂl/g

|wa|'/2(min{[wy ], [wi[})!/2
1/2

fawn, w5) — wn () )| < 01<r>(

T o
o0
|w} |72 (min{ wsl, [wh]})1/2 L3 (Y)

fir alle (wy,ws), (Wi, wh) € B,(0) \ K mit 0 < r < 1. Unter Beachtung von
lwiwy /2| = |wiws|? auf X und unter Verwendung von

+

|wr] ~ [wy| ~ min{fuw |, Jwi|}

sehen wir, dass sich die Nenner dieser beiden Abschitzungen durch Multiplikation
mit dem Faktor wjws/z herauskiirzen. Somit erhalten wir auch in Fall 3 die
gewiinschten Holder-Abschétzungen.

20Das ist in allgemeiner Form in Lemma 7.3.2 festgehalten.
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Also existieren (von w unabhéngige) Konstanten C; > 0 bzw. C;(r) > 0 mit

1fillevawy < Cillwllig, o),
”flucl/Q(Br(O)) < Cl(T)HWHLg?l(Y)-

Damit ist insbesondere auch Theorem 1.1.7 bewiesen. Man beachte, dass wir
zusitzlich die 1/2-Holderstetigkeit der Losung im Inneren und globale Abschét-
zungen gezeigt haben. In Kapitel 7 verwenden wir dieses Verfahren, um Theorem
1.1.7 zu verallgemeinern. Zunéchst gilt:

Theorem 7.2.8 Es seienn,q,m,ky,....k, €Z mitn>2,1<qg<n,m>2und
kj > 1 fest gewdhlit. Weiterhin sei
X = {(z,wy,...,w,) € CM 2 = bk} ¢ CHL

D = {(z,w) € X :|wi]* + ... + |w,|* < 1}
und Y = Reg D. Dann existiert ein stetiger linearer Operator
Ly Lg,(Y) — Lg, 1 (Y)

mat 5Lq_1w = w im Distributionssinne, falls Ow = 0 im Distributionssinne.
Auflerdem ist
L,weCy, ,(Y)

fiir alle w € Lg3,(Y).

Weiterhin untersuchen wir die Holder-Regularitét des Operators Ly.
Diesbeziiglich ergibt sich:

Theorem 7.3.4 Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.2.8 gelte zusdtzlich
ki <m fir alle j € {1,...,n}. Weiterhin sei

ok
Y = min {—1},
1<t<n " 2m

Je = min {1 (EY () > 0,
v o= ogggllq{ﬁ’ Uy}
Dann liefert der Operator Ly aus Theorem 7.2.8 eine stetige lineare Abbildung
Ly : Lgfl(y> - C}’; (?)

mit OLgw = w im Distributionssinne, falls Ow = 0 im Distributionssinne.

Dabei setzen wir [z]* = min{l € Z : < [} und {z}* = [2]* — 2. Man beachte
Up > 1/m und ¥* =9, falls k, = 1 oder k, = 2 fiir ein ¢t € {1,...,n}.
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1.3 Zusammenfassung und Diskussion

In der vorliegenden Arbeit werden neue L> und Holder-Abschétzungen fiir die be-
kannte grundlegende 0-Homotopieformel auf der Kugel D in C™ entwickelt. Unter
Verwendung dieser Abschéitzungen konstruieren wir dann einen Losungsopera-
tor fiir die 9-Gleichung auf gewissen streng pseudokonvexen Gebieten singulérer
komplexer Réaume.

Die Arbeit kann in drei Teile gegliedert werden. Den ersten Teil bilden die Kapitel
3 und 4. In Kapitel 3 entwickeln wir die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel
fiir LP-Formen mit LP-Randwerten. Diese Formel wird nicht zur Konstruktion
des 0-Losungsoperators auf singuliren komplexen Raumen benétigt, ist aber fiir
sich genommen von Interesse und ein schones Hilfsmittel zum Nachweis der C'*°-
Glattheit holomorpher (im Distributionssinne) L!-Funktionen, was wir einsetzen,
um die klassischen Riemannschen Hebbarkeitssétze fiir LP-Funktionen zu zeigen.
Der Beweis der BMK-Formel beruht im Wesentlichen auf dem Youngschen Theo-
rem 3.3.4, das die Stetigkeit des BMK-Randoperators liefert. Die Aussage von
Theorem 3.3.4 geht weit iiber die Erfordernisse dieser Arbeit hinaus.?!

In Kapitel 4 untersuchen wir Fortsetzungssitze fiir die 9-Gleichung, was wir durch
die klassischen Riemannschen Hebbarkeitssidtze motivieren. Von Bedeutung fiir
den Rest der Arbeit ist der Fortsetzungssatz fiir die 9-Gleichung 4.3.3.

Den zweiten Teil bilden die Kapitel 5 und 6, in denen neue L* und Hélder-
Abschatzungen fiir die grundlegende Homotopieformel auf der Kugel entwickelt
werden. In Kapitel 5 zitieren wir die Entwicklung der Homotopieformel nach
Lieb und Michel ([LiMi]) und geben eine fiir unsere Belange giinstige Darstellung
der Hauptteile der involvierten Integraloperatoren. In Kapitel 6 definieren wir
zunéchst eine neue Klasse gewichteter Funktionenrdume:

L=%D) = {f € (D) : || - || f € L¥(D)}

fir o = (ov,...,,) € R mit 0 < o; < 2 fiir alle 5 € {1,...,n}. Es handelt
sich also um Funktionen mit vorgegebener Singularitét. Wir geben gewichtete
Abschétzungen fiir die 9-Losungsoperatoren auf diesen Réumen.

Den dritten Teil der Arbeit bildet Kapitel 7. Hier losen wir die 0-Gleichung mit
Holder-Abschéitzungen auf der komplexen Mannigfaltigkeit der reguldren Punkte
im streng pseudokonvexen steinschen Raum

D ={(z,wy,...,wy) : 2™ = w ---w" und |wy > + ... + Jw,|* < 1} c C"*

mit dem Verfahren nach Fornaess und Gavosto. Die hier zu Grunde liegenden
Definitionen der Funktionenriume auf analytischen Mengen in C¥ werden in
Kapitel 2 gegeben, das ansonsten noch einige elementare Bezeichnungen erklért.

21 Ausfithrliche Zusammenfassungen und Erlduterungen finden sich jeweils in der Einleitung
der einzelnen Kapitel.
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Die Definition der Funktionenrdume in Kapitel 2 ist durch [FoGa] motiviert, wo
daquivalente Konzepte verwendet werden. Das Youngsche Theorem 3.3.4 und die
BMK-Formel fiir LP-Formen sind uns aus der Literatur nicht bekannt. Die Idee
zu Theorem 3.3.4 geht auf Diskussionen mit Prof. Dr. Ingo Lieb zuriick. Auch die
Charakterisierung schwacher Randwerte durch Approximation (Theorem 3.4.4)
scheint neu zu sein. Der 0-Fortsetzungssatz 4.3.3 ist eine leichte Verallgemeine-
rung der klassischen Riemannschen Hebbarkeitssétze. Die Entwicklung der grund-
legenden Homotopieformel fiir den Ball ist [LiMi] entnommen. Neu sind die ge-
wichteten L und Holder-Abschétzungen aus Kapitel 6. Die in Kapitel 7 ver-
wendete Methode zur Losung der 0-Gleichung auf singulidren komplexen Réumen
geht auf die Ideen von Fornaess und Gavosto zuriick, stellt aber eine wesentliche
Weiterentwicklung des Verfahrens aus [FoGa| dar.

Fornaess und Gavosto verwenden die inhomogene Cauchy-Integralformel, um eine
Losung der d-Gleichung fiir (0, 1)-Formen lokal in einer Umgebung der Singula-
ritidt von X = {22 = wywy} abzuschiitzen. Diese Vorgehensweise kann einerseits
nicht auf Formen hoheren Grades angewandt werden, scheint andererseits auch
wenig geeignet, um das Verhalten am Rand eines Gebietes in einer analytischen
Menge zu untersuchen, insbesondere, falls die Singularitdt den Rand schneidet.
Diesen Problemen begegnen wir, indem wir die Homotopieformel nutzen, um eine
Losung zum 0-Problem zu entwickeln und abzuschitzen.

Neu ist auch die folgende Strategie: Nachdem das Problem auf die Kugel D C C”
projiziert ist, dividieren wir die erhaltenen Formen durch ein geeignetes holomor-
phes Monom, bevor die 9-Gleichung gelost wird.?? Dies hat den Vorteil, dass die
Losung spéter wieder mit dieser Funktion multipliziert wird, was das Verhalten
in der Verzweigungsmenge der Projektion II verbessert.

Es stellt sich die Frage, in wie weit unser Verfahren auch in allgemeineren Si-
tuationen eingesetzt werden kann. Wie bereits angesprochen, kann ein komplexer
Raum X in jedem irreduziblen Punkt lokal als endlich-bléttrige Uberlagerung ei-
ner offenen Menge in einem komplexen Zahlraum C" dargestellt werden. Da jede
holomorphe Funktion nach dem Weierstrafischen Vorbereitungssatz lokal in ein
Produkt aus einem WeierstraBpolynom und einer nullstellenfreien holomorphen
Funktion faktorisiert werden kann, sollte man zunéchst annehmen, X sei durch
Polynome gegeben. Wir vermuten, dass das d-Problem auch in dieser Situation
unter Verwendung geeigneter symmetrischer Kombinationen nach C" projiziert
werden kann, so dass die resultierenden Formen noch quadratintegrabel und da-
mit O-geschlossen sind. Dann miissen die 0-Gleichungen in C" mit geeigneten
Abschétzungen gelost werden. Unsere Theorie der gewichteten L> und Holder-
Abschétzungen wird den Anforderungen dieser Situation nach geeigneter Verall-
gemeinerung in weitem MafBe gerecht.?

22Vgl. dazu Abschnitt 1.2, wo die 9 Gleichung fiir 1, /wyws statt 1, gelost wird.
23Vgl. dazu die Ausfithrungen in der Einleitung zu Kapitel 6.
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Durch Verkleben der lokalen Losungen lift sich dann eine Parametrix zum 0-
Operator auf streng pseudokonvexen Gebieten in X konstruieren. Anschlieffend
konnte man (falls X steinsch ist) mit Hilfe eines der bekannten Verfahren, wie
der Grauertschen Beulenmethode, einen Lsungsoperator erhalten.

Beziiglich der Holder- Abschétzungen treten in der vorliegenden Arbeit zwei Pro-
bleme zu Tage, auf die in weiterfithrenden Untersuchungen eingegangen werden
muss:

1. In der Ermittlung der Holder-Regularitdt des Operators Ly verursachen die
Faktoren Np/z* die Verschlechterung des Hélder-Exponenten zu 9* < o (vgl.
Theorem 7.3.4). Es scheint sich um ein verfahrenstechnisches Problem ohne tiefere
mathematische Ursache zu handeln. Nédhere Erldauterungen finden sich in Kapitel
7. Hier scheinen zwei Ansétze hilfreich: Zum einen kann die Koordinate wy = z in
die Abschitzung von Nj /2" (vgl. Lemma 7.3.2) einbezogen werden. Zum anderen
konnte man sich zunéchst auf normale komplexe Raume beschréinken. Dann wire
Ny/2" eine holomorphe Funktion auf X.

2. Die Untersuchung der Holder-Regularitdt der Operatoren L, fiir ¢ > 1 bringt
eine zusétzliche Schwierigkeit mit sich: Da es sich bei Lyw in diesem Fall nicht
mehr um Funktionen handelt, miissen die Koeffizienten der kanonischen Darstel-
lung m*Low = Lgw @ 0 abgeschitzt werden. Dabei treten zusétzliche Faktoren
auf, die sich unangenehm verhalten konnen (vgl. Lemma 7.2.6). Hier hilft es,
die analog auftretenden Koeffizienten der kanonischen Darstellung von w zu be-
riicksichtigen. Diese Koeffizienten haben keine Bedeutung fiir die Regularitéit des
Operators L.

Insgesamt ist unser Verfahren nach Fornaess und Gavosto geeignet, die 9-Gleichung
im intrinsischen Setup fiir beschrankte Formen mit Holder-Abschéatzungen in all-
gemeineren Situationen zu l6sen. Dies soll Thema spéterer Untersuchungen wer-
den.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Ingo Lieb fiir die interessante Themenstellung und die
Freude an der Mathematik, die er mir vermittelt hat. Vielen herzlichen Dank
auch an Herrn Prof. Dr. Ingo Lieb und Herrn Dr. Torsten Hefer fiir die ausge-
zeichnete und stets freundliche Betreuung wahrend der letzten Jahre, sowie an
Bettina Herrchen, Christine Rogg und Emanuel Nipper fiir die nette Atmosphére
in unserer Abteilung. Ferner danke ich Herrn Prof. Dr. Werner Miiller fiir die
Ubernahme des Korreferats.

Ganz besonders méchte ich mich bei meinen Eltern Roselinde und Egon Ruppen-
thal und meinen Grofleltern Gerda und Karl Rausch bedanken. Ohne ihre Liebe
und langjéhrige Unterstiitzung wére diese Arbeit nie moglich geworden.

Ein besonders herzliches Dankeschoén auch an meine Freundin Julia fiir die stetige
Ermutigung und liebevolle Unterstiitzung.
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2 Funktionenridume auf analytischen Mengen

In diesem Kapitel erkldaren wir die Funktionenrdume auf einer analytischen Menge
X C C", die wir in dieser Arbeit bendtigen. Rdume von Differentialformen de-
finieren wir auf offenen Untermannigfaltigkeiten der komplexen Mannigfaltigkeit
der reguliren Punkte Reg X. Hier konnen wir nicht den iiblichen Weg iiber lokale
Koordinatensysteme gehen, da eine solche Mannigfaltigkeit M C Reg X nicht un-
bedingt mit endlich vielen lokalen Koordinatensystemen iiberdeckt werden kann.
Wir nutzen stattdessen die Einbettung ¢ : M — C" und verfahren folgender-
mafen: Sei ACT*M die Graimann-Algebra komplexwertiger Formen auf M und
ACT*C"|,, die Einschrankung der Gramann-Algebra komplexwertiger Formen
tiber C" auf M. Die euklidische Metrik (-, -)¢» induziert durch Einschrénkung die
Metrik (-,-)as auf ACT*M. Nun existiert ein kanonischer trivialer Fortsetzungs-
operator
7 ACT*M — ACT*C"|,,

mit ¢* o 7*(n) = n fir alle Schnitte n in ACT*M. 7* ist eindeutig bestimmt
durch (7*n(p), 7*n(p))cnp = (N(p),N(P))rr, fiir alle p € M (Lemma 2.2.1). Damit
besitzt 7*n eine eindeutige Darstellung

'y = ZaJKdZJ AN dzZg
JK
beziiglich der kartesischen Koordinaten z1, ..., z, in C". Sei nun F (M) ein Funk-
tionenraum auf M. Dann sagen wir, eine (s,t)-Form 7 liegt in F (M) genau
dann, wenn alle Koeflizienten a;x in F(M) liegen. Ist (F(M), || - || #(a)) ein nor-
mierter Raum, so versehen wir F; (M) mit der Norm

Il 2 n = D 2+ lask | #)-
J K

Ist X mit einer Metrik dx(-,-) : X x X — R versehen, so erhalten wir auf diese
Weise auch Holder-Réume von Differentialformen. Dazu verfahren wir folgender-
mafen: Wir definieren dx(p,q) fir zwei Punkte p,q € X als das Infimum der
Léange verbindender Wege v : [0,1] — X, die als Wege in C" stiickweise ste-
tig differenzierbar sind. Mit Lénge meinen wir die Lénge von v in C". Etwa fiir
X ={z" =w - wk} c C (mit 1 < m, k; € Z) existiert immer ein solcher
Weg endlicher Lénge, so dass dx in diesem Fall wohldefiniert ist. Fir U C X
offen, f € L*°(U) und 0 < o < 1 ist dann

1f(p) = f(a)]
flles@) = I fllze@) + sup X
Iflleg @y = I llew) act viq  dx(psq)°

und C(U) = {f € L=(U) : [|fllcgw) < oo}. Fiir U C Reg X sind damit nach
dem oben beschriebenen Verfahren auch die Holderréume C( +(U) definiert.

Unsere so eingefiihrten Raume L5 (U) und C%(U) sind dquivalent zu den ent-
sprechenden Réumen, die Fornaess und Gavosto in [FoGa] verwenden.
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2.1 Geometrie des C”
In dieser Arbeit bezeichen wir mit C" den n-dimensionalen komplexen Zahlraum
C'={z=(21,...,20) : 2 € C}

versehen mit dem Standard-Skalarprodukt
(a,b) = ajby,

j=1
der induzierten Norm |a| = /(a, @) und der euklidischen Metrik d(a,b) = |a — b].
Damit ist

By(p) ={z€C": |z —p| <1}

die Kugel vom Radius r > 0 mit Mittelpunkt p € C". Eine offene Menge D C C"
bezeichnen wir als Gebiet. Eine Teilmenge 2 C D heifit relativ kompakt, notiert
Q) cC D, falls der Abschluss Q2 von ) eine kompakte Teilmenge von D ist. Fiir
eine beliebige Teilmenge A C C™ bezeichnen wir mit bA den topologischen Rand.
Fiir ein Gebiet D C C™ heifit bD differenzierbar € C¥, falls bD lokal als Nullstel-
lenmenge einer C*-Funktion mit nicht verschwindendem Gradienten dargestellt
werden kann.

Wir identifizieren C™ mit R*": Fiir 2 = (21, ..., 2,) € C" notieren wir z; = z; +iy;
mit z;,y; € R, ¢ = v/—1. Damit liefert die Abbildung
2= (L1, Y1y oy Ty Yn) € R
einen R-linearen Isomorphismus.
Der reelle Tangentialraum 7,C" an C" im Punkt p tragt in jedem Punkt p € C"

die Struktur eines komplexen Vektorraumes, wobei die Multiplikation mit der
imaginéren Einheit ¢ durch die R-lineare Strukturabbildung

J,: T,C" — T,C",

0 0 9, 0

/R [ o I Y A (G ) [
’ (amj p) 9;l, ’ (33/]- P) oz

gegeben ist. Nahere Erlduterungen zu dieser komplexen Struktur finden sich auch
in Abschnitt 6.3.

(4)

p

T,C™ sei versehen mit dem reellen Standard-Skalarprodukt, dass wir mit (-, -)cn
bezeichnen. Damit ist das Tangentialbiindel 7'C™ mit der {iblichen Metrik verse-
hen. Das Skalarprodukt induziert wie gewohnt das Skalarprodukt im Kotangen-
tialraum 7;;C", indem wir verlangen, dass die duale Basis zu einer Orthonormal-
basis wieder orthonormal ist.
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Das komplexifizierte Tangentialbiindel CT'C" ist definiert als
CIC"=CegrTC"

Fiir z € C und v € TC" notieren wir kurz zv statt 2 ®v. Nun setzt sich die durch
(4) gegebene Strukturabbildung J, zu einer C-linearen Abbildung

J, : CT,C" — CT,C"

fort, und (-,-)cn, induziert die ebenfalls mit (-,-)cn, bezeichnete hermitesche
Metrik gegeben durch -
(av, bw)cn , = ab(v, w)cn

auf CT,C". Analog ist das komplexifizierte Kotangentialbiindel
Cr-C"=CwggT*C"

gegeben und CT;C" mit der Fortsetzung des Skalarproduktes von T;yC™ versehen,
das wir ebenfalls (-, -)cn, bezeichnen.

Fiir jeden Punkt p € C™ ist {%|p, a%j]p}?zl eine orthonormale Basis von CT,C"

und {dz;l,, dy;l,}7-, orthonormale Basis von CT;C". Fiir die Komplexe Analysis
sind aber andere Basen niitzlicher: Es seien

o _1(o oy 0 _1(d .0
6zj N 2 &vj ayj 827 N 2 8x]~ Gyj 7

sowie
dzj = dx; +1dy; und dz; = dx; — idy;.
Nun ist
0 0 0 0 1 0 0
— —_— n, = (—— —_— n = —0 . __ no =0
<8sz’8zk p><c P <8z_jp’3z_kp>(c P gtk <82jp’8z_kp>c P ’
und

<dzj|pa dzk|p><C",p = <dz_j|pa dz—k|p>©"7p = 20j, , <dzj|pv dz—k|p><c"7p =0.

Damit ist {%\p, %|p}?:1 orthogonale Basis von CT,C" und {dz;],, dz;|,}7-; or-
thogonale Basis von CT;C". Wir bezeichnen mit 7,°C™ den Unterraum, der von
{a%j|p "_, aufgespannt wird, und mit 7"'C" den Span von {%|p}?:1. Damit
besitzt CT,C" die orthogonale Zerlegung

CT,C"=T,°C" e T,'C",

und es ist 7,'C? = T*C". Dabei sind 7, °C" und T;"'C" genau die Eigenréume
der Abbildung J, zu den Eigenwerten ¢ und —z.
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Analog sei AMYT>C™ der von {dz;|,}7_; und A>'T*C" der von {dz;],}}_, erzeugte
Unterraum in C7;C". Damit ist Ao’lT;C" = AWT-Cn,
AI’OT;(C" = {weCT,C": w(Jv) = iw(v) fiir alle v € CT,C"}
= {w e CT,C": w ist C-linear},
und wir erhalten die orthogonale Zerlegung
CT;C" = AMT>C" & AM'T;C".
Nun setzt sich das Skalarprodukt (-, -)cn, auch auf die Gramann-Algebra kom-
plexwertiger Formen im Punkt p € C", die wir mit
ACT;C" = @ A'CT;C"
r>0

bezeichnen, in gewohnter Weise fort: Formen w,n € ACT;C" besitzen eindeutige
Darstellungen w = ZLK ajxdzy N\ dzZg bzw. n = ZLK byrdzy N\ dZx, wobel wir
tiber streng aufsteigend sortierte Indexmengen summieren (sonst ist die Darstel-
lung nicht eindeutig), und die Multiindexschreibweise

dzy =dzj N ... Ndzy,

fiir eine geordnete Menge J = {ji, ..., j,} verwenden. Damit ist

(W, mcnp = Z 27K b
JK

Der Faktor 2//I*1X] ergibt sich aus (dz;, dz;)cn, = 2. Sei nun

AMTC" = {w e AT'CT;C":w = Z ajrdzy N dzZg }.

|J|=s
|K|=t

Damit erhalten wir fiir den Raum der Formen vom Grad r die orthogonale Zer-
legung in Formen vom Typ (s,) mit s +¢ =1r:

N'CT;C" = €P AM'T;C
s+t=r
Wir bezeichnen die entsprechenden Vektorraumbiindel mit A"CT*C" bzw. A$'T*C".
Ist V'.C C" und F(V) ein Funktionenraum auf V', so bezeichnen wir mit F,.(V)
bzw. Fs (V') die Menge der Formen w vom Typ r bzw. (s,t) auf V, deren Koef-
fizienten a;, .k, .k, der eindeutigen Darstellung

w= Z gy ok ke A2j N o Ndzj, NdZg, AN dZ,

1<j1<...<js<n
1<ki1<..<kt<n

in F(V) liegen. Die Menge aller Formen auf V' mit Koeffizienten in F (V') wird
mit F. (V') bezeichnet.
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Ist etwa U C C" offen und w € C} (U), so lésst sich die duBere Ableitung dw
eindeutig zerlegen in lineare Operatoren

0: C;,q(U) — C’ngl,q(U),
9: C(U)—C) ()

mit d =0+ 0, und 92 =0, & = 0 und 99 + 99 = 0 auf C2(U).
Ist (F(V), |- lzv)) ein normierter Raum, so normieren wir F; (V") durch

lollzwewy = /243 Nt

Der Normierungsfaktor 2°%* trigt der Tatsache (dz;|,, dz;|p)cnp = 2 Rechnung.
Analog sei fiir F,.(V') und F,. (V') verfahren.

Eine Volumenform auf C" ist eine reelle stetige 2n-Form dV € C9 (C") mit
(dV,dV)en,p, =1

fiir alle p € C™. Wir entscheiden uns in dieser Arbeit fiir

dVen = dxy Ndyy N ... Ndx, N\ dy,
- (%) dzy ANdZ A ... A dz, A dz,

Sei U C C" offen. Dann ist das innere Produkt (w, n)y fiir zwei Differentialformen
durch

(w,my = / W), 1(D))cp dVer (9)

gegeben, falls das Integral existiert. Ist w € L?(U), so folgt
@olo = [ @) wm)endVen )
U
~ [ T 2 lencw)avis (o)
U

— ZQT”(IJKH%Z(U) = ||w||%$(U)'

Ist D C C" offen mit differenzierbarem Rand bD € C*, so triigt bD eine eindeutige
Riemannsche Struktur durch die Einschrankung des Skalarproduktes in 7,C" auf
T,bD C T,C", und es existiert eine eindeutige Volumenform dS auf bD, die
die auf bD induzierte Orientierung reprisentiert. dS heifit Flachenelement bzw.
(2n — 1)-dimensionales Lebesgue-Mafl induziert auf bD.
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2.2 Komplexe Untermannigfaltigkeiten in C"

Nun sei M C C" eine komplexe Untermannigfaltigkeit, ¢ : M — C" die Einbet-
tungsabbildung und p € M. Dann induziert ¢ die Tangentialabbildung

te(p) : T,M — T,C".

Wegen der Injektivitit von ¢, (p) konnen wir 7, M als Untervektorraum des 7,C"
ansehen. Wir bezeichnen mit N,C" das orthogonale Komplement und erhalten:

T,C" = T,M & N, M.

Gehen wir zur Komplexifizierung der beteiligten reellen Vektorrdume iiber, so
ergibt sich die Zerlegung

CT,C" = CT,M & CN, M,

die beziiglich der Fortsetzung von (-, -)cn 5, zu dem hermiteschen Skalarprodukt auf
CT,C" wieder orthogonal ist. Die Einbettungsabbildung ¢.(p) setzt sich ebenfalls
fort zur Einbettungsabbildung

te(p) : CT,M — CT,C".
In diesem Kontext kann ¢, (p) als Fortsetzung mit 0 angesehen werden:
L(p) v —v®O0.

Sei weiterhin
m.(p) : CT,C" — CT,M

die orthogonale Projektion. m,(p) ist linksinvers zu ¢.(p):
T.(p) © te(p) = Ider, -

Sei nun (-,-)ar, das von (-,-)cn, durch Einschrénkung induzierte hermitesche
Skalarprodukt auf CT,M gegeben durch

(v, W)rp = (L (P, 2 (P)W) e p-

Wir setzen | . |<cn(p) = v/ (', '><cn,p und | ) |M(p) = <'> '>M,p-

Damit ist
018 (P) = [ex(p)v]cn (p)
fir alle v € CT,,M, und fir w € CT,C" gilt

[wlcn (p) = |m(p)w|r(p)

genau dann, wenn w € CT,M ist.
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Betrachten wir nun die komplexifizierten Kotangentialrdume C7;C" und
CTyM =CrT,M.
Dann ist CT;C" = (CT,C")* und CT;M = (CT,M)* via
z®@w(a®v) = zaw(v).
Wir definieren duale Abbildungen zu ¢.(p) und 7.(p):
(p): CT,C" — CT;M
sei gegeben durch
(P (W) (v) = w(w(p)v),

und
7 (p) : CTyM — CT;C"
durch
™ (p)(n)(w) = n(m.(p)w).
t*(p) liefert die tibliche Zuriickziechung von Differentialformen beziiglich der Ab-
bildung ¢ : M — C". Fiir 7* miisste eine Projektion II : C* — M mit Tangen-

tialabbildung I1.(p) = m.(p) fir p € M konstruiert werden, die aber in der Regel
nicht existiert. Wegen

C(p) o (p)(m)(v) = 7 (p)()(ta(p)v)
= n(m(p) o tu(p)v) = n(v)

fiir alle n € CT;yM und alle v € CT),M ist
v(p)om(p) = Tders v

und 7*(p) ist injektiv. Damit fassen wir CT;M ab sofort als Unterraum von
CT;C™ auf. Wir bezeichnen das orthogonale Komplement mit CN;M und erhal-
ten die (von der Metrik abhéngige) orthogonale Zerlegung

CT;C" = CT;M & CN: M

Beziiglich dieser Zerlegung ist ¢*(p) die orthogonale Projektion und 7*(p) kann
als triviale Fortsetzung mit 0 verstanden werden:

™ (p):n—n®d0.

Sei hier (-,-)um, das von (-,-)cn, durch Einschrankung induzierte hermitesche
Skalarprodukt aut CT7 M gegeben durch

(W, My = (T (p)w, 7 (P)0)cn p-

Wir setzen auch hier | - |cn(p) = /-, )crp und | - a1 (p) = /(5 ) arp-
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Damit ist
nlar(p) = [7*(p)nlcn (p)
fir alle n € CT; M, und fiir w € CT;C" gilt
wlen (p) = [ (p)wla(p)

genau dann, wenn w € CT7 M ist.

Es sei nun U C M (relativ) offen. Wir setzen
crct, = | Jcrper
peU

und
CT*U = |JCT;M bzw. CN*U = | JCN;M.
peU peU
Es handelt sich um die iiblichen C-Vektorraumbiindel. Nach den vorangegangenen
Betrachtungen ist

cr-c"|, =Cr-ueCNU ,

und die faserweise definierten Abbildungen ¢*(p) und 7*(p) liefern Abbildungen
co CTrCt, — CT'U,

™ . CI"U — CT*C"|, .
Dabei kann ¢* als Projektion und 7* als triviale Fortsetzung mit 0 verstanden
werden. Diese Konstruktion iibertrégt sich analog auf Formen hoheren Grades.
Fiir w € A"CT,;C" setzen wir

()W) (v, -y 0r) = w(ea(p)or, - wlp)or),

und fiir n € A"CT; M ist

T (p)(n)(v1, ..., vr) = n(m(p)v, ..., T (D)),

Wieder sei (-, -)ar,p das von (-, -)¢n, durch Einschrankung induzierte hermitesche
Skalarprodukt auf A"CT; M gegeben durch

(W, My = (T (p)w, T (P)N)cn p-

Wir setzen auch hier |-|cn(p) = \/(:, -)cnp und |- |3 (p) = v/ (-, -) mp und bemerken

wieder:
[nlar(p) = |7*(p)nlen (p)
fiir alle n € A"CT; M, und fiir w € A"CT;C" gilt

wlen (p) = [¢*(p)w | (p)

genau dann, wenn w € A"CT;M ist.

Das Konzept iibertrégt sich auf die Grafmann-Algebren ACT; M, ACT;C" und
die entsprechenden Vektorraumbiindel.
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Zusammengefasst ergibt sich:
Lemma 2.2.1. Es sei M C C" eine komplexre Untermannigfaltigkeit,
L: M — C" die Einbettungsabbildung und U C M (relativ) offen. Dann existiert
ein kanonischer trivialer Fortsetungsoperator

" ACT*U — ACT*C"|,
mit

om(n) =1

fiir alle Schnitte n in ACT*U. ©* ist eindeutig bestimmt durch

7 n(p)len(p) = 1n(p)|a(p)
fiir alle p € U. Wir bezeichnen m*n auch mit n & 0.

Man beachte, dass ACT*C"|y nicht die Zuriickziehung von ACT*C™ bezeichnet,
und dass in der Regel 7* o t*(w) # w ist.

Interpretieren wir ACT*U als Unterraum von ACT*C"|,, so iibertrégt sich auch
das Konzept der (s,t)-Formen auf die komplexe Untermannigfaltigkeit U:

AS'T*U = ACT*U N AS’tT*C”|U.
Es kann iiberpriift werden, dass diese Zerlegung mit der komplexen Struktur auf

U vertréglich ist. Dies liegt daran, dass fiir komplexe Untermannigfaltigkeiten die
Einbettungsabbildung ¢ : U < C" holomorph ist, und 0 o t* = +* 0 9 gilt.

Eine (s,t)-Form n auf U ist nun eine Abbildung
n:U — A'T*U
mit 7(p) € A*'T,U fiir alle p € U. Wir notieren verkiirzt |1]a(p) statt [n(p)|a(p)
und setzen
110, = esssup |n]ar(p).
peU

Durch 7* o : U — A®T*C"|, besitzt n eine triviale Fortsetzung zu einer
Abbildung nach A®*T*C"|,, die wir auch mit 7*n oder 1 & 0 bezeichnen, und es
gilt
Inlar(p) = [7*nlce (p) = |0 @ Olcn (p)-

Dies hat folgenden Vorteil: 7*n = n@ 0 besitzt eine eindeutige Darstellung beziig-
lich der kartesischen Koordinaten des C", und es kann auf lokale Darstellungen
beziiglich lokaler Koordinatensysteme auf der komplexen Mannigfaltigkeit U ver-
zichtet werden:

=Y gk dzy A ANdz, N A A dF

1<j1<...<js<n
1<k <...<ks<n

mit eindeutig bestimmten Funktionen a;, ;.. .k, die wir als die Koeffizienten
von 7 bezeichnen.
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Unter Verwendung dieser eindeutigen Koeffizienten kénnen auch fiir Differen-
tialformen auf der komplexen Mannigfaltigkeit U Funktionenrdume eingefiihrt
werden. Ist F(U) ein Funktionenraum auf U, so bezeichnen wir mit F,.(U) bzw.
Fs.+(U) die Menge der Formen 1 vom Typ r bzw. (s,t) auf U, deren Koeflizienten
Qjy . jokr ke i1 F(U) liegen. Die Menge aller Formen auf U mit Koeffizienten in
F(U) wird mit F,(U) bezeichnet.

Ist (F(U),|| - ||#w)) ein normierter Raum, so normieren wir F,(U) durch
Il Ay = /243 gty
Der Normierungsfaktor 2°%* trigt der Tatsache (dz;|,, dz;|p)cnp = 2 Rechnung.

Analog sei fiir F,.(V') und F.(V) verfahren. Fiir n € L(U) ist etwa
1712, @) —QS”ZGSSSUP\GJK\ (p).

Wir wollen dies mit |||, ;; vergleichen. Wegen

I3 = esssup|nfi;(p) = esssup |7"n[z. (p)
peU peU
= esssup2*t! a
sup > lask*(p)
ist
112,

Da fiir n iiber maximal (Z) (’Z) Summanden summiert wird, gilt andererseits:

n n
il < ((2) (7)) Wiies

Das zeigt die Aquivalenz der beiden Normen. Zuletzt vergleichen wir noch ||+ |oe.r
mit der Norm || - ||, die Fornaess und Gavosto in [FoGa] fiir (s, t)-Formen einfiih-
ren: In einem Punkt p € M sei {d(;|,, d§|p}§:1 orthonormale Basis von CT;y M in
CT;C", wobei wir mit k die komplexe Dimension von M im Punkt p bezeichnet
haben. Fiir n € AS’tT;M mit 0 < s,t < k ist dann

= > aygedCrlp N dCxlp-
1<in<..<js<k
1<k <...<k:<k

Fornaess und Gavosto setzen

Inl(p Zlam und  [[nllc =ess sup |n(p).
pEDom(n)

Da {d(;|,, d;|,}*_; in CT;C" orthonormal ist, folgt |n|(p) = |1 (p) und
[7llec = [[Mllcc,r fiir U = Dom(n). Das heiflt, unsere Definition von L5 (U) ist
dquivalent zur Definition von Fornaess und Gavosto.
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2.3 Analytische Mengen in C"

Betrachten wir nun eine analytische Menge X C C". Wir nehmen an, X sei mit
einer Metrik dx(+,-) : X x X — R versehen. Fiir eine beliebige Teilmenge U C X,
fel>®U)und 0 < a <1 sei

|f(p) — f(a)]

P eo(U) F SUp T —— ="

I leg@) = I llew) p,q;% dx(p, q)°
P74

Der Raum der (beziiglich der Metrik auf X') a-holderstetigen Funktionen in U
sel nun
CxWU) ={f € L=(U) : | flleg w) < oo}

Wir wollen diese Definition auf Differentialformen ausdehnen. Dazu miissen wir
uns auf komplexe Untermannigfaltigkeiten U C X beschrinken. Sei also nun
spezieller U C Reg X eine offene Teilmenge von Reg X, also selbst eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit. Dann ist C7, ) +(U) nach den Uberlegungen im letzten
Abschnitt wohldefiniert. Fiir n € L35(U) gilt

HUHQC&O’X(U) = QSHZHCLJKH%;(U)

= 25+t a d + sup ’
S | skl paco dx (p, q)*
Yl

beziiglich der eindeutigen Darstellung

™= Z Ajy.jokr ke @2y N o Ndzg NdZgy NN dzg,

1<j1<...<js<n
1<ki<..<k:<n

In dieser Arbeit versehen wir eine analytische Menge X C C” stets mit der durch
die euklidische Metrik induzierten Metrik: Fiir zwei Punkte p, ¢ € X sei dx(p, q)
das Infimum der Lénge verbindender Wege v : [0,1] — X, die als Kurve in C"
stiickweise stetig differenzierbar sind. Mit Lange meinen wir die Lénge der Kurve
in C" beziiglich der euklidischen Metrik. Dies ist konsistent mit einem Begriff
der Linge des Weges in X, wenn X (dort, wo moglich) mit der Einschriankung
der euklidischen Metrik versehen ist. Um eine Metrik auf X zu erhalten, muss
sichergestellt sein, dass stets ein verbindender Weg endlicher Lénge existiert. Es
reicht, wenn sich jeder Punkt p in X mit einem festen Punkt ¢y € X durch einen
Weg endlicher Léange verbinden lésst. Sei beispielsweise

X={"=uwh. . .} cct!
fir 1 <m,k; € Z. Dann ist fiir g =0 € X und p = (po, p1, ..., pa) € X etwa

ein solcher Weg endlicher Lange, und dx(-,-) ist wohldefiniert. Unsere Definition
von Holderrdumen fiir Funktionen stimmt mit der aus [FoGa] genau iiberein.
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3 Die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel fiir
LP-Formen

Es sei D CC C" ein relativ kompaktes Gebiet mit C'-Rand End 0<qg<n.
Dann gilt fiir jede differenzierbare Differentialform f € Cj (D) die klassische
Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel (Theorem 3.1.2):

f=B"f-BJ(0f) - 0.B.,f.

Diese Integraldarstellung bildet den Ausgangspunkt fiir viele wichtige Entwick-
lungen der komplexen Analysis, wie zum Beispiel der Homotopieformeln fiir
streng pseudokonvexe Gebiete (vgl. Abschnitt 3.6). So findet sich in dieser Arbeit
etwa die bekannte Herleitung der grundlegenden Homotopieformel fiir die Ein-
heitskugel D in C™ aus der BMK-Formel (vgl. Kapitel 5).

Wir zeigen nun, dass die BMK-Formel auch fiir Differentialformen f € Lé,q(D)
mit Of € L§,,,(D) und Randwerten f, € L}(bD) gilt. Dabei heift f, € LE(bD)
LP-Randwert von f, falls die Stokessche Formel

/bbem*(so)z/DEfAsH(—l)q/DfA&o

fiir alle p € Cg2,_ (D) erfiillt ist (siche Definition 3.4.2).

t:bD — C" bezeichnet die Einbettungsabbildung.

Der wesentliche Punkt im Beweis der Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel fiir
LP-Formen ist die Untersuchung der LP-Regularitét der Operatoren Bf und BZD ,
die durch

B f(2) = /X F(O) A BuglC, 2)

fir X = D bzw. X = 0D gegeben sind. B,,, bezeichnet den Bochner-Martinelli-
Koppelman-Kern (vgl. Definition 3.1.1). Nach Lemma 3.2.2 liefert B(’? einen ste-
tigen linearen Operator

B 1,..(D) — L, (D)

fir alle 1 < p,r < co mit 1/r > 1/p — 1/(2n). Dieses klassische Resultat folgt
unmittelbar aus einer bekannten Youngschen Ungleichung fiir Faltungsintegrale
(Theorem 3.2.1). Wir erweitern Theorem 3.2.1 zum allgemeineren Theorem 3.3.4
und zeigen damit: Der Randoperator BZD liefert eine stetige lineare Abbildung

BY: LP(bD) — Lj (D)

fiir alle 1 < p < oo (Lemma 3.3.5). Nachdem die LP-Stetigkeit der Integralopera-
toren in der BMK-Formel gezeigt ist, kann die BMK-Formel fiir LP-Formen aus
der klassischen Formel mit einem Approximationsargument (vgl. Lemma 3.4.3
und Theorem 3.4.4) abgeleitet werden.
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3.1 Die klassische BMK-Formel

Wir zitieren zunéchst die klassische Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel fiir
differenzierbare Differentialformen. Dazu benétigen wir den BMK-Kern:

Definition 3.1.1. Fir 0 < q < n st der Bochner-Martinelli-Koppelman-Kern
B, fiir (0,q)-Formen in C™ gegeben durch:

(n—1)! 1 L (7 — L —J
B, (¢, z) = (G —7Z7) (%dC™) N dZ7.
Q(C Z) 2q+1n HC_ZH2n ; E]J(CJ Z])(* C ) z
|Lj=g+1
Auflerdem sei
Bn7—1 =0.

Dabei verwenden wir folgende Notation: Fiir zwei geordnete Teilmengen A, B C
M :={1,...,n} bezeichne |A| die Kardinalitdt von A, A" := M \ A das Komple-
ment von A in der durch M induzierten Ordnung und

sign m , falls A = B als Mengen und 7
€y = eine Permutation mit B = 7 A,
0 in allen anderen Féllen.

Weiterhin erinnern wir daran, dass fiir den Hodge-*-Operator gilt: Fiir J C M
und |J| = q ist:

on=ajn

—1)ale—1)/2
xdz’ = Ldz‘] A (/\ dz, N dz,,) . (5)

veJ'

Fiir die Rechnung vgl. etwa [Ra], Lemma I11.3.3. Damit ergeben sich unmittelbar
folgende Eigenschaften des BMK-Kerns: B,,, = 0, B,, ist eine reell analytische
Doppeldifferentialform auf C" x C" \ {¢ = z}, vom Typ (n,n — ¢ — 1) in ¢ und
vom Typ (0,¢q) in z.

Sei D CC C" ein Gebiet mit glattem Rand 0D € C'. Fiir eine (0, ¢ + 1)-Form g
auf D bezeichnen wir mit BYg die (0, ¢)-Form gegeben durch

BLo(=) = [ 90 A Bun(é.2),
D
und fiir eine g-Form f auf bD mit BZD f die (0, ¢)-Form
BYf(2) = [ £(C) A Bu(c.2)
bD
vorausgesetzt, die Integrale existieren.
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Nun gilt:

Theorem 3.1.2. (Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel [Ko])
Sei D CC C" ein Gebiel mit C'-Rand und 0 < q¢ < n. Dann gilt fiir jede
Differentialform f € Cj (D) die Darstellung

f(2) =B f(2) = BJ(9f)(2) — 9:B,_, f(2), (6)
wobei B, f € C§ (D) ist.

Wir werden zeigen, dass (6) noch unter folgenden schwicheren Voraussetzungen
gilt:

f € Ly (D)nDom(d),
gf € L(l),q+1(D>7
f besitzt Randwerte f, € Lé(bD).

Die entsprechenden Definitionen finden sich in Abschnitt 3.4.

3.2 [P-Regularitit des BMK-Operators Bf

Wir bendtigen die folgende Verallgemeinerung der Youngschen Ungleichung fiir
Faltungs-Integrale. Dieses bekannte Resultat (vgl. etwa [Ra]) wird hdufig zur
Abschétzung von Integral-Operatoren verwendet:

Theorem 3.2.1. Es seien M < oo, s > 1 fest gewdhlt, (X, p) und (Y,v) Mafs-
raume und K eine p x v-messbare Funktion auf X XY mit:

/X | K (x,y)|°du(z) < M®  fir fast alley € Y (7)
/Y|K(x,y)|sdl/(y) < M?® fir fast alle v € X. (8)
Dann ist der v-fast tiberall definierte lineare Operator f — T f definiert durch
Tf) = | K@t
beschrinkt von LP(X) nach L™(Y) mit Norm < M fir alle 1 < p,r < oo mit

=—-+-—1 9)

1 1 1
r p s

wobei wir in (9) mit 1/oo = 0 rechnen.
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Beweis. Der Beweis beruht auf einer geschickten Anwendung der Hélder-Ungleichung
und den Sétzen von Fubini und Tonelli und kann bei [Ra] nachgelesen werden. Wir
verwenden dhnliche Methoden, um das allgemeinere Theorem 3.3.4 zu beweisen.
Theorem 3.2.1 folgt dann als Spezialfall aus Theorem 3.3.4 mit s = ¢ und

a = b = 0. Die Bedeutung der Konstanten M kann im Beweis zu Theorem 3.3.4
rekonstruiert werden. O

Mit Hilfe des Youngschen Lemmas kénnen wir nun die Regularitdt der BMK-
Operatoren untersuchen.

Lemma 3.2.2. Ser D CC C" ein beschrinktes Gebiet. Dann definiert BqD einen
beschrinkten linearen Operator

Lg,q+1(D> - Lg,q(D)

fur alle 1 < p,r < oo mit

1 1 2n-—1
->—+ -1,
rop 2n

also insbesondere fiir r = p.

Beweis. Nach Definition 3.1.1 ist der BMK-Kern B, (-, 2) € L*(D) fiir alle

1<s<
=SS o1

und || Byg(+, 2)||2s(p) ist gleichméBig beschrénkt in z.
Gleiches gilt in (, so dass Theorem 3.2.1 anwendbar ist fiir

1 1 2n-1
- > -+
rop 2n

-1

?

was die Behauptung zeigt. O

Analog wollen wir nun den Operator fiir das Randintegral BZD untersuchen. Hier-
fiir miissen wir etwas mehr Arbeit investieren, da

| Bng(+, 2)|| s o0

nicht unabhéngig von z beschrinkt ist, und wir somit Theorem 3.2.1 nicht an-
wenden koénnen.

38



3.3 LP-Regularitit des BMK-Randoperators BgD

Wir untersuchen im folgenden immer ein beschrinktes Gebiet D CC C" mit
differenzierbarem Rand bD € C' und bezeichnen fiir 2 € D mit

d(z) = dist(z,bD)
den Abstand von z zum Rand.
Um fiir den Integraloperator BZD eine analoge Aussage zum Youngschen Theorem

3.2.1 treffen zu konnen, schitzen wir das Randintegral zunéchst in Abhéngigkeit
von §(z) ab:

Lemma 3.3.1. Sei D CC C" mit differenzierbarem Rand bD € C'. Dann exi-

stieren Konstanten Cy, C7 > 0, die nur vom Gebiet D abhdngen, so dass

() ;:/b 45O b loga(2)

p [[¢—=[*
fiir alle z € D gilt.

Beweis. Da der Rand des Gebietes bD differenzierbar ist, kann er gerade gebogen
werden: Wir iiberdecken bD mit N Billen

Aj = Brj(zj) y Zj e bD s j = 1, ,N

so dass die inneren Balle
Bj = By ja(2)

noch ganz bD iiberdecken, wobei wir r; < 1 fiir j =1, ..., N annehmen kdénnen.
Weiterhin kénnen wir annehmen, dass Diffeomorphismen ¥, existieren mit:

Sy

) »(0) C C™,
) = Bi(0)cC,

U, (A;NbD) = By(0)N {x; =0},
) = Bi(0)n{z >0},

wobei wir den C" mit den Koordinaten z;, = xp+iyx, k = 1, ..., n versehen haben.
Fiir die (endlich vielen) ¥; existiert eine Konstante K > 1 mit

K < det JaC\Ilj_1||oo,B1(0) < K.

Fir ¢,z € Bj sei v : [0,1] — Bj, t — t( + (1 — t)z. Damit verbindet der Weg
U, o der Liange L(V, o) die Punkte ¥;(¢) und ¥;(2) und es folgt:

10;(C) = W;(2)[| < L(W;079) < /O 1(W5 09) (B)lldt < K¢ — z]].
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Sei
U.={z € D :dist(z,bD) < €}.

Dann existiert ¢y > 0 mit U, C Ujvzl B;.
Sei
Do:=D\U, und bD,:=bD\ A,

Es existieren Konstanten My, M; > 0 fiir j = 1,..., N mit

I(z) < M, fiir alle z € Dy,

d
/ % < M; fiir alle z € B;.
oo, 1€ — 2>~

Sei M = max;{ My, M,}. Fiir z € B, bleibt

I:(z2) = — <K
i2) /D ezt < /Blm)m{m:m € w, ()P

abzuschétzen. Hier kénnen wir U;(z) € {y13 = 22 = ... = 2z, = 0} annehmen,
wenn wir das Integrationsgebiet zu By(0) N {x; = 0} erweitern.

Wir setzen t;(z) := z1(¥;(z)) und notieren vereinfacht ¢;. Dabei verbindet der
Weg W;'([0,;]) der Lénge L < Kt; den Punkt z mit dem Rand bD, so dass

t;>08(2)/K >0

gilt. Mit Pythagoras und Integration in Polarkoordinaten folgt:

Li(z) < K2"/ &ZM
Ba()n{z=0} 1€ — Ll

Ba)nfa=oy (IEI17 4 15)n1/2

2
= K(2n —1)2""'wy, 4 / (
0

r2n=2dy

2 2\n—1 2 2
r2 Tl r? 1

2
d
< K™(2n — 1)22 g, / I
0 /r2 ¢
2
= K’ [log(r + 4/ + tjz)] < K'(log6 — logt;)
0
< K'(log6 —logd(z)/K)

= K'(log6 + log K — logd(z)),
wobei wsy,_; das Volumen der Einheitskugel in R?>"~! bezeichnet. Mit
Co=M+ K'(log6 +1log K) und C) =K'

ergibt sich die Behauptung. ]

40



Nun ist weiterhin die Funktion log d(z) in beliebigen Potenzen iiber D integrier-
bar, da D beschrankt ist:

Lemma 3.3.2. Se: D CcC C" mit differenzierbarem Rand bD € C'. Dann gilt:
Fiir festes k € Z, k > 0 ist

I ::/D|log(5(z)|de(z) < .

Beweis. Wir verwenden wieder das Verfahren aus dem Beweis von Lemma 3.3.1.
Diesmal wahlen wir fiir die B; Gebiete, so dass B; N D diffeomorph zum Einheits-
wiirfel

W :=A{0<z1,y1, e, T, Yo < 1}

in C" sind, wobei der Rand bD wieder auf {z; = 0} abgebildet wird.
Die Aussage folgt dann aus

1 1
/ |log 1 |"dV (2) = / | log o1 |*dx, = :I:/ log" t dt
W 0 0

1
= =+ [tlogkt];¢k’/ logh 't dt
0

= & [tloght — ktlog"lt + .. £ klt], = k! < oo

Es folgt:

Lemma 3.3.3. Sei D CcC C" mit differenzierbarem Rand bD € C'. Dann gilt:
Fiir festes s > 0 st

I = / |log 6(2)[7dV (z) < 0.
D
Bewers. Wir unterteilen D in zwei Integrationsgebiete:

Dy = {ze€ D:|logd(z)| <1},
D, = {ze€ D:|logé(z)| > 1}.

Der Beweis folgt direkt aus Lemma 3.3.2: Sei k eine ganze Zahl mit s < k. Fiir
|logd(z)| > 1 ist dann
[log d(2)[* < [log d(2)[",

also

I, = |log o(2)|°dV (z) + |log 0(2)|°dV ()

Do Dy

/D v (z) + /D log 6(2)[FdV(2)

IN
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Analog zu Theorem 3.2.1 gilt das Youngsche Theorem:

Theorem 3.3.4. Es seien 1 <t < s < oo und 1 < a,b < oo fest gewdhlt, (X, )
und (Y,v) Mafiraume mit 1(X) < oo und v(Y') < 0o, und K eine pu X v-messbare
Funktion auf X XY mat

[ 1K) duta) < glo) fir fost alley € Y. (10)

b

/ |K(x,y)|°dv(y) < h(z) fir fast alle x € X, (11)
Y

wobei g € L*(Y) und h € L¥(X) sei. Dann gilt:
1. Der v-fast tiberall definierte lineare Operator f +— T f gegeben durch

/Kwy )dp(x)

ist beschrankt von LP(X) nach L™(Y') fir alle 1 < p,r < oo mit

t
. falls t>1,
> t—1
P= { oo, falls =1, (12)
und
r < at.

II. Der Operator f +— Tf ist beschrinkt von LP(X) nach L'(Y) fir 1 <p < oo
mat

p>{ sbsfl , falls 1 < sb < o0,

1 , falls b= o0 (13)

II1. Gilt (13) und ist sb # t, so ist f — Tf beschrankt von LP(X) nach L"(Y)

fur alle 1 < r < oo mit
1 sb 1 1
- = -4+-=-1 14
r (sb—t> (p+t ) (14)

rgtcﬁ;t+1). (15)

Dabei vereinbaren wir folgende Konventionen:

In (14) rechnen wir mit 1/r =0 fir r = co.

Ist b = 00, so liest sich (14) als
1 1 1
—=—4-—-1.
r p i

und

Ist a = 00, so wird (15) zu
r < o0.
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Beweis. 1. Es sei p geméf (12) gewahlt und f € LP(X). Wir verwenden die
Holder-Ungleichung mit den Exponenten

Fiir p = 0o sei (p — 1)/p = 1. Dies liefert:

Tiw)| < /X K (2,91 f(2)] dpu(a)

< Wloco ([ 1K@ auto)
fir alle y € Y. Fiir t # 1 ist
t
>
P2
also auch
_b <t,
p—17—

und die Jensensche Ungleichung (vgl. [Alt], U 2.9) liefert im Fall ¢ # 1 unter
Beachtung der Voraussetzung p(X) < oo weiter:

p 1 p—1
t

< oo ( / 1K<x,y>rtdu<x>)”l
< | fllzrxrg (v)

fiir fast alle y € Y. Im Fall ¢ = 1 ist

und es gilt ebenfalls

T S N fleecog™ ()

fiir fast alle y € Y. Wegen g € L*(Y)) folgt:

ITfllzrvy S N flleeco gl

fir alle r mit 7/t < a, und das war zu zeigen.

Wir werden die Jensensche Ungleichung im weiteren ungenannt in dhnliche Ab-
schiatzungen einflieen lassen.
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II. Wir betrachten ab sofort (und im Rest des Beweises) die Situation p < oo,
wobei p die Bedingung (13) erfiille.

Sei f € LP(X) und weiterhin 1 < ¢ < oo mit

-+ —==1
q+sb

Wegen (13) ist dann ¢ < p und mit den Sdtzen von Fubini und Tonelli und der
Hoélder-Ungleichung gilt:

/Y TS()dv(y) < /Y /X K (2, )| (@) [dpu()do(y)
- /X £() /Y K (2, ) |dv (y)ds(z)
< /X (@) ()Y dp(x)

1Nl Lacx) { (le(Z(SB)l/s)sbdM(x))l/sb falls b < oo
HhHL""(X) , falls b = o0
= Bl 1l
< Bl ) ey
Damit ist die zweite Behauptung gezeigt, also f +— T f stetig von LP(X) nach
LY(Y) fiir p groff genug.

ITI. Sei nun weiterhin sb # ¢ und r so gewéhlt, dass (14) und (15) gelten.
Wir unterscheiden die drei Félle r = 0o, t <r <oound 1 <r <t

a) Sei zunéchst r = oo. Damit kann (15) nur fiir

a = 0o
gelten. Wegen (14) ist weiterhin
1 1
4o -1=0,
p

so dass mit der Holder-Ungleichung gilt:

ITfW)] < Nl KCy) e
< flleeexy 9(y) < 1 fllzeeollgllzoe vy

fiir fast alle y € Y, und das war zu zeigen.

44



b) Sei nun ¢t < r < oc.
Wir wahlen eine Konstante

| p(I—t/sb) = pszgt , falls b < oo,
*= { p | falls b = oo (16)
Damit gilt
a _p sb—t sb (1 1_1> 11y
rp p sb  sb—t\p t P
und
1 1
R (17)
p Tp t
Wegen t > 1 folgt auch:
a<r

Wir verwenden die Zerlegung
a\1l/r 1/t—1/r —a/r
Kf:<th)/ (Kt)/ / (fp)l/p /rp

und wollen die Holder-Ungleichung mit den drei Exponenten

1 1 1 1 «

— - —— -—— ) = 18

T+(t T)+(p Tp> 1)
anwenden, wobei wir (17) fiir die Summation in (18) beachten.

Dazu kldren wir zunéchst die Voraussetzungen. Wegen ¢ < s, (11) und (16) gilt
mit den Sétzen von Fubini und Tonelli:

[ [ ixearisorawain = [iror (K@l )
S [ @@t

([ i) i,

- ([ wpae) i

t/sb t/s
= AT Wl ey < oo

IN

Damit ist 1y
(KCy)'fe() " e L'(X)
fiir fast alle y € Y.
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Weiterhin gilt nach (10):

tr

K () V1) = (- y)t's € Lt (X)

fiir fast alle y € Y, und nach Voraussetzung an f ist

T TP
a

fra/e—alre) — P50 ¢ [75(X).

Nun liefert die Holder-Ungleichung mit den drei Exponenten aus (18):
[ reswravy)
v
o 1/r 1/t—1/r —a/r
- /y /X (K () 2 ()7 (K () 7 () P ()

< [ ([ meariseiae)

(/X|K(a:,y)|tdu(x))r/t_l </X|f(a:)|pdu(a:)>r/p_a/pd,/(y)

Mit (10) und dem Satz von Fubini, dessen Anwendung sich erst im Nachhinein
als berechtigt herausstellen wird, folgt weiter:

dnly)

= | lIze(x) /Y /X K (2, )L f ()| g (y)"" dpa()dv ()
= it [ 1@ [ 1K) drlp)duta).
Sei nun zunéchst s = ¢. Damit gilt nach Voraussetzung (15):

r <t oder a= oo.

Da wir gerade den Fall r > ¢ behandeln, ist fiir s = ¢ also a = co. Mit (11) folgt
dann weiter:

< Wl [ 15 ([ s alam ) duelol s,
S 1158 [ @I h)dato),

im Fall s =¢.
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Fiir t < s verwenden wir die Holder-Ungleichung mit den beiden Exponenten
s
s—t

c:f und d=
t

Es folgt:

/Y T4 ()" dv(y)

< Wl [ 1 ([ |K<x,y>|8du<y>)t/s (/ g<y><?-”ddu<y>)wdu<x>
< Wlista [ r@Fn ([ o —1>ddu<y>)l/ddu<x>

Nun ist nach (15) aber

G)e= () m=e

Also folgt weiter:

< Il / @) (@) du().

Wir fassen das bisher Erreichte zusammen:

In Fall IIL.b), also fiir ¢t < r < oo, ist

/Y Tr) dvly) < 17150 / @) () du(z).

Nun verwenden wir die Holder-Ungleichung mit den Exponenten

sb—t . t ]
sb sb
Unter Beachtung von
sb t bs
. = d - —=b
@ sb—t p s

sowie h € LP(X) gilt also:

/ TE) dvly) S IS, /X (@) h(2) dp(x)

1—t/sb
< Il ( / If(fv)l”du(fr))
A8 I I = 1T

und das war zu zeigen, wobei die letzte Betrachtung auch fiir b = oo und a = p
richtig bleibt.
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¢) Wir betrachten nun den Fall 1 < r < ¢. Hier wéhlen wir die Konstante

1 1
szr(—+——1).
r.p
Wegen r < ¢ und (14) ist

(Felo)=(2elo)za
rop t p

also auch
B> 0.
Weiterhin gilt
1
ézl%—r(——l) <1,
p D
also
B<p
und
6 =p genau fir p=1. (19)
Auflerdem ist
1 16 1
———=1-=->0
p pr r
und daher auch
6<r.

Hier verwenden wir die Zerlegung
r 1/r —B/pr
Kf= (K fﬁ) (fp)l/p B/p
und die Holder-Ungleichung mit den Exponenten

1+<1—ﬁ):1.
r p pr

Damit gilt unter Verwendung der Sétze von Fubini und Tonelli, sowie der Holder-
und der Jensenschen Ungleichung:

[rmsrat) = [| [ @ware)” ()7 dpa)| duiy)

< [ ([ meorrwram) ([ |f<x>rpdu<x>)r/p_ﬁ/pdu<y>

= A /X @) / K ()| dv(y)dps(z)
< 1Al /X F@) PR (@) du(z).
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Sei nun zunéchst 5 = p. Nach (19) gilt dann # = p = 1. Das ist nach (13) aber
nur im Fall b = co moglich. Es folgt also:

< IR IR o / (@) Pdp(a)
= ||f||Lp<X 181
Ist B < p, so verwenden wir die Hélder-Ungleichung mit den Exponenten

1 1 —
1.1 8. p=F_

Yy o0 p p
Nach der Definition von [ ist

1
L 1—§:1—1—t+7’:r—£:r<1——) (20)
0 p p p p
und wegen (13) gilt:
p > sb P (21)

=
sb—1 p—17—

Aus (20) und (21) ergibt sich:

PO S S I (N R
S p—1)r s p—1/ s S

Wir nehmen die Abschétzung an der Stelle

/Y!TfITdV(y) S ||f||2pf3x>/xIf(x)lﬁh”/s(x)du(x)

wieder auf. Nun liefert die Holder-Ungleichung mit den Exponenten + und 4

weiter:
1/6
< Wity ([ 176 dute) ) ([ )
B/p , 1/é
= Ul ([ r@rana) ([ |h<x>|du<x>)
5
= G LWy 10
S I e
und damit ist auch der Beweis von Teil III abgeschlossen. O
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Wir folgern die Regularitéit des Randoperators:

Lemma 3.3.5. Sei D CC C" ein beschranktes Gebiet mit differenzierbarem Rand
bD € C'. Dann definiert BZD einen beschrdnkten linearen Operator

LA(bD) — Lg (D)
fur alle 1 < p < o00.

Beweis. Wir wollen Theorem 3.3.4 auf den Operator B!” anwenden.
Esist also X =bD, Y = D und

|K(2,9)] = [Bng(2,y)] <

|z — gyt

mit einer Konstanten A > 0, die nur von D, ¢ und n abhéngt.

Es sei t = 1. Wegen Lemma 3.3.1 ist

[ 1K) duta) < G+ Cllog )] = o)
X
Nach Lemma 3.3.3 ist g € L*(Y) fiir alle 1 < a < 0.

Sei weiterhin s > 1 mit

l=t<s<
S on_1

fest gewahlt. Damit ist

) i= | | Gep)ldviy)
Y
unabhéngig von x gleichméBig beschriankt, also h € L>°(X).

Die Voraussetzungen von Theorem 3.3.4 sind also erfiillt fiir X = bD, Y = D,
T =B 1=1t<s he L*X), dass heiBt b = oo, und g € L*(Y) fiir alle
1 <a< oo

Damit liefert BZD also einen beschréinkten linearen Operator von LE(bD) nach
Ly (D) fiir alle 1 < p,r < 0o mit
1 1 1
r

1
=4+ - —-1==
p t D

Y

und das war zu zeigen. O]
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3.4 Randwerte von [P-Formen

Wir wollen die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel auf LP-Formen iibertragen.
Dies ist nur moglich fiir Formen mit schwachen 9-Ableitungen und Randwerten.
Als solche wollen wir nur integrierbare Formen zulassen und auf allgemeinere
Konzepte (wie z. B. Strome) verzichten. Daher setzen wir:

Definition 3.4.1. Fir ein Gebiet D cC C" und f € Lj (D) ist f € Dom(d),
falls eine Differentialform g € L%O o+1), 1oe(D) existiert mit

/f/\aso )q“/gAso

fir alle glatten (n,n—q—1)-Formen mit kompaktem Trager in D: ¢ € o (D).

(n,n—g—1),c
In diesem Fall heifit g die O-Ableitung von f und wir bezeichnen g mit Of .

Als LP-Randwert von f € L (D) N Dom(d) bezeichnen wir nun eine Differen-
tialform f, € LE(bD), fiir die folgende Stokessche Formel erfiillt ist:

Definition 3.4.2. Sei D CC C" ein Gebiet mit differenzierbarem Rand bD € C*.
Sei weiterhin f € L§ (D) mit Of € L ,.1(D).
Dann heift eine Differentialform f, € L2(bD) LP-Randwert von f, falls

/ fbm*«o):/Défmm—l)q/l)fmw (22)

fiir alle € C2,_,_1(D) gilt.
Dabei bezeichnet v : bD — C™ die Einbettungsabbildung.

Tatséchlich hidngt die rechte Seite in (22) nur von der Zuriickziehung ¢*(yp) von
@ auf bD ab und definiert daher einen Strom auf bD. Allgemein bezeichnet man
diesen Strom als Randwert von f, und f besitzt Randwerte in L, falls dieser
Strom durch eine Differentialform mit Koeffizienten in L” dargestellt werden kann.
Weiteres zu diesem Thema findet sich in [He2]. Randwerte nach Definition 3.4.2
sind nicht unbedingt eindeutig bestimmt (vgl. dazu Lemma 3.4.5).

Integralformeln, die auf dem Satz von Stokes beruhen, kénnen nun fiir solche For-
men gezeigt werden. So kénnten wir die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel
mit Hilfe von (22) neu herleiten. Diesen Weg wollen wir aber nicht einschlagen,
sondern direkt das Ergebnis verallgemeinern. Dazu bemerken wir:

Lemma 3.4.3. Sei D CC C" ein Gebiet mit differenzierbarem Rand bD € C!,
fe Ly, (D) undafeLOqH( ) fir1 <p < oo.
Dann existiert eine Folge von glatten Differentialformen f. € C("O

0,q),cpt<(cn) mit
kompaktem Trdger, so dass

fe — fin Lqu(D),
ofe — Of in Lqu_H(D)

fiir e — 0.
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Beweis. Der Beweis wird gefiithrt mit Hilfe von Approximation durch Faltung mit
einer geschickt gewéhlten Dirac-Folge und verlauft vollig analog zum Beweis von
Lemma A 6.7 aus [Alt]. Es sind lediglich die richtigen partiellen Ableitungen zu
betrachten. Wir fithren den Beweis in Theorem 3.4.4. O

Mit Hilfe dieser approximierenden Folge bringen wir die Definition von LP-Rand-
werten in eine dquivalente Form, die es uns ermoglicht, Integralformeln direkt zu
verallgemeinern:

Theorem 3.4.4. Sei D CC C" ein Gebiet mit differenzierbarem Rand bD € C!
und v : bD — C" die Einbettungsabbildunyg.

Sei weiterhin f € L§ (D) mit 0f € L§ (D) (fir 1 <p <oo)und 1 <r < occ.
Dann verfigt f dber L"-Randwerte f, € Ly(bD) gemdfS Definition 3.4.2 genau
dann, wenn die fir die Folge f. aus Lemma 3.4.3 folgendes gilt:

C(fohg) = oA (g) i L, (D)

fir alle ¢ € C° (D).

n,n—q—1
Beweis. Nehmen wir zunéichst an, die Folge ¢*(f. A ¢) konvergiere in L} ,(bD)
gegen f, A t*(p) fiir alle p € C2° (D).

n,n—q—1

Fiir die f. gilt nach dem Satz von Stokes:

| et = [ Brnor 1y [ fnde (23)

fiir alle p € C°°

g (D). Nun konvergieren

fe = f
afe — of

in L', da D beschrinkt ist. Wegen ¢, Op € L* folgt aus (23) mit der Holder-
Ungleichung und der Voraussetzung:

/bbe/\L /8ngo+ /f/\@go

fiir alle p € C° (D), das heifit f besitzt die Randwerte f, € Ly(bD) geméif

n,n—q—1

Definition 3.4.2.

Nehmen wir nun umgekehrt an, f besitze die Randwerte f, € L}(bD) gemaf
Definition 3.4.2, das heifit, es gelte

/fb/\b /(9f/\g0—|— /f/\ago

fiir alle ¢ € C°,__1(D).
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Ziel ist die Konstruktion einer Folge von Formen f. € Cg%(C") mit
fe — f in qu(D),
of. — 9f inlLl, (D),
C(feng) = fohe(p) in Ly, 4 (bD).

Unter Verwendung einer passend gewéhlten Zerlegung der Eins konnen wir uns
auf die folgenden beiden Fille beschréanken:

1.supp f CC D und f, =0.

2. supp f CC UND und supp f, CC UNbD, wobei es sich bei U um eine beliebig
kleine Umgebung eines Randpunktes p € bD handelt.

Sei néimlich {U;}/, eine offene Uberdeckung einer Umgebung von D, und {; o

eine dazugehédrige Zerlegung der Eins mit x; € Coy(U;) und
N
D xiz) =1
j=1

fiir alle Punkte 2 in einer Umgebung von D, so dass also auch
ngj(z) =0 fiirallez€ D

gilt. Konvergieren dann

I — x;f i Lg (DNUy),
af? Ox; A f+x;0f in LG 411 (D NU;),
F(PPAe) — GG AC(p) in L, (bDNU;)

fiir alle j =1, ..., N, so konvergiert auch

N

j=1

N_ .
:Zafg —

N
C(fene) = C(ne) = Y C0GAC(R) = fo A (@)

l

if =1
0x;

/\f+Zx]8f—O+0f

S
S

.
—_

in den passenden Funktionenrdumen.



1. Sei supp f CC D und f, = 0.
Wir kénnen f und 0f mit 0 nach ganz C" fortsetzen.

Wir konstruieren die Folge f. € Cg%(C") durch Faltung mit einer glatten Dirac-
Folge. Sei also §. € C2,(Bc(0)) eine Folge nichtnegativer (6. > 0) glatter Funk-

cpt
tionen mit kompaktem Tréger in B.(0) CC C™ und

fiir alle € > 0.
Fiir eine Differentialform ¢ definieren wir die Faltung

906:66*90

koeffizientenweise. Fiir
o= ¢ dzy N dz,

JK
sei also
Ye = Z e/ K dz; N dzk
JK
mit

S (2) = 6o 7K (2) = / o5 ()62 — ()dVen (O).

n

Mit . ist dann auch ¢, glatt.

Damit ist die Folge
fe = 56 * f € COO,?]((Cn>

und konvergiert nach den bekannten Eigenschaften der Faltung :
fe— f in Lqu(D).

Wegen supp f CC D CC C" existiert ¢ > 0 mit supp fe CC D fiir € < €. Ist
aber f/K ein Koeffizient mit supp f/% cC D, so gilt (formal):

0 JK _ JK 0 P
1) = [ PO g - aven

_ /C ) a% FE(0)8.(z = O)dVien (¢) = b, = (%f”) ().
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Also ist

Afe = (9f)e = b+ (3f)
fiir € < ¢y und es folgt B B
Ofe — 0f in Lg,qH(D).

Weiterhin ist ¢*(f.) = 0 fiir € < €y, und somit konvergiert natiirlich auch noch
v*(fe) gegen f, = 0in L;(bD), was die Behauptung impliziert.

2. U sei so klein gewahlt, dass nach einer biholomorphen Koordiantentransforma-
tion (Translation, Drehung, Streckung) folgende Situation angenommen werden
kann:

U = {z=(x1+ iy, ..., T + 1yp) : |x5],|y;] < 1fur j=1,....n},

U = {(z1,.,2n1,@p) 1|z < Tfirj=1,..,njy;| < 1farj=1,...,n—1}
und

3H € C'(U) |H| < 1/2, H(0)=0,
UND={zcU:y,>H(z,...,2n-1,2n) },
UNbD ={z€U:y,=H(z1, ..., Zn_1,%n) }

Weiterhin ist

supp f cC UN D,
supp f CC U NbD,

und es gilt

/bbem*(so)=/D§fAso+(—1)q/DfA5w (24)

fiir alle € C2°,_,_1(D).

Wir wollen nun f zunéchst durch eine geeignete Folge einmal differenzierbarer
Formen mit kompaktem Trager in C™ approximieren. Hier muss die Dirac-Folge,
mit der wir falten, sorgfiltig gewahlt werden. Dazu biegen wir noch den Rand bD
gerade. Das muss gesondert betrachtet werden, da eine solche Operation nicht

mehr biholomorph durchgefiihrt werden kann. Sei also
U:U—=C" 2z (21, 201, Ty Yn — H(21, ooy 201, T0))

und

fo = (TS



Es ist

supprC ¥(UND),
supp f, CC U(U NbD).

Da ¥ : U — ¥(U) diffeomorph ist, reicht es, f geeignet zu approximieren.

Da wir spéter die Identitét (24) einsetzen wollen, um eine Verbindung zwischen
D und bD herzustellen, bendtigen wir geeignete (n,n — ¢ — 1)-Formen auf U.
Diese Formen héngen von W bzw. H ab, wobei wir H mittels

H(x1, 91,y Tnyyn) = H(x1, 91, .., Tp)

auch als Funktion auf U auffassen.

Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir auch die Koordinaten

t = (tl,tg, ...,tgnfl,tgn) = (l’l,yl, ...,.Clln,yn).

Berechnen wir zunachst die Jacobi-Matrix von W:

B Idgan-—1 0
Jac U = (—VH 1).

Damit folgt fiir die Tangentialabbildung:

\I/*(i) = i_@_H 0 fir1 <j<2n-—1,
ot

B B
U, (—) = .
(o) = o

Fiir die Zuriickziehung ¥* folgt:

2n—1
0H
k=1

Sei g : ¥(U) — C eine noch festzulegende Funktion und g = g o . Dann ist
p = U (dml Ao ANdyp—1 A (dx, + ﬁdyn))

OH
= diL‘l VANPPRAN dyn_l A (dlﬂn + g( - %d$n + dyn))

H
= dry N...Ndy,_1 N ((1 — ga )dxn + gdyn> )

ox,,
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Sei g so gewahlt, dass p eine (n,n — 1)-Form ist, ndmlich

oH .
g:]'/ (827 _2)7

was wohldefiniert ist, da die Funktion H nur reelle Werte annimmt.
Wegen H € C*(U) sind g, g = g o U1 und p stetig.

Wir setzen noch

oH
C = (1= go—)da, + gdy,
p ( gaxn) Tn + gdy
= ¢*(dxn+§dyn) GC?,O(U)'

Es sei
R:={(x1,y1, s Tp,yn) € C" : y, = 0}

und ¢ die Einbettungsabbildung

tr: R={y, =0} — C".
Man beachte:

(Tlpp)"t'p = R(TT)"p
Ur (d:cl ANdyi A ... A (d:cn + ﬁdyn))
= (p(dey Ndyy A .o Ndxy,) .

Weiterhin gilt:
(T H*p) Ady, = (d;z:l ANdy; A ... A (dazn + ﬁdyn)) A dy, = dVen(2). (25)

Wenden wir uns nun der Konstruktion der richtigen Dirac-Folge zu. Diese Folge
muss auch an p angepaflt sein. Gleichzeitig ist aber noch das Problem zu iiber-
briicken, dass p lediglich stetig ist, und die Identitét (24) somit nicht direkt auf
p angewendet werden kann.

Daher approximieren wir p' durch glatte Formen. Sei x € Cg,
Abschneidefunktion mit

(U) eine glatte
x(z) =1 fiir alle z € supp f Usupp fp.
Dann ist die Faltung (6, wie in Teil 1)
pr = 6rx (xp') € CTp(C")

eine Folge glatter Formen, die gleichméfig, d.h. in der Supremumsnorm, gegen
xp' konvergiert (vgl. etwa [Koe|, Approximationssatz 8.1.1T). Wir setzen:

Pr i =dxy A ... Ndy,_1 NP
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Es sei
C, = 2l > 0.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge kann
17 loe < C, (26)

fiir alle 7 > 0 angenommen werden.

Sei weiterhin N

hy :R—R
eine Folge nichtpositiver glatter Funktionen mit ﬁn(t) = 0 fiir ¢t > —1/5n und
h,(t) = —1 fiir t < —2/5n. Setze

Bi(2) = hyyn)  und Ty (2) = hy(—2) = hip(—1n)-

Wir wollen nun die verschiedenen Folgen aufeinander abstimmen. Fiir eine be-
liebige Differentialform w bezeichnen wir im folgenden mit |w| die Summe der
Betriage der Koeffizienten.

Fiir festes € > 0 ist dann

1 o
— (14w (hy) 1]
eine Folge (in n) von L!'-Funktionen, die punktweise gegen 0 konvergiert und

et f] als integrierbare Majorante besitzt. Nach dem Satz von Lebesgue iiber
dominierte Konvergenz gilt also

Lmyzlé(ummmﬁuu%wao

€

fiir n — 0. Wahle 7(e), so dass I.(n) < € fiir alle n < n(e), und setze
he(z) == En(e)(z) = %n(e)(yn) ’ HE<Z) = he(=2) ,
wobei wir noch 7(e) < e annehmen kénnen. Damit gilt also:
1 .
S v ) Ifaves < (27)
D

fiir alle € > 0. Wir benotigen diese Eigenschaft am Ende dieses Beweises.

Jetzt wihlen wir noch aus p/ die richtige Teilfolge. Wihle 7(€) < ¢, so dass
X' = Prollse < € und [ldhelloollxe’ = Brio lloo < €. (28)
Wir setzen pl := ﬁT(E) und pe 1= pr(e). (26) liefert:
1Pl < Cp (29)

fiir alle € > 0.
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Sei noch
SR SR, (21,91, ., X)) K

eine Folge nichtnegativer glatter Funktionen mit supp 6. CC B.(0) C R?*"~! und

/ X1, Y1, ooy Tp)dxy Ndyy A ..o Ndxy, = 1.
R2TL*1

Jetzt ist

A, C" — R,
Oh,
OYn

(Yn)

z = 01, Y1, )

die gesuchte Dirac-Folge, denn es ist A, > 0,
supp A, CC B.(0) c C"

he
/ Aedv(cn :/ 5édVR2n—l/ 0 dynz
n R2n—1 R OYn

Sei also fmit 0 nach ganz C" fortgesetzt und

]’E;:Ae*f

und

Dann konvergiert L
fe— [ in L (C")

nach den bekannten Eigenschaften der Faltung.

Fir w € {y, > 0} ist supp(f(-)Ac(w—"-)) CC {y, > 0} (man beachte den Tréger
von Oh./dy,), und mit partieller Integration folgt (wie in Teil 1):

dfe(w) = dc * (9f)(w).
Damit gilt _ B
fe—0f i Lf 1 ({ya > 0}).
Es bleibt _ B
r(fe A) = fu Nig(p) i Ly, 1 ({yn = 0})
fiir alle ¢ mit ¥*p € C>

n,n—qg—1

(D) zu zeigen.
Sei dazu f, mit 0 nach ganz R = {yn, = 0} fortgesetzt. Wir betrachten:

1o A ti(@) = (fe Ay < o A () = L% (Fo A ti(0)) la )
+ 1005 (fos A () — r(fe Ao)lim):-

Da es sich bei 9! x (ﬁ,/\ t5(p)) um Faltung mit einer Dirac-Folge in R*"~! handelt,
konvergiert B _

fo A eR(0) = 8% (fo A (@) llLrmy — 0
fiir e — 0. Untersuchen wir also noch den zweiten Summanden.
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Da wir (nur) die Konvergenz

C(feNw) = fy AC(p)  in Ly, (bD) (30)
fiir alle p € C°

n,n7q71<5> zu zeigen haben, sind nicht alle Koeffizienten der For-
men f, bzw. f. relevant. Das soll im folgenden spezifiziert werden.

Es ist
7(2) = H(21, ) Zn-1,Tp) — Y in C(U)

eine definierende Randfunktion fiir D in U, also
r(z) =0 fiir ze€bD,
r(z) <0 fir ze€D,
r(z) >0 fir zeU\D.

Wegen
or 1 /0H .
a—zndzn = 5 (a—xn—i-i) dzn;é()
sind
{dz1,...,dzy_1,0r}
bzw.

{dz1, ...,dz,—1,0r}
Basen fiir die (1,0)-Formen bzw. (0, 1)-Formen in U.

Es kann also

fo = fi+0r NS,
fo = ff+ornf

angenommen werden, wobei f; und die f/ nicht Or (und damit auch nicht dz,)

enthalten. Wegen ¢ € C75,_, 4 (D) muss ¢ andererseits auf jeden Fall Or enhalten:

e=0rNyg.
Wegen *(0r) = —1*(0r) (was aus ¢*(dr) = 0 folgt) ergibt sich:

C(feng) = SN+ @) NS ACOr) A ()
= C(fINe) = SO NE(F) N0 () = C(fLA )

und analog
fo N (@) = fy A (),
Um (30) zu zeigen, reicht es also, die Konvergenz der Koeffizienten von f; bzw.

f! zu untersuchen. Das ist im iibrigen auch der Grund, wieso Randwerte nach
Definition 3.4.2 nicht unbedingt eindeutig bestimmt sind.
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Es sei also

o= > flat,.
Wegen (U~ 1)*dt; = dt; fiir j € {1,...,2n — 1} ist damit
o= Y Howldat, = > fld.
Jc{1,...2n—2} JC{1,....2n—2}
Wir verwenden noch die Koordinaten ' = (¢4, ts, ..., t2,—1) = (21, Y1, ..., T,) und

s = (81, 82n-1,0), " = (51, ..., Son_1).

Es sei J C {1,...,2n — 2} fest gewéhlt und J' das (geordnete) Komplement in
{1,...,2n — 2}. Um die nachfolgende Notation (bzgl. der Vorzeichen) einfach zu

halten, nehmen wir
{1 """ 2TL—2} —
€1y =1

an (vgl. Definition 3.1.1), so dass
dt] AN dt]/ = dtl AN dth,Q

gilt. Es reicht

O o) — (p(f)) = &% f —u(f))
8w f — Uy(Acx f7) — 0

in L'(R) fiir € — 0 zu zeigen.

Unter Verwendung von
LE (dtl VANPURIAN dtgn_l) == <\Il|b_D1)*L*,O

und
p= dty A ... Adtoy_o N p/ S CO

n,n—1

)

betrachten wir dazu:

oL fi(s) = /Rﬁ;’@’)az(s/ =) (dty A oo At )
= [ Wi (Bss - )0l 0)
bD
= | K@i —t)p
bD
- / [l @)dty N s (s —)dty A )
bD
= / fo NCE(8U(s" = 8)dty A p'),
bD

wobei stets iiber ¢’ integriert wird.
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Hier wére jetzt der Punkt erreicht, an dem wir die Identitdt (24) einsetzen wol-
len, was aber leider noch nicht moglich ist, da p’ nicht glatt ist. Diesem Problem
begegnen wir, indem wir p bzw. p’ durch (die bereits definierten) p. bzw. p. ap-
proximieren.

Dabei kann fiir ¢/ (als Dirac-Folge in R?"~1)

167l
195

672n+1’

—2n

<
< €

angenommen werden. Wegen

supp fp CC {z: x(2) =1}

kann p’ durch xp’ ersetzt werden, und unter Verwendung von (28) folgt:

& f (s / fo A (OL(s" = t)dty A pl) (31)
< ol llxe” — pellooll foll L1 py (32)
< €2 follrepy = €l follrop) (33)

fiir alle s’ € R.

Wir fassen ¢ mittels 0.(s —t) = d.(s’ — t') ab sofort auch als Funktion iiber C"
auf, und verwenden nun die Identitét (24) mit ¢ = 6.(s — -)dt;» A pL. Das liefert:

/bD fo AN (0L(s" = E)dty A pl) = / Of(t) A (8L(s — t)dty N pl) (34)
£ (207 [ 50 ADEs = 1t A ). (35)
wobei iiber ¢ integriert wird.
Damit sind die vorbereitenden Uberlegungen zu &' * ﬁj(s’ ) abgeschlossen. Da wir
ok = (B ) -

in L'(R) fiir ¢ — 0 zeigen wollen, betrachten wir andererseits noch:

Vo Acx f() = Acx f1() = | FI(1)0(s — 1) gthﬁ (0 — to,)dVien (2),
cn 2n

wobei man s = (s',0) beachte.
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Unter Verwendung von (25) und der Tatsache, dass es sich bei p um eine (n, n—1)-
Form handelt, folgt weiter:

Ax P = [ PO =05 (V) ) Adea,

= — | F)o(s— t)gthe (—tan)dton A ((T71)p)
Ccn 2n

- [ Fone-ng Zn< Jdtsn A (371)"p)

- /. FI)8 (s — t)dhe A (I71)p)

= [ v (Pwses—odin (v7)0)

= [ P (@) A

= /fJ )oL(s — ) (AU he) Adty Adty A g

= /fJ )8l (s — t) (O h) Adty Ndty A p'

_ (<1y / P (t)dty A @) A (8(s — )ty A o)
_ / (8 A @) A (8(s — Bty A )

Hier wollen wir nun partielle Integration anwenden. Da p’ nicht differenzierbar
ist, muss wieder zunéchst durch p. approximiert werden. Nach (28) gilt:

1@V i) A (x' = ) lloe < Colldhellollxe’ = pLlloo < €

Damit erhalten wir:

’A « f7(s' / F&) A (U he) A (SL(s —t)dty Apl)|  (36)
< H52Hoo||((9‘lf he) (o’ = p)llso I Il 2 () (37)
< Coe || fllop) = eColl flloio) (38)
fiir alle s’ € R. Partielle Integration liefert:
/ &) A (U he) A (0L(s — t)dty A pl) (39)
—/ Af () A (TR A (8(s — t)dty A pl) (40)
/ f(t) /\ 8(5'(3 —t)dty N p. ) (41)

da supp(¥*h.)f cCc DNU.
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Zusammengefasst liefern (31)-(41):

O [ (s) = Acx f()
el follr oy + €Cull fll o)
+ / Of(t) A (8.(s — t)dty A pl) / Af () A (R A (8(s — t)dty A pl)

IN

/f t)NO(OL(s — t)dty A pl) + /f he) NO(0L(s — t)dty A pl)
< ellfillerwpy + €Coull fllr
+ /D (14 U*h(t)) |5f(t)||52(8 — )|l pLllccdVen (t)

[ PR OIS — Ve 1)

Es ist _ _
1605 f) — Acs [ || pamy — 0

fiir € — 0 zu zeigen. Dabei reicht es, iiber ' CC R zu integrieren. Zunéchst ist

natiirlich

/ (€||fb||L1(bD) —l— EO\I/HfHLl(D))dVR?"*l (S,) — 0
R/

fiir e — 0. Betrachten wir (unter Verwendung von (29)) also:
0o = [ [ 0 W RO)FOIs Dl Ve Ve ()

= [ (ot Ol () (14 W) BV 0
D <(0)

</ ( / 6-2”+1dvR2n-1<s'>) (14 0B () B (1) | Ve (1
D \JB(0)

~ [ W W) B Ve 1)

< c / (1 + R () [3F (1) |dVen ().

D

Jetzt folgt I1(€) — 0 fiir ¢ — 0 nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz von
Lebesgue, denn die Folge von L!-Funktionen

(1+P*h,) |Of|

konvergiert punktweise gegen 0 und besitzt ’5 f ‘ als integrierbare Majorante.
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Zuletzt betrachten wir noch:
O = [ [ QW RO)O108 Ol Ve (Ve ()
- / ( / |562<s—t>|dszn1<s'>) (14 T he(0) O lodVer ()
D \JB(0)

IN

/, (/ 0 E_zndvﬂ”““')) (L+ 0 (0) (1) 1o |oedVer ()

~ /D 1 (1 W (1) | (1)1l sedVen (1)

< Gy [ (V@)Y o)

€

Mit (27) liefert das aber:
Ie) SCe—0

fiir e — 0.

Damit ist also gezeigt, dass fvbzw. ﬁ durch die Folge

J?; € OE}:iq),cpt(\Ij(U»

wie gewiinscht approximiert werden. Somit werden f bzw. f, durch die Folge
f€ = \Ij*fe S C1(10,q),cpt<(])

wie gewiinscht approximiert. Da die f, = \If*ﬁ wiederum gleichméfig durch glatte
Funktionen approximiert werden konnen, ist die Behauptung gezeigt. O

Lemma 3.4.5. Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.4.4 sei r € C1(C")
eine definierende Randfunktion von D. Dann verfigt f tiber L"-Randwerte f, €
Ly(bD) gemdfs Definition 5.4.2 genau dann, wenn

C(feNOr) — fy NF(Or)  in Ly, (bD).
Ist f eine Funktion (q =0), so ist dies dquivalent zu
C(f) — fy in LY(bD).

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist bereits im Beweis von Theorem 3.4.4
gefithrt worden, da fiir die Konvergenz der Folge nur diejenigen Anteile von f;,
bzw. *(f.) relevant sind, die nicht ¢*(0r) = —¢*(0r) enthalten. Das zeigt auch,
dass es im Falle ¢ = 0 iiberfliissig ist, mit Ac*(Or) zu testen. O
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Theorem 3.4.4 ermdglicht uns folgende Beobachtung: Ist D c C", f € L. (D)

loc

und df € L},.(D), so gilt mit dem Satz von Fubini: f besitzt Randwerte in L' (bG)
fiir “fast alle” Gebiete G CC D mit differenzierbarem Rand. Solche Randwerte
héingen nur von der Aquivalenzklasse von f in L}, (D) ab und miissen natiirlich
keineswegs mit f|,p tibereinstimmen.

Genauer verwenden wir spéter:

Lemma 3.4.6. Sei Bg(0) CC C" die Kugel vom Radius R > 0 in C".
Sei weiterhin f € L'(Bgr(0)) mit 9f € Ly, (Bgr(0)).
Dann besitzt f Randwerte in L'(bB,(0)) fir fast alle 0 <r < R.

Beweis. Sei f. die Folge aus Lemma 3.4.3, das heifit, es gelte
fo — f in L'(Bg(0)).

Es sei

I(r) = /bBT(O) |fe — f1dS,

falls das Integral existiert, ansonsten sei I.(r) = 0. Dann gilt nach dem Satz von
Fubini:

R
I fe = fllLrBrio)) = / I.(r)dr — 0 fiir e — 0.
0

Damit konvergiert I, — 0 in L'((0, R)), also punktweise fast iiberall, wenn wir
zu einer Teilfolge iibergehen.
Somit konvergiert

fe|bBr(0) - f|bBT(0) in Ll(bBr(O))

fiir fast alle 0 < r < R und nach Theorem 3.4.4 besitzt f Randwerte in L! fiir
solche r. Dabei spielt es keine Rolle, dass wir zu einer Teilfolge {ibergegangen
sind. ]

Mit ein wenig Vorsicht bei der Notation iibertrégt sich Lemma 3.4.6 wortlich auf
Differentialformen.
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3.5 Die BMK-Formel fiir LP-Formen
Sei nun D CC C™ mit differenzierbarem Rand 0D € C*, 1 < r,p < oo,
f € Lg (D)
mit _
af € L6,q+1(‘D>7

und f besitze Randwerte
fo € LL(bD).

Dann liefert Lemma 3.4.3 eine Folge f. € C§%(D) mit
fe— fin Ly (D)
und
df. — 0f in L§ .., (D).
Weiterhin gilt nach Theorem 3.4.4 auch
felop AU () = (fe Np) = fo A () in Ly, (bD) (42)
fiir alle p € C°

n,n—q—1(5)7 wobei mit ¢ : bD — C" die Einbettungsabbildung be-
zeichnet sei. In den folgenden Integralen werden wir statt f.|,p auch einfach f.
notieren.

Nun folgt nach der BMK-Formel, Theorem 3.1.2:
fe(2) = By fe(2) = BJ (9fe)(2) = 0:ByL, fe(2)
fiir alle z € D, und wir stellen um zu:
ngg)—lfﬁ(Z) = BZDf6<Z) - BqD(gfe)(Z) — fe(2). (43)
Nun sind aber nach Lemma 3.2.2 und Lemma 3.3.5 die Abbildungen
B Li(bD) — L (D)
BY: L, (D) — Li,(D)
stetig, so dass die rechte Seite in Gleichung (43) in Lg (D) gegen eine Form
G =B, ~BY@f) —f €L}, (D) (44

konvergiert. Da es sich bei dem Bochner-Martinelli-Koppelman-Kern B,,,(, 2)
um eine (n, n—g—1)-Form in ¢ handelt, ist durch (42) die passende Voraussetzung
gegeben. Wegen

Bqule - Bqulf in Lé,qfl(DL
9.Bfe — Gin Lj (D)

ist G = @Bqul f die 9-Ableitung im Distributionssinne nach Definition 3.4.1.
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Weiterhin stellen wir wieder mit Lemma 3.2.2 und Lemma 3.3.5
B"f, e L (D),
B(0f) € L, D)

fest. Damit liegt die rechte Seite von (44), also G, in Lg (D) N Lg (D).

Wir fassen zusammen:

Theorem 3.5.1. Sei D CC C" ein Gebiet mit C'-Rand und 0 < ¢ < n.
Seien weiterhin 1 < r,p < oo und f € L§ (D) mit 0f € Ly, (D) und Rand-
werten f, € LF(bD). Dann sind

BYf, € L, (D),
BP@f) € Ly, (D),
D f € Lo, (D)N Dom(9),
DRE.S € Li,(D)NI,(D),
und es gilt
f(2) = By fy2) = B (9)(2) — 0.B;. 1 f(2) (45)

fiir fast alle z € D.

3.6 Vergleich mit Homotopieformeln

Unter Verwendung allgemeiner Homotopieformeln kann auf die Integration iiber
den Rand bD verzichtet werden. Wir zitieren dazu aus [LiMi]:

Sei D cC C" streng pseudokonvex mit differenzierbarem Rand bD € C*. Das
heifit, wir setzen folgendes voraus:

Es existiert eine Umgebung U des Randes, bD C U, und eine streng plurisubhar-
monische Funktion r € C*(U) mit DNU = {z € U : r(z) < 0} und

dr(z) # 0 fiir alle z € bD.
Dann existieren lineare Integraloperatoren

P,: Ib,(D)— C35(D),
T, L(1)q+1( )_>L1 (D),
Sq1: Loy (D) — Ly, (D)

mit folgenden Eigenschaften ([LiMi|, Proposition 4.24 und Theorem 4.25):
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Theorem 3.6.1. Die Operatoren P,, T, und S,_; sind stetige lineare Abbildun-
gen zwischen folgenden Rdumen:

Py: LP(D)— LP(D) firl < p < oo,
P,: Ly, (D)— Cyo(D) firq>1,

1 1 1
firl<p<oo,—>-— ;
r p 2n+42

Ty:  Liga (D) = L (D)
Sg-1: Log(D) = Loy (D)

(46)

wobei C=(D) mit der Topologie der kompakten Konvergenz versehen ist.

Ist f in C*, so T, f, Sy_1f ebenfalls. Pof und 0P, f sind glatt fiir alle f € L*(D).
Nun gilt ([LiMi], Theorem 4.227):

Theorem 3.6.2. (Homotopieformel)
Ist f € L, (D) und Of € L, (D), so gilt

f=P,f+T,0f +09S, 1f.

Liegen f und Of in LP fir 1 < p < 0o, so gilt dies auch fiir alle Summanden der
rechten Seite.

In diesen Homotopieformeln verschwindet die Integration iiber den Rand, so dass
die Probleme mit dem Randintegral vermieden werden. Dafiir verlieren die Ab-
bildungen aber an Regularitét:

Der BMK-Operator Bf ist nach Lemma 3.2.2 eine stetige Abbildung

1 1 1
BqDILpﬁLTfﬁI';>2—)—%, (47)

also von hoherer Regularitét als T, und S,_;, die nach (46) lediglich als Abbil-

dungen
1 1 1
T,, S, 1:LP — L" fir - > - —
@t - o p  2n+2

stetig sind.

In unseren Betrachtungen am Ende von Abschnitt 4.3 wird fiir p =1
1 1

1— —
r 2n

als Grenzfall auftreten, was nur in Verbindung mit (47) tatséchlich als Grenzfall
erkannt wird.
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4 Fortsetzungssitze fiir die J-Gleichung

Ist eine Funktion f lokal integrierbar und O-geschlossen im Distributionssinne,
so folgt aus der BMK-Formel fiir LP-Funktionen sofort, dass f unendlich oft
differenzierbar ist (Theorem 4.1.1). Wir verwenden diese Regularititsaussage,
um die Riemannschen Hebbarkeitssétze in der folgenden Form zu beweisen:

Theorem 4.2.4 (Riemannsche Hebbarkeitssétze).
Ser D C C" offen, A C D eine nirgends dichte analytische Teilmenge der Kodi-
mension k :=n —dim A und f € L} (D) fir einp > 1 mit

loc
Of =0 auf D\ A.
im Distributionssinne. Dann gilt
Of =0 auf D,
falls p > 2 oder k > 1 ist, und in diesem Fall folgt f € O(D).

Interpretiert man diese Aussage als Fortsetzungssatz fiir die Cauchy-Riemannsche
Differentialgleichung 0 f = 0, so motiviert das folgende Frage:

Problem 4.2.5. Sei D C C" offen, A C D eine nirgends dichte analytische
Teilmenge der Kodimension k :=n —dim A in D. Fir p,r > 1 seien weiterhin
fe L](Jﬂ,q),loc(D)’ g€ LZO,q—H),loc(D) und es gelte

Of =g auf D\ A
wm Distributionssinne. Unter welchen Voraussetzungen an p, r und k qult
Of =g auf D (48)

im Distributionssinne?

Mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden zeigen wir, dass (48) unter der Vor-

aussetzung
2k

2k —1

gilt (0-Fortsetzungssatz 4.3.3). Kombiniert man diese Aussage fiir Kodimension
k = 1 mit der Regularitdtsaussage Theorem 4.1.1, so erhélt man den ersten Rie-
mannschen Hebbarkeitssatz (Theorem 4.2.4 fiir p > 2). Der zweite Riemannsche
Hebbarkeitssatz (Theorem 4.2.4 fiir k > 1) beruht auf dem Maximumprinzip fiir
holomorphe Funktionen und ist durch das rein funktionalanalytische Verfahren
im Beweis von Satz 4.3.3 nicht direkt zugénglich.

p > und r >1

Zuletzt untersuchen wir noch, wie grofl der Beitrag von Satz 4.3.3 zu Problem
4.2.5 ist: Wir begriinden die Vermutung, dass sich die Voraussetzung p > -2~ in

2%—1
Satz 4.3.3 im Allgemeinen nicht abschwéchen lésst.
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4.1 Regularitit holomorpher LP-Funktionen

Ist eine Funktion f lokal integrierbar und O-geschlossen im Distributionssinne,
so folgt aus der BMK-Formel fiir LP-Funktionen sofort, dass f unendlich oft
differenzierbar ist:

Theorem 4.1.1. Sei U C C" offen, f € L}, .(U) N Dom(d) mit df = 0.
Dann ist f unendlich oft differenzierbar, also holomorph im klassischen Sinne.

Beweis. Sei p € U. Dann existiert € > 0 mit f € L'(B.(p)), B.(p) CC U.

Nach Lemma 3.4.6 existiert § < €, so dass f Randwerte f, € L'(bBs(p)) gemiB
Definition 3.4.2 besitzt.

Damit sind die Voraussetzungen der BMK-Formel fiir LP-Formen (Theorem 3.5.1)
mit D := Bs(p) erfiillt, und fiir fast alle z € D gilt:

f(2) = Bg" fu(2) / fo(C) A Buo(C, 2), (49)

wobei wir auch B,, _; = 0 eingesetzt haben.

Nun ist die rechte Seite in (49) aber unendlich oft in z differenzierbar, da die
Singularitdt von B, im Inneren von D liegt. Damit ist auch f € C*°(D), wenn
wir fiir f den richtigen Reprasentanten wéhlen. m

Der Schliissel zu dieser Erkenntnis ist — genau wie im Fall n = 1 — die Integral-
formel (49), die auch Kern vieler weiterer Anwendungen, wie etwa des Fortset-
zungssatzes von Hartogs, ist.

Handelt es sich bei f um eine lokal integrierbare (0, g)-Form, so ist das Verschwin-
den der 0-Ableitung nicht hinreichend, um Differenzierbarkeit zu gewéhrleisten.
In diesem Fall benotigen wir O f = 0, wobei mit O der komplexe Laplace-Operator

0=080+080
gemeint ist.

Analog zur BMK-Formel gilt namlich (vgl. [Ra], Theorem IV.1.7):

Theorem 4.1.2. Sei D CC C" ein Gebiet mit C'-Rand und 0 < ¢ < n. Dann
gilt fiir jede Differentialform f € C§ (D) die Darstellung

f(Z)=/DDf(<)AF €.2) /fA*(?F (¢.2) /a* (€2) A F(O).

Theorem 4.1.2 kann analog zu Theorem 3.5.1 ebenfalls fiir LP-Formen gezeigt
werden.

71



Fiir f € Lj (D) mit Of =0 und Randwerten f|, € Lg ,(bD) gilt dann

- / Jo A * TG, 2) + / FTC.2) A f(0)
bD bD

fir fast alle z € D und man kann schlief3en:

Satz 4.1.3. Set U C C" offen, f € L%()’q)’loc(U) N Dom(0O) mit Of = 0 im
Distributionssinne. Dann ist f € Cg%(U) unendlich oft differenzierbar.

4.2 Die Riemannschen Hebbarkeitssitze fiir L2-Funktionen

Zunéchst benodtigen wir den Riemannschen Hebbarkeitssatz in der komplexen
Ebene fiir d-geschlossene L*-Funktionen. Es sei A = {z € C : |z| < 1} die
Einheitsscheibe in C. Fiir 0 <r < R < oo sel K(r,R) ={z € C:r < |z| < R}.

Theorem 4.2.1. Sei f € L2 (A) und es gelte Of = 0 im Distributionssinne auf
der punktierten Scheibe K(0,1). Dann ist f holomorph auf ganz A.

Beweis. Nach dem Regularitétssatz Theorem 4.1.1 ist f € O(K(0,1)). Sei

oo

flz) = Z apz®

k=—o00
die Laurent-Entwicklung. Dann gilt fiir 0 < r < R < 1 (vgl. [FiLi], Satz VIL.2.5):

R2k+2 7.2k+2

1A 12 ey <Z jar|* ————— P a1 |*(log R* —logf‘g)) :

k#—1

Dies ergibt sich mit leichten Rechnungen aus der Tatsache, dass {2*}%°___ or-
thogonale Basis im Hilbertraum O N L*(K (r, R)) ist. Mit r — 0 folgt a = 0 fiir
k <0, denn es ist || f|lr2(x(r)) < Ifll22(x00,7) < 00 O

Mit Theorem 4.2.1 gilt nun auch der Riemannsche Fortsetzungssatz in C":

Theorem 4.2.2. (1. Riemannscher Fortsetzungssatz)

Sei D C C" offen, A C D eine nirgends dichte analytische Teilmenge.

Sei weiterhin f € L2 (D) und es gelte 0f = 0 im Distributionssinne auf D \ A.
Dann ist f holomorph auf ganz D.

Beweis. Nach dem Regularititssatz Theorem 4.1.1 ist f € O(D \ A). Nun iiber-
tragt sich der gewohnte Beweis fiir lokal beschrankte Funktionen

feOD\A)N Lig.(D),
wie er sich etwa in [GrRe] findet (Theorem 7.1.1), wortlich auf den Fall
f € O(D\ A)N Li, (D).
Die Situation in C" wird ndmlich auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt,

und wir verfiigen mit Theorem 4.2.1 iiber die addquate Aussage. O
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Weiterhin gilt:

Theorem 4.2.3. (2. Riemannscher Fortsetzungssatz)

Ser D C C" offen, A C D eine analytische Teilmenge der Dimension

dim A < n — 2. Sei weiterhin f € L}, (D \ A) und es gelte 0f = 0 im Distributi-
onssinne auf D\ A. Dann besitzt f eine holomorphe Fortsetzung auf D.

Beweis. Wieder ist f € O(D \ A) nach dem Regularititssatz Theorem 4.1.1, und
der klassische 2. Riemannsche Fortsetzungssatz (Theorem 7.1.2 in [GrRe]) liefert
das Ergebnis. O]

Wir formulieren die Riemannschen Fortsetzungssétze in leicht modifizierter Form:

Theorem 4.2.4. Sei D C C" offen, A C D eine nirgends dichte analytische
Teilmenge der Kodimension k :=n —dim A und f € L} (D) fir ein p > 1 mit

df =0 auf D\ A.

Dann gilt _
of =0 auf D,

falls p > 2 oder k > 1 ist.

Interpretiert man diese Aussage als Fortsetzungssatz fiir die Cauchy-Riemannsche
Differentialgleichung 0 f = 0, so motiviert das folgende Frage:

Problem 4.2.5. Sei D C C" offen, A C D eine nirgends dichte analytische
Teilmenge der Kodimension k :=n —dim A in D. Fir p,r > 1 seien weiterhin
f € Lo gy ioe(D)s 9 € Lig g1 100(D) und es gelte

Of =g auf D\ A
im Distributionssinne. Unter welchen Voraussetzungen an p, v und k gilt

Of =g auf D (50)
im Distributionssinne?

Mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden werden wir nun zeigen, dass (50) fiir

2k
p >

>
_2k_1undr_1

gilt (O-Fortsetzungssatz 4.3.3).
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4.3 Ein Fortsetzungssatz fiir die 0-Gleichung

Wir zeigen den Fortsetzungssatz zunéchst in der kartesischen Situation:

Lemma 4.3.1. Fiir k > 0 sei
M:={z=(,2)eC' xCFt=C":2" =0}
und V. CC C" offen, relativ kompakt.
Seien weiterhin f € L(ﬁfl (V) und g € Lj 4, (V) mat
f =g

auf V'\ M _im Distributionssinne.
Dann gilt Of = g im Distributionssinne auf ganz V.

Beweis. Fiir r > 0 sei
U(r) :={z e C": dist(z, M) = ||2"|| < r}.

Wir withlen eine glatte Abschneidefunktion x € C2°(R) mit |x| < 1, x(t) = 1 fiir

[t] < 1/2, x(t) =0 fur |¢| > 2/3 und |x'| < 4.

Sei nun

dist(z, M)
r )

Damit ist x, = 1 auf U(r/2) und der Trager von x, liegt in U(3r/4).

X ist differenzierbar und es gilt

xr(2) == x(

Vx| < IX[-= <

S|
Sk

Da V relativ kompakt ist, existiert R > 0 mit V' C Bg(0) und es folgt:

/ IV lFdvVe. < 47 / Ve
\% VnU(r)

< 4P(2R)*yP / dVx
{a"€Ck:|la||<r}

= C(R,1,p) -r**>

Zu zeigen ist

/VfA590:(—1)q“/V9A90

fiir passend-dimensionale Testformen ¢ mit kompaktem Trager in V.
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Wegen df = g im Distributionssinne auf V'\ M gilt nun fiir eine beliebige Testform
© mit kompaktem Tréger in V' zunéchst:

/Vf/\gso = /VfAXﬁsoJr/VfA(l—xr)gw

= /Vf/\xr5so+ FA(L=x)0p

V\M
= /foﬁsoJr FAOI(1—x )¢l — FAO(L—x) A
1% V\M V\M
= /fAXr590+<_1)q+l/ gNA (1= x)e+ fADX N
1% V\M V\M

Betrachten wir nun zunachst

/f/\xﬁso und / g\ Xrp.
1% V\M

Wegen |y,| <1 sind

|f A Dyp| € LY,
lg Al e L'

|f A x-00]
lg A x|

IA A

Fiir r — 0 gilt weiterhin

fAXOp — 0,
gNAxrp — 0

punktweise und somit nach dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz:

lim [ fAx.0p = 0,
r—0 Vv

lim gAN1=xr)p = / gAsDZ/g/\sO-
=Y Jv\M V\M v

Es bleibt noch
lim FAOANp=0
=0 Jv\m

Zu zeigen.

Wie bereits gesehen ist

”5X7”|’]£P(V) S C(R? l>p) : T2k—p )

was sich fiir p < 2k gutartig verhélt.
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Es sei

2k
p=2k und g¢q= 51
Wegen
1 1 p
-+ -=1<& q=——
P g p—1
gilt mit der Holder-Ungleichung;:
lim [|f A Oxe Apllryy = T [f AOX: A ellorwi)
< 1im |1 A @llzawion 9% ey
<

C(R,1,p)"/" lim [[f A ol o)
Wegen f € L7 ist weiterhin
lim [|f A ol oy =0
(vgl. dazu etwa [Alt], Lemma A 1.16), und das zeigt die Behauptung. O
Betrachten wir nun U,V C C" offen,
v:U -V

biholomorph. Secien f € L§ (V), g € Ly 1(V) mit 9f = g auf V im Distribu-
tionssinne und ¢ € CF (U) eine Testform mit kompaktem Tréger in U.

Dann ist

n,n—q—1),c

= (T)peCy V)

(n,n—q—1),c
eine Testform mit kompaktem Trager in V' und es gilt:

/U\If*f/\54p = /U\IJ*fAE\If*n:/U\IJ*fA\D*(En)

= [windn= [ sao
= o [gnn= 0t [ wigan

- (—1)‘”1/ U*g A o,
U
da W orientierungserhaltend ist. Also gilt auch
U™ f = Uy

auf U im Distributionssinne. Da diese Betrachtung auch in umgekehrter Richtung
gefithrt werden kann, ist dies dquivalent zu

of =g

auf V im Distributionssinne.
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Damit iibertrigt sich das Konzept der O-Distributionsableitung auf komplexe
Mannigfaltigkeiten und aus Lemma 4.3.1 folgt:

Lemma 4.3.2. Sei V C C" offen und M C V eine komplexe Untermannigfaltig-
keit der Kodimension k2k> 0.

Seien weiterhin f € Lig s 1,.(V) und g € Lig ) 100(V) mit

(0,q),loc
af =y

auf V'\ M _im Distributionssinne.
Dann gilt Of = g im Distributionssinne auf ganz V.

Beweis. Nach Lemma 4.3.1 und der vorangegangenen Betrachtung zum Verhalten
unter biholomorphen Abbildungen existiert zu jedem Punkt p € V eine Umge-
bung U(p) CC V, so dass gilt:

of =g

auf U(p) im Distributionssinne.

Nun ist noch zu zeigen, dass es sich bei ,0f = ¢ im Distributionssinne auf V*
tatséchlich um eine lokale Aussage handelt.

Sei dazu ¢ eine passend-dimensionale Testform mit kompaktem Tréger T, CC V.
Damit kann 7, mit endlich vielen offenen Mengen U; CC V, j =1, ..., Ny, iiber-
deckt werden, in denen 0f = g im Distributionssinne gilt.

Sei nun {x; }jv;"l cine Zerlegung der Eins zu dieser endlichen offenen Uberdeckung.
Es gelte also x; € C%,(U;) fir alle j € {1,..., N} und

cpt
Ny
D xiz) =1
j=1

fir alle z € T,,. Es folgt:
N, N,
/Vf/\ﬁso = /VfA8<<p;Xj> :;/Vf/\a(@(j)

N, N,

= Fl N — (1)t .
;/Uij (ox;) = (-1) ;/Ujg/\(soxg)

N‘P
_ _1)e+1 ) = (—1)et!
= (-1) /Vg/\<902x3> (-1) /Vg/\so,

und das war zu zeigen. O
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Dies iibertragt sich auf analytische Ausnahmemengen:

Satz 4.3.3. Sei V. C C" offen und A C V eine abgeschlossene [-dimensionale

analytische Teilmenge der Kodimension k =mn — 1 > 0.
2k

Seien weiterhin f € L(QT;;JOC(V) und g € L%Qq“),loc(‘/) mit
f =y

auf V'\ A im Distributionssinne.
Dann gilt Of = g im Distributionssinne auf ganz V.

Beweis. Sei
A; = Reg(4),
S; = Sing(A).
Dann ist A; disjunkte Vereinigung komplexer Mannigfaltigkeiten der Dimension

< [und S; eine abgeschlossene analytische Teilmenge von V' der Dimension < [—1.
Sei nun

Al—l = Reg(Sl),
S;—1 = Sing(S)).

Induktiv definieren wir so fiir j = [, ..., 0 disjunkte Vereinigungen komplexer Man-
nigfaltigkeiten A; der Dimension < j <[ mit

l
U4, =4
j=0

Fir j = 0,...,0 sei nun M, die Vereinigung aller komplexer Mannigfaltigkeiten
der Dimension j, die in Ay, fiir £ > j enthalten sind. Damit ist M; eine komplexe
Mannigfaltigkeit der Dimension j und es gilt:

Nach Lemma 4.3.2 setzt sich
f =y
im Distributionssinne von V' \ A auf (V' \ A) U M, fort.
Erneute Anwendung des Lemmas liefert die Gleichung im Distributionssinne auf

(V\A) UM, UM,

und induktiv folgt
f =y

auf ganz V' im Distributionssinne. ]
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Zuletzt untersuchen wir noch, ob der Fortsetzungssatz 4.3.3 auch unter schwéche-
ren Voraussetzungen gelten kann. Wir beziehen uns auf die Bezeichnungen aus
Problem 4.2.5. Alle Uberlegungen in diesem Abschnitt beziehen sich auf Funk-
tionen, also das Problem im niedrigsten Grad ¢ = 0.

Zunéchst ist klar, dass fiir Kodimension k£ = 1 und p < 2 auch unter besten
Voraussetzungen an g, also etwa g = 0, die 0-Gleichung nicht fortsetzbar sein
muss:

Beispiel 4.3.4. In C" sei A:={z: 2, =0} und

fe) = —

Zl.

Dann ist f € Lt (C") fir alle p < 2 und es gilt

loc
of =0

auf C*\ A. Angenommen, es gelte die Fortsetzung 0f = 0 auf ganz C". Dann
wdre f nach dem Regularitdtssatz 4.1.1 holomorph auf C", was natirlich nicht
der Fuall 1st.

In der Situation k£ = 1 ist also p > 2 notwendig. Der Fortsetzungssatz 4.3.3 gilt
aber fiir p > % = 2, ist in diesem Falle also optimal.

Um das Problem weiter zu beleuchten, betrachten wir eine Folgerung aus der
Annahme, der Fortsetzungssatz wiirde gelten:

Es sei D C C" offen, f € L. (D), g € Lfo,l)

Toc (D) fiir ein 1 < r < 2n, und es
gelte

Jloc

f =y
auf D im Distributionssinne.
Nach der Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel fiir integrierbare Formen,

Theorem 3.5.1, gilt nun lokal, das heiffit auf U CC D mit passendem Rand, den
wir etwa mit Lemma 3.4.6 wéhlen kénnen:

f(z) =By fir(2) — By g(2)

fir fast alle z € U.

Wie im Beweis von Theorem 4.1.1 ist

BgUbe € COO(U)
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Weiterhin gilt nach der Regularititsaussage {iber den Bochner-Martinelli-Koppelman-
Operator (Lemma 3.2.2):
Bjg € L*(U)

fiir alle p mit

>

1
- leJ
T

1
P 2n’
wobei wir die Konvention 1/p = 0 fiir p = oo verwenden.

Wir fassen zusammen:

Lemma 4.3.5. Es sei D C C" offen, 1 <r <2n, f € L. (D), g € Lio.1y.10e(D)
und es gelte

of =g

auf D im Distributionssinne. Dann ist f € L} (D) fir alle p > 1 mit

loc

1 1 1

pr 2n
Dabei verwenden wir die Konvention 1/p =0 fir p = co.

Man beachte, dass diese Regularitdtsaussage nur fiir Funktionen gilt.

Gehen wir nun einmal von dem giinstigen Fall aus, die Ausnahmemenge A bestehe
aus isolierten Singularitéiten, Kodimension & = n. Nehmen wir weiterhin an, es
sei g € Ly j.(D) und

f & Lie(D)

2n
2n—1
Dann kann df = g nicht gelten, denn sonst wire f € L; (D) nach Lemma 4.3.5
fiir alle

fiir ein

q<

- 2n

S —_—
2n — 1’
also insbesondere f € L] (D).

loc

Im Fall Kodimension k = n, ist (fiir Funktionen) also

fe U m.(p)

2n

P<gp—1

eine notwendige Voraussetzung fiir den Fortsetzungssatz 4.3.3. Zusammen mit
Beispiel 4.3.4 rechtfertigt dies die Vermutung, dass sich die Voraussetzung p >

% in Satz 4.3.3 im Allgemeinen nicht abschwéchen lésst.

80



5 Die grundlegende Homotopieformel fiir die
Kugel

In diesem Kapitel entwickeln wir die grundlegende Homotopieformel fiir die Ein-
heitskugel D in C". Dabei folgen wir der Darstellung von Lieb und Michel in
[LiMi].

Ausgangspunkt ist die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel:
bD D5 ARD
f=Bgf =B (0f) —0B,_,f.
Der Cauchy-Fantappie-Kalkiil gestattet es nun, das Randintegral BgD durch an

D angepasste Integrale iiber D zu ersetzen. Damit ergibt sich die grundlegende
Homotopieformel fiir Differentialformen f € Lé’q(]D), 0 < g < n, mit Distributi-

onsableitung 9f € L ,,,(D):
f = Pf+Todf) firqg=0,
f o= T 0f)+0S,f firl<gqg<n.

In Abschnitt 5.3 untersuchen wir die Interalkerne der Operatoren T,, S,. Es
bezeichne K, den Integralkern eines dieser Operatoren. Dann ist

ICq = ’/CT] - Bnq
mit
&o
Pn=3/2%p2

Dabei bezeichnet &, glatte Differentialformen,

o

Pn—3/28p3 |’ (51)

) ,5‘

wd 45|

B¢ 2)=1-{(2)=1-) Gz
j=1

ist das modifizierte Levi-Polynom fiir die Kugel, und
P(¢,z) = (€= 2" +7r(¢)r(2)
= ¢ = 2"+ (1 = I @ = [1=[).

B4 ist der Bochner-Martinelli-Koppelman-Kern. Wir bezeichnen I/CT] als Haupt-
teil von Ky, da die Regularitdt der Operatoren S, bzw. T, im Wesentlichen durch

I/C; bestimmt ist.

Uber die Abschétzung (51) erhalten wir in Kapitel 6 Zugang zu Holder-Abschétzungen
fiir die Integraloperatoren T, und S,.

In diesem Kapitel weichen wir lediglich bei der Ermittlung der Abschéitzungen
(51) von [LiMi] ab.
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5.1 Cauchy-Fantappie-Formen

Es sei W C C™ x C” eine offene Menge. Punkte in W bezeichnen wir mit

(<7 Z) = (Clu ) CTL: By eeey Zn)'
Definition 5.1.1. FEine stetig differenzierbare Abbildung
a=(ay,...,a,): W —C"

heifit Leray-Abbildung (bzw. erzeugende Abbildung) auf W, falls

n

> a;(¢2) (G —z) =1

j=1
fir alle (¢,z) € W gilt.

Ein wichtiges Beispiel fiir eine Leray-Abbildung ist

Z(C,z):ﬁ:C”XC"\AHC".

Dabei ist A = {((, z) : ( = z} die Diagonale in C" x C".

Definition 5.1.2. Es seia = (ay, ..., a,) eine Leray-Abbildung auf W C C* x C™.
Die (1,0)-Differentialform
a = Z aijj
j=1

heifit Leray-Form (bzw. erzeugende Form) beziiglich a.
Etwa ist S
b(C,2) = Z Lz_ﬂédgj
2=l
die Leray-Form beziiglich b.

Definition 5.1.3. Es sei a eine Doppeldifferentialform vom Typ (1,0) in ¢ und
vom Typ (0,0) in z. Fir 0 < q<n —1 heiffen die Doppeldifferentialformen

e, I
§4(a) = % (n ¢ 1)“ A (Oca)” " A (D:a)

Cauchy-Fantappie-Formen beziiglich a. Sei aufferdem 21 = 0 und €2, = 0.
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Damit ist 2, eine Doppeldifferentialform vom Typ (n,n —¢ — 1) in ¢ und vom
Typ (0,¢) in z.

Fir o
~ G-7F
b((,2) = Mdgj
j=1
erhalten wir die Bochner-Martinelli-Koppelman-Kerne (vgl. Definition 3.1.1):
Qq(b) = Bing-

Definition 5.1.4. Es seien ¢ und d zwei Doppeldifferentialformen vom Typ (1,0)
in ¢ und (0,0) in z. Fir 0 < q <n—2 heiflen die Doppeldifferentialformen

a(g—1)
(—1)"% [+h\ (n—2—1—h
Aec,d) = —F—F—— ANd
a(c, ) (2mi)" 0;; l g—1 )°
0§h§n77q27q

A ()" A (0cd)" " A (Da) A (0.d)"

Ubergangsformen zwischen Q,(c) und Qy(d).
Sei auflerdem A1 =0, A,_1 =0 und A, =0.

Nun gilt Koppelmans Homotopieformel ([LiMi], Theorem II.1.38):

Theorem 5.1.5. Es ses W C C* x C" offen, und a, b seien Leray-Formen auf
W. Dann qilt:

Qq(b) — Qy(a) = (=1)""'9cAy(a,b) + 9:Ay-1(a, b) (52)
fiir 0 < g <n.
Als Korollar notieren wir noch ([LiMi], Proposition I1.1.39):

Korollar 5.1.6. Es sei a eine Leray-Form. Dann gilt:
9:Qq-1(a) = (=1)79¢Qy(a)

fir0<qg<n-—1.
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5.2 Die grundlegende Homotopieformel fiir die Kugel
Die Einheitskugel in C"

D={¢eC":|¢|* <1}
ist gegeben durch die streng plurisubharmonische Randfunktion

r(Q) = [I¢I* — 1.

Das Levi-Polynom zu r ist
F(C7Z) = ZE(CJ - Zj) = <€a§_ Z>,
j=1

wobei (-, -) das hermitesche Skalarprodukt in C" bezeichnet. Aulerdem benstigen
wir das modifizierte Levi-Polynom

(I)(C,Z) = F(Ca Z) - T(C) =1- <€72>
Nun gilt:

Lemma 5.2.1.

2Re ®(¢, 2) = —r(¢) —r(z) +[I¢ — 2|1*
Beweis.

IC=2l* =7(Q) —r(2) = I = (¢ 2) = (2.0 + 2* +2 = [I<I? = |2
= 1_<<7Z>+1_<<7Z>

Damit ist die Differentialform

1 1

glatt auf D x D. Man beachte dabei r(¢) < 0 auf D. Sei weiterhin

P(¢,2) = [I¢ = 2| +r(Or(2)

die modifizierte Norm und

b0(<’ Z) =

Damit ist auch by glatt auf D x D.
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Zu kg bzw. ko und by bendtigen wir die Cauchy-Fantappie bzw. Ubergangsformen
KQ(CJ z) = QQ(kO)a
Aq(Ca Z) = Aq(k‘b; bO)7

die durch die Definitionen 5.1.3 und 5.1.4 gegeben sind.

Aus den Definitionen folgt sofort:

Lemma 5.2.2. i. K,(,2) und A,((,2) sind glatt auf D x D.
ii. Ko(C, z) ist holomorph in z, und K,(¢,z) =0 fir ¢ > 1.

Unser Ziel ist es, Koppelmans Homotopieformel 5.1.5 anzuwenden, um die Bochner-
Martinelli-Koppelman-Formel zu modifizieren. Leider sind die Formen ky und by
keine Leray-Formen, so dass die Homotopieformel nicht direkt anwendbar ist.
Fiir r(¢) = 0, also auf dem Rand bD, gilt aber

ko(C,2) = k(¢ 2)=

1

W(C.2) = 0CH) = o DG~ B

7=1

Damit haben die Formen €, (ko) und Q,(k) bzw. A,(ko, bo) und A,(k,b) die gleiche
Zuriickziehung auf bD x . Da es sich bei £ und b um Leray-Formen nach Defi-
nition 5.1.2 handelt, kénnen wir Koppelmans Homotopieformel 5.1.5 anwenden.
Unter der Zuriickziehung auf bD x D folgt dann:

Lemma 5.2.3. Auf bD x D, das heifit fir die Zuriickziehung der Differentialfor-
men, gilt fir 0 < q <n:

By = Q(b) = K, + (=1)"0: A, + 0. 4,1 (53)

Sei nun f € Cj (D) eine stetig differenzierbare Differentialform. Die Bochner-
Martinelli-Koppelman-Formel 3.1.2 liefert:

= Bnq y & a Bnq ) & a Bnq s
1) = [ 160 A Bu(C. 2 /f ) A Bog(C, = /f JA Bog1 (G, 2)

fiir alle z € D. Nach Lemma 5.2.3 kénnen wir B,, im Randintegral durch die
rechte Seite in (53) ersetzen. Das liefert fiir ¢ = 0, wenn wir anschlieflend den
Satz von Stokes verwenden:

D f(C)Bn0(<7 Z) = f(C)KO(Cv Z) - f(C)ECAO<C7 Z)
_ / Ff(O) A KolC,2) / F(OFKC, 2)
- / Bf(C) ABeAo(C, 2)
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Dabei beachte man, dass die Integranden vom Typ (n,-) in ¢ sind, so dass wir
bei der Anwendung des Satzes von Stokes auf d. = 0 zuriickgreifen konnen. Die
Regularitét der Integranden ist durch Lemma 5.2.2 sichergestellt.

Das gleiche Verfahren liefert fiir ¢ > 1:
. F(O A Bug(C,2) = (1) f(C) NOAC2) + 0. | FIOAAC2)

bD

_ q+1/aCf /\aC (¢, 2) /8<f OANO Ag1(C,2) +
—1)qazéf<C)AaCAql(Ca 2)7

wobei wir hier noch K, = 0 fiir ¢ > 1 nach Lemma 5.2.2 beachten.

Um die Notation zu vereinfachen, fithren wir folgende Integralkerne ein:

Definition 5.2.4. Fir 1 < q <n seien

P((, 2) 0 Ko(¢, 2)
To(C,2) = KolC,2) — 0cAo(C, 2) — Bno(C, 2)
Ty(C,2) = (1) AL(C, 2) +9-A41(C, 2) — Buy(C, 2)
Sg-1(62) = (=1)10¢Ag-1(C, 2) — Bng-1(C, 2)
und
To(G,2) = Kol¢,2) = DcAo(C, 2)

Tq(Ca Z) = (_1)q+15CAq(<7 Z) + Equfl(Ca Z)
Sq-1(6,2) = (=1)70¢Ag-1(¢, 2)
Wir nennen fq bzw. §q Hauptteile der Integralkerne T, bzw. S,.

Wir bezeichnen die entsprechenden Integraloperatoren (Integration itber D) mit
P, T, S, T,und S,. Esist also etwa

—ANOAHQ@

Dazu folgender Hinweis: Es ist iiblich, zu einem Kern KC((, z) den zugehorigen
Operator K durch

Kf(z) = (f,K)a(z) = [ F(Q) A*K(C, 2)
Q
zu definieren. Streng genommen ist also etwa

P(¢,z) = (=1)"" % P(C,2)

der Kern des Operators P. Um die Notation moglichst einfach zu halten, wollen
wir dennoch P, T, S,, T, und S, als die Kerne der entsprechenden Operatoren
bezeichnen.
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Indem wir die Randintegrale in der Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel er-
setzt haben, erhalten wir also:

Theorem 5.2.5. (Homotopieformel fiir die Kugel)
i. Sei f € CY(D). Dann gilt:

f(2) =P[(2) + To(0f)()

fiir alle z € . Die Funktion P f ist holomorph in D.
ii. Sei 1 < q<nund f € C§ (D). Dann gilt:

f(2) = Ty(0f)(2) + 0S-1 f(2)
fiir alle z € D.
Wir zitieren die einfachsten Regularitétseigenschaften ([LiMi], Proposition I11.3.16):

Lemma 5.2.6. Die Operatoren P, T, und S, liefern stetige lineare Abbildun-
gen zwischen den folgenden Rdumen:

P: LP(D) — LP(D), fiir 1 < p < oo,

Ty : Ly (D) — Lg (D)
SQ*l : Lg,q(D) - Lg,qfl(D)

” 11 1
} furlgpgoo,;>1—o—2n+2.

Ist f in C*, so sind Pf, T,f und S,f ebenfalls in C*.

Wie im Beweis der Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel fiir LP-Formen kénnen
analog in Theorem 5.2.5 die Regularitédtsvoraussetzungen an f wesentlich abge-
schwécht werden. Durch Approximation mit einer Folge reguldrer Funktionen
folgt unter Verwendung von Lemma 5.2.6 (vgl. [LiMi], Theorem II1.3.14”):

Theorem 5.2.7. (Homotopieformel fiir die Kugel)
i. Bs sei f € L'(D) mit Of € Ly, (D) im Distributionssinne. Dann ist

f=Pf+Todf) inL (D).
ii. Sei f € Ly (D) mit 0f € L§ 1 (D) im Distributionssinne. Dann ist
f=T0f +0S41f in L (D).
Sind f und Of in LP so liegen alle Formen aus i. und ii. in LP.

Es sei auf folgende Besonderheit im Beweis von Theorem 5.2.7 (i.) hingewiesen: In
Lemma 5.2.6 ist P als Abbildung von L'(D) nach L!(D) nicht unbedingt stetig.
Dies erfordert besondere Aufmerksamkeit, verursacht aber keine Schwierigkeiten.
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Aus Theorem 5.2.7 kénnen wir die Existenz eines stetigen linearen Losungsopera-
tors fiir die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf der Kugel ablesen:

Theorem 5.2.8. Sei 1 < q¢q < n und 1 < p < oco. Dann existiert ein stetiger

linearer Operator
Sq—l : Lg,q(D) - LS,q—lGD)

fir alle 1 < r < oo mit

und _

8Sq—1f = f
im Distributionssinne, falls 0f = 0 im Distributionssinne.
Weiterhin ist S,y stetig als Abbildung

Sq-1 : Li5y(D) — Gy (D),

wobei C&f_l(ﬂ)) den Raum der Differentialformen mit 1/2-hélderstetigen Koeffi-
zienten auf D bezeichnet.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind direkte Konsequenzen aus Lemma 5.2.6
und Theorem 5.2.7. Nur die Aussage iiber die Holderstetigkeit ist noch zu zei-
gen. Hier helfen die L*° und Hoélder-Abschéatzungen, die wir in Kapitel 6 beweisen.

Nach Definition 5.2.4 ist R
Sq,1 == Sq,1 - B?—l'

Nach Korollar 6.2.7 (mit || = 0) ist B,_; stetig als Abbildung

B]D) : L(qu(]D) - Cg,q—l(D)

q—1"

fiir alle n < 1, also insbesondere fiir n = 1/2.

Nach Lemma 6.4.7 (mit |a| = 0) ist der Hauptteil §q_1 stetig als Abbildung
3 - 1/2
Se-1: LE,(D) — Col2y (D).
[l

Wie der Beweis zeigt, ergibt sich die klassische Aussage iiber die 1/2-Holderstetigkeit
als einfacher Spezialfall unserer Untersuchungen in Kapitel 6.

Genauere Untersuchungen (vgl. [Kra]) zeigen: Der Operator S,_; ist stetig als
Abbildung

1_n+1

Sy-1: Lj,(D) — Cg, 1 (D)

7q
fiir alle p > 2n + 2.
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Betrachten wir der Vollstédndigkeit halber nun noch die Homotopieformel im hoch-
sten Grad ¢ = n etwas genauer: Fiir f € L; (D) ist

f=0S.1f. (54)
Dabei ist der Integralkern
Sn-1(C,2) = =Bnn-1(¢, 2),
so dass wir in (54) die Bochner-Martinelli-Koppelman-Formel wiederfinden:
f = _EBE)—lf .

In diesem Fall erhalten wir einen Losungsoperator fiir die 0-Gleichung auf belie-
bigen Gebieten und mit stirkeren Regularitiatseigenschaften:

Theorem 5.2.9. Sei D CC C" offen und beschrdankt. Dann definiert der
Operator BP | eine stetige lineare Abbildung

BrlL)fl : Lg,n(D> - Lg,n71<D)

fur alle 1 < r < oo mit

1 1 1

r T p 20
Es gqilt

_5B£—1f =/

im Distributionssinne. Weiterhin ist BY | stetig als Abbildung
Bi;)—l : L((fn(D) - Cg,n—1<D)7

fiir allen < 1, wobei C,, (D) den Raum der (0, n—1)-Formen mit n-hélderstetigen
Koeffizienten auf D bezeichnet.

Beweis. Die Aussage ergibt aus der BMK-Formel fiir LP-Formen (Theorem 3.5.1)
unter Beachtung von B, = 0 und df = 0 fiir eine (0, n)-Form f. Dabei kann auf
den glatten Rand bD € C' verzichtet werden: Sei etwa V CC C" mit glattem
Rand bV € C! und

DccVcccC".

Fir f € L} (D) sei f € L}, (V) die Fortsetzung mit 0. Dann ist nach Theorem
3.5.1 (angewandt auf V):

_5B5—1f = _EBX—17 = ? =f

im Distributionssinne auf D. Die LP-Regularitit des Operators B2 | folgt aus
Lemma 3.2.2 und die Hélderstetigkeit aus Korollar 6.2.7. O]
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5.3 Die Hauptteile fq und §q der Integralkerne 7, und S,

Wir fithren nun isotrope Integralkerne nach Lieb und Michel (vgl. [LiMi], Defini-
tion 1.5.10) ein. Wir bendtigen diesen Begriff nur in sehr spezieller Form, halten
uns aber dennoch an die allgemeine Definition, um in der Notation konsistent mit
[LiMi] zu bleiben.

Sei p eine nichtnegative Funktion auf C" x C", fiir die folgendes gilt:
p ist glatt auf C" x C"\ A, A = {(¢, 2) : ¢ = z}, p? ist glatt auf ganz C* x C",
es ist

p(C, 2) = p(2,C),

und fiir jede kompakte Teilmenge K CC C" x C" existieren Konstanten cx und
OK mit

x| =zl < p(¢,2) < Ck|I¢— 2|
fir alle (¢, 2) € K.

Eine Doppeldifferentialform (¢, z) auf einer offenen Menge W C C" x C" wird
bezeichnet mit &/((, 2):

K(¢.z) =& 2), leZ,
falls folgendes gilt:
1. Ist [ > 0, so ist K glatt auf W und es gilt

(¢, 2)] < const - p'(C. 2)
lokal in Néhe der Diagonalen A.

2. Ist | < 0, so ist K glatt auBerhalb der Diagonalen A und besitzt eine Darstel-

lung
K(¢ 2) = —;
P
fiir ein m mit m > 0 und m — 2t = [ lokal in Néhe der Diagonalen A.

Definition 5.3.1. Eine Differentialform &((, z) heifit isotroper Kern der Ord-
nung [ und vom Typ 7 =1+ 2n.

Wir erwédhnen noch die einfachsten Eigenschaften:

Ein Kern der Ordnung [ ist auch von der Ordnung [ — 1, so dass es konsequent
ist, von Kernen der Ordnung > [ und vom Typ > [ + 2n zu sprechen.
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Fiir einen Kern der Ordnung [ gilt
(G S (¢ 2) SHC— 2 (55)
lokal in N&he der Diagonalen A.

Differentialoperatoren der Ordnung 1 in ¢, (, z,Z vermindern die Ordnung eines
Integralkernes um 1:

DEZ(C: Z) = gl—l(C) Z)

Der Bochner-Martinelli-Koppelman-Kern ist nach Definition 3.1.1 (gleichméfig)
isotrop vom Typ 1 und der Ordnung 1 — 2n:

Bnq<C> Z) = glen(Ca Z)'

Nun wollen wir den Hauptteil der Integralkerne 7, und S, bestimmen. Dazu
erinnern wir an folgende Definitionen:

r@©) = l¢l* -1 (56)
P(¢z) = [IC—2* +7(Or(2) (58)

Damit gilt:
Lemma 5.3.2. AufD x D gelten die folgenden Abschitzungen:

Ec(C, 2)| S PM2(¢,2) fiir k> 1.

r(Q) S PY*(¢,2) und |r*(Q)| = Ir(2)| S PY2(C, 2).
r(O S12(¢, 2)] und [r*(Q)] = |r(2)] S 12(¢, 2)]-
P(¢, z) S 19(C, 2)|.

©(¢,2)| S PY2(¢, 2).

A e

Beweis. Wir verwenden implizit die Kompaktheit von D x D.
1. Aus (55) und (58) folgt:

(¢ ) S IC =211 < (IC = 212+ r(Qr(2)) " = PH2(C, 2).

2. Wir wollen zeigen, dass die Funktion

7(¢)]
f(¢,2) = PIR(C2)

auf D x DD stetig ist.
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Wegen P((,z) # 0, falls ( # z, reicht es, die Situation z — ¢ zu untersuchen:

| R
62 = B G

Die zweite Aussage folgt analog.

3. Mit Lemma 5.2.1 gilt:
PO+ ()] < lI¢ = 2l = 7(¢) = r(2) = 2Re ®((, 2) < 2|P(¢, 2)].
4. Wieder nutzen wir Lemma 5.2.1:
P(¢,2) < [IC=2lP =r(Q) < lI¢ = 2]* = r(¢) = r(2)
= 2Re ®((, z) < 2|9((, 2)].
5. Unter Verwendung der Aussagen 1 und 2 gilt:
[@(C2)] = [1=(C2)] = ¢) —r(¢) = (¢, 2)|

(¢, ¢ = 2) = (O] < &(¢, 2) + Ir(Q))]
P'2(¢,2) + P'2(¢, 2).

A

]

Jetzt sind wir in der Lage, die Hauptteile fq bzw. §q der Integralkerne 7} bzw.
Sy in glinstiger Form fiir die Holder-Abschéitzungen im néchsten Kapitel abzu-
schitzen:

Lemma 5.3.3. Sei IC einer der Integralkerne §q, fq, fir 0 < g <n-—1. Dann

gilt
&
KIS ‘—pn_mqﬂ (59)
und
&o
|d.K| S ’m - (60)

In der Notation nach Lieb und Michel ([LiMi], Definition II1.5.11) folgt aus (59),

dass es sich bei den Integralkernen 7; und S, um zuléssige Kerne vom Typ > 1
handelt (vgl. [LiMi], Proposition I11.5.13).

Beweis. Wegen (vgl. Definition 5.2.4)

(C? Z) = KO(C? Z) - ECAO(ga 2)7

(G:2) = (=1)"™0cA(C %) +0:444(C2), firl<g<m,
(¢,2) = (=1D)T9:A,(¢,2), fir0<g<n-—1,

S S

miissen wir Ky, ECAQ und ngq untersuchen. Man beachte A,,_; = A,, = 0.
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Zunéchst berechnen wir

= m Gcr EC(I) A\ 8@“ 5(8{7’ "
ko A (Ocko)™ = 3 A ( T? + T (61)
. 847“ 5(847“ " . (c:o
B <1>A< P ) o plm? (62)
wegen Ocr A Ocr = 0, da J¢r eine 1-Form ist.
Analog ist
- - O F OcPNOF 90 F\"
m p o 25 o
b @) £ @y = % A (IR O (63)
0.PANOF  0.0.F\"
— 4
A 2 +—5 ) (64)
_ OF  (0:0.F\" (0.0.F\"
= 5 A < P A P (65)
&1
= B (66)
wegen
OF =Y (G —7)dg =&
j=1
Nach Definition 5.1.3 und (62) folgt nun:
= &
Ko = Qo(ko) = const - kg A (Dcko)" ' = qTSf (67)
Lemma 5.3.2 (4.) liefert weiter
& &
[ Kol S ‘pnz@z S ‘PnS/Q(DQ : (68)

Man beachte |P| < 1 bzw. |®| < 1 und, dass & in solchen Rechnungen von Term
zu Term verschiedene Differentialformen bezeichnet.

Nach Definition 5.1.4 und wegen 0. ko = 0 ist

Ay = Ag(ko,bo) = D comst(l,h)- koAb A

0<I<q
0<h<n—2—q

A (Dcko)" A (Bebo)" ™" A (Dako)' A (Dabo)"
= 3 const(l,h) ko Abo A (Dcko)" A (Bcbo)" " A (8abo)”.

0<h<n—2—q
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Mit (62) und (66) ergibt sich eine Darstellung:
&1

A, = Z Hlth plin—2—h (69)
0<h<n—2—q
n—1—q
&
= D gt (70)

t=1

Wir benotigen noch:

IP = O (€= 2P +r(Q)r(2) = & + o
0.P 9. (1€ —=)* +r( ) Qr(z)) =& + &r
I® = Ic(1-(¢2) =

2.0 = 0.(1-(¢,2) = 0

Damit berechnen wir aus (70):

n—1—q
— & & Er* &
6<Aq - Z (Pn—t(I)t + Pr—t+1Ppt + Pr—t+1gt + Pr—tPpt+l |- (71)

t=1

Mit Lemma 5.3.2 (1., 2. und 5.) folgt

n—1—q g
3 0
|84Aq| 5 Z <‘pn—t¢t
t=1

&o
Pr—t—1/2pt+1

i

)

n—1—q

S )

t=1

&o
Pr—t—1/2pt+1

Y

und mit Lemma 5.3.2 (4.) ergibt sich endlich:

o

10cAq| S ’m .

Analog berechnen wir aus (70):

n—

1-q
Eb ng
ZE: <]3n tqﬂ })n—t+1¢ﬂ +_})n—t+h$t) : (73)

t=1

Mit Lemma 5.3.2 (1., 2. und 5.) folgt:

n—1—q
0:4, S )
t=1

n

<y

t=1

q

Pn t(I)t pn—t— 1/2@75—}—1
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Mit Lemma 5.3.2 (4.) ergibt sich also auch hier:

&o

pPr-3/2p2 | (74)

9.4,] < \

Fassen wir (68), (72) und (74) zusammen, so ist die erste Aussage (59) des Lem-
mas gezeigt.

Ausgehend von (67), (71) und (73) ermitteln wir nun noch Abschétzungen fiir
d.Ky, d,0¢A, und d,0,A,. Dazu verwenden wir:

dzP = dz (”C - Z||2 + ’I“(Q)T(Z)) = 51 + gOT )
4.0 = d,(1—(C,2) =&,

Aus (67) folgt:
&o &o
dZKO — @ + (I)nJrl'

Mit Lemma 5.3.2 (4.) ergibt sich:

&o
Pn—3(1>3

&o
Pn—2<1>3

< &
~ | pn—3/2p3

4| < \ . (75)

.

Wir werden Lemma 5.3.2 ab sofort ohne explizite Erwidhnung einsetzen. Fiir
d.0:A, und d.0.A, benotigen wir die folgenden Abschétzungen:

n—1l—q

i
T
=}

8 | o & <‘ &
Pnft(I)t ~ Pnftfl(I)t+2 ~ Pn72q)3 ’
t=1 t=1
n—1—q n—1—q
& <y & | &
Pr—tpt+l ~ prn—t=1/2pt+2| ~ | pn—3/2%3 |’
t=1 t=1
n—1l—q n—1l—q
> | < X | S| e
Pr—t+1pt ~ Ppn—t=1/2t+2| ~ | pn=3/2p3 |’
t=1 t=1
n—1—q n—1—q
b oy b || _b
Pr—tPpt+2 ~ prn—t=1/2pt+2| ~ | pn—3/2%3 |’
=1 t=1
n—1—q n—1—q
& < Z &o < &o
Pr—t+1pt+1| ~ Pr—t=1/2pt+2| ~ | pn—-3/23 |’
t=1 t=1
n—1— n—1—
S I R - S Y
Pr—t+2pt ~ prn—t=1/2pt+2| ~ | pn—3/2p3 |

I
I,
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Weiter ist auch

n—1— n—1—
Zq 507“ < ¢ 50 < 50
Pr—t+1pt| ~ Ppn—t=1/2t+2| ~ | pn—3/2p3 |’
t=1 t=1
n n—1—
DY R I ) N
Prn—t+1Ppt+l ~ Pprn—t=1/2pt+2 | ~ | pn=3/2%3 |’
t=1 t=1
n—1—q n—1—q
Pl e I S P
Pr—t+2pt ~ Ppn—t=1/2t+2| ~ | pn=3/2p3 |’
t=1 t=1
g 517“’/‘* < g go < 80
Z pPr—t+2pt | ~ Prn—t—1/2pt+2 | ~ | pn—-3/2p3 |

t=1 t=1

Man beachte, dass fiir » und r* die gleichen Abschétzungen gelten.
Damit folgt aus (71):

n—1—q
52 517“* 51
dz Z (Pn tPpt Pn—t+1(I)t + Pr—t+1pt + Pr—tPpt+1
=1

|d:0cA,| =

n—1l—q
51 -+ 507” 50
S Z (‘Pn t(I)t + PnftJrlq)t + ‘Pntq)t+1
t=1
51 83 + 527’ (‘:2
+ Pn7t+1®t + Pn7t+2®t Pn*tﬁ’l(btﬁ’l
E1+ Er” Eor* + Eyrr Er*
Pn—t-l—l@t _'_ Pn—t-i-QQ)t Pn—t—l—l@t—&-l
& E+ & &
+ Pn—t(I)t-i-l + Pn—t—‘rlq)t—‘rl Pn—t@t—f—Q
< 'L
~ Pn—3/2@3 :

Analog folgt aus (73):

n—1l—q
— & Er
|dzaqu| = dZ Z (Pn tpt P’n*t+1®t + PntJrl(I)t)
t=1
< |5
~ | pn=3/23|°

Somit ist zusammen mit (75) auch (60) gezeigt.
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6 Holder-Regularitat

Es sei D CcC C™ ein beschrianktes Gebiet. Wie bekannt ist, liefert der BMK-
Operator

B/ = [ £ AKC.2)
D
wegen
1
Ky(G2) §
(62 S e
fiir 2n < p < oo eine stetige Abbildung
1—2n

BqD : Lg,q+1(D> - CO,q ! (D)
Fiir p = oo ist die Abbildung stetig von Lgqu(D) nach C&q(D) fiir alle « € (0,1).
Diese Regularitét ergibt sich wie im Beweis von Korollar 6.2.7 unmittelbar aus
folgender Aussage (vgl. [Hel], Hilfssatz 15):

Lemma 6.0.1. Seienn € N, j € {1,...,n} und D CC C". Der Integraloperator
S sei definiert durch

ﬂdV(z).

Iz = wlf>

st = [ 12
D

Ist 2n < p < 00, so ist S eine stetige Abbildung von LP(D) nach C*(D) fir jedes
ae (0,1— 2?"] Fiir p = oo ist S stetig von L>(D) nach C*(D) fir alle o € (0,1).
Wir werden diese Aussage nur in Dimension n = 1 fiir die Untersuchung von
Funktionen mit kompaktem Tréger in Abschnitt 6.5 verwenden. In héheren Di-
mensionen ist die Voraussetzung p > 2n zu restriktiv.

Wir benétigen spezielle Abschétzungen fiir eine Klasse von Funktionen, die zwar
nur in L' (D) liegen, deren Singularitit aber eine vorgegebene Struktur aufweist.
Dazu definieren wir die folgenden gewichteten LP-Raume:

Definition 6.0.2. Es sei D C C" offen und o = (ay,...,ay) mit 0 < o < 2,
7 =1,....,n. Fir eine messbare Funktion f auf D sei:

[ fllze = inf{e > 0 (SO J1G1™ < ¢ fiir fast alle ¢ € D}

j=1
und

L=D) = {f : [ fllzea < 00}
Weiterhin bezeichnen wir mit Lg (D) den Raum der (0,q)-Formen auf D mit
Koeffizienten in L°>%, versehen mit der Norm

flzsee = > L fsllzse

|J]=¢

fir f =352, frdC s (L (D), || - lrge(p)) st ein Banachraum.
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Wir zeigen folgende Regularitdtsaussage: Ist |a| = ay + ... + o, < 1, so liefert die
BMK-Transformation einen stetigen linearen Operator

B : L3,(D) — Cl,(D)
fir n =1 — |o|, falls |a] > 0, und fiir alle n < 1, falls || = 0 (Korollar 6.2.7).

Wir wollen Korollar 6.2.7 mit Lemma 6.0.1 vergleichen. Sei dazu D CC C" relativ
kompakt, 0 < a; < 1, @ = (a,0, ...,0) und

fo(2) = 2" dz1
Dann ist f, € L 2/a1) (D) und aus Lemma 6.0.1 folgt:
By fo € CUT (D),
falls oy < 1/n. Andererseits ist f, € Lg;"(D) und Korollar 6.2.7 liefert:

BJ f. € C'"*(D).

Korollar 6.2.7 ist eine einfache Folgerung aus den folgenden (singuldren) Holder-
Abschétzungen: Fiir beliebiges o = (v, ..., ay,) mit 0 < a; < 2 gilt:

1
B2/~ B2 < Cladlfloms (s + 1 |an5)H|zmﬂ g

, |2n — zp|" <1

20 = 2| (1 + [log|lzn — 2,[) =1
fir alle z = (21,..., %), 2" = (21, ..., 2n—1, 2,) € C" (mit |z;]| # 0, falls §; < o)
und alle f € Lg%, (D). Dabei kann § = (01,...,6,) mit 0 < ¢; < «; und

0<n=1-(+4..4+09,) <1 frei gewdhlt werden (Lemma 6.2.5). Mit der
Wahl §; = o, was fiir |a| < 1 moglich ist, folgt Korollar 6.2.7.

Diese Abschétzungen erweisen sich als sehr niitzlich: Durch Multiplikation von

B? f mit geeigneten holomorphen Funktionen, die auf {z : H;.Lzl z; = 0} von

passender Ordnung verschwinden, ergeben sich holderstetige Formen.

Auflerdem lassen sich aus Lemma 6.2.5 Aussagen iiber die lokale Holderstetigkeit
der Koeffizienten von Bff ablesen: Seien etwa € > 0, m € {1,...,n—1}, P€ D
ein Punkt mit |P;| > 2e fir alle j € {1,...,m} und

O<ap=ami1+...+a, <1
Fir z € B.(P) ist dann |z;| > €, also

|z;]7 <1 fir j € {1,...,m}.
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Die Anwendung von Lemma 6.2.5 mit 6 = (0,...,0, @y, ..., ) und np = 1 — ap
liefert nun:

B f(2) =BLF S 2w — 2™ [ [ 12517 S l2n — 2017 (76)
j=1
fiir alle z = (21,..., 20), 2" = (21, Zn-1,2,) € Be(P) und alle f € Lg;7,(D).

Aus Symmetriegriinden gilt (76) auch in den Variablen 2y, ..., z,_; und B’ liefert
einen stetigen linearen Operator

B : L, 51 (D) — Cy(Be(P)).

Wir werden auf diese Uberlegungen spiter wieder eingehen.

Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Operatoren T‘q und §q, die in der grundle-
genden Homotopieformel fiir die Kugel D auftreten: Wie bekannt ist (vgl. [Kra]),
sind die Operatoren T, bzw. S, stetig als Abbildungen

1_n+41

Ty, S, Lg,q+1 (D) — C(]2q 7 (D)
fiir alle p > 2n + 2.

Wir zeigen (Lemma 6.4.7): Ist |a| = oy + ... + a;, < 1, so sind ’Tq und §q stetig
als Abbildungen

T 00, 2

T,, S, : L3 (D) — CJ7(D)

fir

Im Falle || = 0ist n = 1, und wir erhalten die klassische 1/2-Hélder-Abschétzung
fiir streng pseudokonvexe Gebiete.

Auch Lemma 6.4.7 ist einfache Konsequenz singuldrer Holder-Abschétzungen:
Fiir beliebiges a = (o, ..., ;) mit 0 < a; < 2 liefert Lemma 6.4.6:

~ ~

/ 1 1 o
8,7() 8,5 < Cladlfllime (s + sy ) 1155

'|Zn_Z;z|n/2
fir alle 2z = (21,...,24),2" = (21, .., 2n-1,2,) € D und alle f € Lg ;¢ (D), wobei
d = (01,...,0,) mit 0 < §; < ; und

0<n=1-— max 9, <1
1<k<n
J#k

frei gewiahlt werden kann. Auch hier lassen sich wieder entsprechende lokale Aus-
sagen ablesen, wiahrend Lemma 6.4.7 als globales Resultat zu verstehen ist.
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Wir wollen nun etwas abstrakter beschreiben, was in diesem Kapitel bewiesen
wird, um den Blick fiir Anwendungen und Verallgemeinerungen zu &ffnen. Die
Réume L>>*(D) und L>>*(D) erscheinen auf den ersten Blick recht speziell. Tat-
séchlich verwenden wir aber lediglich folgende Eigenschaften:

e Die komplexen Mannigfaltigkeiten Y; = {z € C" : h;(2) = z; = 0} schnei-
den sich komplex transversal.

e Die Kugel D ist streng pseudokonvex.

e Die komplexen Mannigfaltigkeiten Y schneiden den Rand 0D des streng
pseudokonvexen Gebietes D komplex transversal.

Sei nun a = (ay, ..., ;) mit 0 < a; < 2, und f im folgenden stets eine (0, ¢ + 1)-
Form mit Koeffizienten in

L>(D) ={g:3C, > 0:|g(2)] H |h;(2)]% < C, fir fast alle z € D}.

j=1
Fiir einen Punkt z € D definieren wir die Indexmenge
L={j:zeY;} C{1,...,n}

und den dazugehorigen Holder-Koeffizienten
n,=1-— Z Q.
Jelz

Aus Lemma 6.2.5 haben wir folgende lokale Beobachtung abgelesen: Ist 7, > 0,
so sind die Koeffizienten von B2 f in einer (geniigend kleinen) Umgebung U(z)
holderstetig vom Grad 7, falls n, < 1, und n-holderstetig fiir alle n < 1, falls
n, = 1.

Die globale Folgerung ist: Ist |a| = ay + ... + oy, < 1, so sind die Koeffizienten
von B f holderstetig vom Grad 1y = 1 —|a/, falls || > 0, und 7-hélderstetig fiir
alle n < 1, falls |a| = 0. Dabei zeigt die lokale Aussage, dass der schlechte Wert

o < n, fiir alle z € C"

im Punkt z = 0 angenommen wird. Ist 0 ¢ D, so sind bessere globale Aussagen
moglich.
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Fiihren wir die gleichen Uberlegungen nun fiir §q durch. Sei also D = D die Kugel.

Wegen gq f € CY(D) ist nur das Verhalten in der Nihe des Randes interessant.
Sei also z € bD. Aus Lemma 6.4.6 lésst sich folgende lokale Beobachtung ablesen:
Ist n, > 0, so sind die Koeffizienten von S,f in D N U(z) holderstetig vom Grad
n./2. Dabei bezeichnet U(z) eine (geniigend kleine) Umgebung von z. Ist I, = ()
und daher 1, = 1, so handelt es sich bei z um einen gewohnlichen Randpunkt
eines streng pseudokonvexen Gebietes.

Betrachten wir auch hier die globale Folgerung. Dazu muss der kleinste und damit
schlechteste lokale Holder-Koeffizient ermittelt werden. Dies ist

= minn, = 1 — max E Q.
=1 1<k<n 4 J
Jj#k

Ist n > 0, soist §q f also holderstetig vom Grad 7/2, und das ist genau die bereits
formulierte globale Aussage.

Diese Uberlegungen legen folgende Verallgemeinerung nahe: Sei D cC C" ein
streng pseudokonvexes Gebiet mit glattem Rand Yy = bD, und fiir j = 1,...,m
seien Y; komplexe (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten gegeben durch

Y;={2€C":hj(z) =0}

mit holomorphen Funktionen h;, die genau von der Ordnung 1 verschwinden.
Weiterhin sei vorausgesetzt, dass sich die Y; fiir alle j = 0,...,m (man beachte
Yy = D) komplex transversal schneiden.

Sei nun o = (ay, ..., ay,) mit 0 < a; < 2 und f eine (0, ¢ + 1)-Form mit Koeffizi-
enten in

L>*(D) ={g:3C, >0:|g(2)] H |h;(2)]% < C, fir fast alle z € D}.

j=1
Fiir einen Punkt z € D definieren wir wieder die Indexmenge
L={je{l,..m}:zeY;} C{l,..,m}

und den dazugehorigen Holder-Koeffizienten
n,=1-— Z Q.
Jjelz

Wegen der Voraussetzung der komplexen Transversalitat ist #1, < n fiir z € D,
und #1, <n —1 fiir z € bD.
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Nun existiert ein Losungsoperator S(’? fiir die 0-Gleichung auf D, und SqD ist stetig
als Abbildung
0 1/2
SP ¢ L, 1 (D) — Cyl(D).

Wir beziehen uns hier auf den in [Ra] angegebenen Losungsoperator fiir streng
pseudokonvexe Gebiete (vgl [Ra], V.2.7 und VIL5), der mit Hilfe einer Ramirez-
Henkin-Stiitzfunktion konstruiert wird. Durch leichte Modifikation unserer Me-
thoden ldsst sich dann folgendes zeigen:

Ist z € D und n, > 0, so sind die Koeffizienten von SqD f in einer (gentigend klei-
nen) Umgebung U(z) holderstetig vom Grad 7., falls n, < 1, und n-holderstetig
fiir alle n < 1, falls n, = 1. Ist z € bD und 7, > 0, so sind die Koeffizienten von
SPf in DN U(z) holderstetig vom Grad 7./2. Es seien

M = minmn, und  7g = min 7),.
Ist n; > 0 und nr > 0, so liefert Sf eine stetige lineare Abbildung
, 2
SP . LY (D) — CgL(D) N Gy (D),

und auch die singuldren Abschétzungen fiir beliebige a mit 0 < o; < 2 ergeben
sich analog.

Hier noch einige Bemerkungen zur Struktur dieses Kapitels: Im ersten Abschnitt
zeigen wir zunéchst einige Abschétzungen fiir Integrale in C. Dann gehen wir auf
die Holder-Regularitét der inhomogenen Cauchy-Integralformel ein, indem wir
die Regularitiit des Operators BY fiir beliebige beschrinkte Gebiete D CC C
untersuchen. Dazu verwenden wir die iibliche Methode: Fiir zwei feste Punkte
2,72 € D zerlegt man das Integrationsgebiet D in zwei Bereiche D = D; U Ds.

Dabei ist )
24z
D, = BQ\z—z’| ( 9 )

und Dy = D\ Dy. Nun wird das Integral iiber D; vom Radius 2|z—2’| in geeigneter
Potenz dominiert, und fiir die Berechnung des Integrals iiber Dy kann nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung

t—z t—2

1 1 , 1
<l|z—Z| max ——
we|[z,7] |t — w|2

verwendet werden.
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Im zweiten Abschnitt verwenden wir die gleiche Methode, um die Holder-Regulari-
tat der Bochner-Martinelli-Koppelman-Transformation fiir Gebiete D CC C" zu
untersuchen. Dazu greifen wir auf die Aussagen in Dimension 1 zuriick und er-
halten die bereits beschriebenen singuldren Holder-Abschétzungen.

Um die Regularitéit der grundlegenden Homotopieformel fiir die Kugel zu unter-
suchen, benotigen wir lokale (in Abhéngigkeit von z) Koordinaten, in denen

als komplexe Koordinate auftritt. Wir verwenden die bekannten lokalen Koor-
dinaten fiir streng pseudokonvexe Gebiete, die wir aber sehr genau entwickeln
miissen, um unseren zusitzlichen Anspriichen bzgl. der iibrigen (n — 1) komple-
xen Koordinatenrichtungen gerecht zu werden.

Mit Hilfe dieser Koordinaten untersuchen wir dann in Abschnitt 6.4 die Regulari-
tét der grundlegenden Homotopieformel fiir die Kugel D CC C". Dabei gehen wir
folgendermaBen vor: Wegen T, f, S,f € C''(D) kénnen die Differentiale |d, T, f(z)|
und |dz§q f(2)] in Abhéngigkeit vom Randabstand dp(z) = 1 — ||z|| abgeschétzt
werden. Nach Art eines Hardy-Littlewood-Lemmas erhalten wir dann die singu-
laren Holder-Abschitzungen.

Zuletzt verwenden wir noch die Aussagen aus der komplexen Ebene, um die
Holder-Regularitét von Funktionen mit kompaktem Triger zu untersuchen. Hier-
mit kénnen anisotrope Abschétzungen fiir die Losung der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen fiir (0, 1)-Formen im Inneren bewiesen werden. Dieser Ab-
schnitt 6.5 kann als Exkurs verstanden werden und ist nicht relevant fiir den Rest
dieser Arbeit.
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6.1 Holder-Regularitit der Cauchy-Integralformel

Wir betrachten zunéchst im eindimensionalen Fall Integrale iiber Kreisscheiben
Agr(p) € C vom Radius R um p € C und notieren vereinfacht Ag := Ag(0).

Lemma 6.1.1. Fir R>0,0<a,p <2 set

e [ 0

ap [tofE =217

Dann existiert eine Konstante C(«, [3), die nur von o und 3 abhdingt, so dass
folgendes gilt:

R?>—a=F , a+ <2,
Ir(z) < Cla,B){ 1+ |logR—logl|z|| , fir a+p3=2,
|22 F : a+ > 2,

fir alle z € C mat z # 0, falls a + 3 > 2.

Beweis. a) Sei zunéchst |z| < 2R. Man unterteile das Integrationsgebiet in vier
Regionen:

Ay = {teAg:|t| <|z|/3},

Ay = {teAg:|t—z| <|z|/3},
Az = {teAp:|t]| <2/z|}\ (A1 U Ay),
Ay = {teAg:2|z| <|t| < R}.

Das Integral iiber A; sei mit I; bezeichnet, also: Ir = Iy + Io + I3+ I4. Fiir z =0
reduziert sich das Problem auf Ir = I,. Auf A; ist

2| <t + [t = 2] < 21/3 + [t — =],

also
2
SJel <t~ =]
und daher
1 rlelss
WS [ s e
z 0
Auf A, ist
2| <t + [t — 2] < [t +|2]/3,
also
2
§|Z| < |¢]
und daher
1 [l
L(z) < W/ r'=Pdr < |z|2_a_5.
Z1% Jo
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Auf Az sind |z|/3 < |t| und |z]/3 < |t — z], also:

1 2|z| S
13(2) S W/O ’I"d’f‘ 5 |Z| .

Zusammengefasst ist

L(2) + Io(2) + Is(2) S |27 (77)
Wegen |z| < 2R folgt fir a + 3 < 2 aus (77) auch:
L(2) + L(2) + I3(2) SR**F | fallsa+ [ <2 (78)

Auf A, ist schliellich noch
[t < |z| + [t =2 < Je/2+ |t — 2],

also
1
_|t| S |t - Z|7
2
und daher:
R R2o=P a4+ <2,
L) S [ retar S d [logR—logls]| o+ 5 =2 (79)
2|z| |z|2*0‘*5 Lo+ 3> 2.

Fassen wir (77), (78) und (79) zusammen, so ist die Behauptung fiir |z| < 2R

gezeigt.

b) Betrachten wir nun den Fall |z| > 2R. Hier ist im Integrationsgebiet {|t| < R}:
2R< 2| < |t|+ |t — 2| < R+ |t — 2],

also |t — z| > R, und aus

1 (R
Ir(z) < ﬁ/o riTedr < R

folgt die Behauptung fiir o + 3 < 2.
Fiir a + > 2 betrachten wir

ol S Jt[+ [t —2| SR+t — 2| < [2|/2+ |t — 2],
also 3|z| < |t — 2|, und es folgt:

I
[R(Z> 5 W/O T’*O‘dr

R2—a ‘2|2—a
D E L P
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Eine weitere Analyse liefert: Wenn wir in Lemma 6.1.1 nur {iber
Ap\{lt — 2] < d}
integrieren, kénnen wir auch den Fall 3 > 2 behandeln:
Lemma 6.1.2. Fir R>0,d>0,0<a <2 und (> 2 sei
Ara=Ar\ Ay(z) = Ag\{t € Ag: |t — 2] < d}

Tna(z) = /A dVe(t)

und

]t — =17
Dann existiert eine Konstante C(a, 3), die nur von o und (3 abhingt, so dass

1+ |log R —logd| , fira+ =2,
IR,d(Z)SC'(Oé,ﬁ){ d2a|ﬁg 5 j‘cdroz+g>2

fiir alle z € C gult.

(80)

Sei weiterhin 0 < v < «. Dann ezistiert eine Konstante C(«, 3,7), die nur von
a, (B und 7 abhdngt, so dass folgendes gilt:

1 1+ |logR—logd| , B+~=2,
Ina(e) < Cla ) s { SRR 0 20

2|
fiir alle z € C mit z # 0, falls v < a.
Beweis. Wir zeigen zuerst (80):

a) Wir behandeln zunéchst den Fall |z| > d/2 und a # 0. Sei

a
—fg-2+2
e=0 +2

Damit ist
e >0,

und wegen |t — z| > d im Integrationsgebiet erhalten wir:

IR,d(Z) S d—e/ dV(C(t)

T — 2P 2
Wegen
f—e=2—a/2 < 2

at+f—-—e=2+a/2 > 2

konnen wir Lemma 6.1.1 auf das Integral in (82) anwenden. Es folgt:
Ina(z) < Cla,f— )d~|2== = C(a, B — )d~|2| =/
< Cla,B)dd™"* = Cla, p)d* ",

wobei wir |z| > d/2 beachtet haben.
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b) Sei nun |z| < d/2 oder a = 0. Damit ist

d |t — 2|
el <l el < e+ o < g+ A

also
1
Slt—z[ < [t.
2

Wir verlangen aufierdem noch d < R, so dass wegen |z| < d/2 < R/2 jetzt:
Ara C Aar(2) \ Aq(2)

gilt. Es folgt:
dVe(t dVe(t
Ira(z) S / O )+ﬁ S/ el )+ﬁ
Apa It — 2] d<|i—z|<2R [t — 2|*

< /QR aB g < 12+ log R—logd|  fira+f=2,
~ Iy ~ | dFeh fir a+ 0 > 2.

c) Abschliefiend bleibt der Fall d > R zu untersuchen. Wegen |t — z| > d im
Integrationsgebiet und R < d ist hier:

1 dVe(t) 1 /R . R* e >«
I < — < — *dr < < -
ra(z) < dﬁ/A e ~ap ), T T = as

Man wéhle C(«, 3) als das Maximum der auftretenden Konstanten. Damit ist
(80) gezeigt, und kann verwendet werden, um (81) herzuleiten: Im Fall a + 3 = 2
ist wegen 3 > 2 und 0 < v < «a notwendig « = v = 0, und fiir (81) ist nichts
Neues zu zeigen. Sei im folgenden also o + 3 > 2.

d) Sei zunéchst d > |z|/3. Dann folgt (81) direkt aus (80): Fiir a + 3 > 2 ist

dz—e=p AP~

AN I

&,
wobei man v — a < 0 beachte.

e) Sei nun d < |z|/3. Wir unterteilen das Integrationsgebiet in zwei Regionen:

A = Apanf{t:lt—z| <|z/3} ={t € Ap:d < |t — 2| < |2|/3),
Ay = Apan{toft—z|>|2/3} = {t € An:|2l/3 < |t — 2|}

Sei
]R,d(Z) = Il(Z) =+ 12(2) = /

I L i

dv(c@) / d[/(c(t)
+
A

» [t =217
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In Al ist
2] < [t = 2|+ [t] < |2[/3 + 1],

also 2|z| < [¢], und es gilt:

L(z) < 1/“W) (83)

|21% Jay [t =27

Ist v > 0, so folgt unter Beachtung von d < |t — z| weiter:

L(z) < 1/ dVe(t)

[21% Jay [t = 2|72t = 22

< Lo [ A0
A

|2 =2

1 |21/3 1
~ _dzﬁy/ 7Yy ~ —d2*ﬁ*7|z]7.
d

2| 2|

Ist v =0 und (]z] < 3R oder 8 > 2), so ergibt sich aus (83):

1 dVe(t 1 [
L(z) S / Vel ~ / r1=Pdr
d

2] Ja, [t =27 2]
< 1 [logll—logd , =2,
~ozle | @*F , B> 2,
< 1 [ logR—1logd , =2,
2| s . B> 2.

Ist y =0 und |z| > 3R und =2, soist |t — z| > R, und aus (83) folgt:

A@S—%%Aﬂ%)

E n
1 1

S ot < n (L4 |log R —logd|).
2> 2]

Fiir I, verwenden wir (80) mit d = |z|/3. Das liefert wegen a + 5 > 2:
Ly(z) < C(a, B)]z*77.
Damit folgt:

1
Lz) S = | T S s T

SRt

wobei wir d < |z|/3 beachten.
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Nun kénnen wir mit der iiblichen Methode, die auf einer Abschétzung durch den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung beruht, den zentralen Schritt im Beweis
der Hélder-Regularitéit der Cauchy-Integralformel in C ausfiihren:

Lemma 6.1.3. Es seien R >0, 0 < a <1 und D(z,2') eines der Integrale
/ 1

A [H®
/ 1

A [E®

Dann existiert eine Konstante C,, > 0, so dass folgendes gilt:

1 1
t—z t—2
1 1

it—=z| |t — 2|

dVe(t),

dVe(t).

(1 + logR—loglz — #Il) fir =0
/< |;Z Z|< ’
D(z,z)_Ca{ 2 — |t-e fir 0<a<l,

fiir alle z, 2" € C.

Beweis. Wir schitzen das erste Integral ab, die zweite Abschéatzung verlauft ana-
log. Wir bezeichnen den Integranden mit F'(z, z’) und setzen

d:=|z—7
und

_z+z’
2

Wir zerlegen das Integral in zwei Teile:

D(z,7) = /A ) F(z, )

= / F(z,2") —l—/ F(z,2") = L1(2,2") + I1(z, 2)
ARNAzq(m) ARr\Az4(m)

Wegen Agg(m) C Aszq(z) und Agg(m) C Asg(2') gilt mit Lemma 6.1.1:

dVe(t dVe(t
Ii(z,72) < / _dVelt) +/ _dVe(t) ),
Asa(z) [H*]E— 2] Aga(e) [H¥]E = 2]

dVe(t dVe(t
_ / V(C( ) +/ VC/( ) 5 (3d)17a 5 dlfa.
Asa(0) [T 211 Jaga0) [t + 2'[*]E]

Fiir I; verwenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Bezeichnen wir
mit [z, 2’| die Verbindungsstrecke der Punkte z und 2/, so gilt fiir alle ¢ ¢ Ayy(m)
namlich:

t—z t—2

|z — 2| max |t —w|2.
wE[z,2']

’ 1 1
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Beachten wir noch
lt—m| <|t—w|+|w—m|<|t—w|+d<2t—w,
so erhalten wir:

4

|t —mf*

1 1
‘ <|z—7]

t—z t—2

Damit folgt:

dt A\ dt

I(2,2") S 12 = 2| TP —
Ap\Aog(m) [H*[E —m[?

und Lemma 6.1.2 (80) liefert weiter:

]2(27 Z/) S

~Y

. 1+ |log R —logd| fiir «a=0,
- fir 0<a<l.
Es ergibt sich:

Korollar 6.1.4. Essei D CC C, 0 < a < 1 und T der Operator definiert durch:

Tu(z) = /D u(y XA

t—z

Ist o > 0, so existiert eine Konstante C,, > 0 mit:
[Tu(z) — Tu(?)| < Calz — /[ Juf| o
fir alle uw € L*(D) und alle z,2' € D.
Ist o =0, so existiert fiir jedes 0 < 3 < 1 eine Konstante Cg mit:
Tu(z) — Tu(2')| < Cplz — 2/|7||ul| o
fiir alle w € L®%(D) = L>*%D) = L>*(D) und alle z,z' € D.
Beweis. Fiir u € L*7(D) ist:

1
g

1 1

t—z t—2

Tu(z) - Tu(2)| < fullzen /D AV (1),

und damit folgt die Behauptung aus Lemma 6.1.3. O
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Betrachten wir nun die Cauchy-Integralformel fiir ein Gebiet D CC C. Der rele-
vante Bochner-Martinelli-Kern ist

1 d¢

o2l —z

B1o(¢, 2)

Fiir eine integrierbare (0,1)-Form f € Lg,(D) liest sich die Bochner-Martinelli-
Koppelman-Formel fiir LP-Formen, Theorem 3.5.1, nun:

1) = -0.807) = 0. (5 [ r0n %)

Damit ergibt sich:

Theorem 6.1.5. Sei D CC C offen und beschrinkt. Dann definiert der Operator

DL, 1 .
B/ gm [ 10N

2mi
eine stetige lineare Abbildung
By : Lg,(D) — L"(D)

fir alle 1 < r < oo mit

S| =
V
DN | —

SR

Es gilt
GBS 1
im Distributionssinne.
Fiir 0 < a < 1 ist BY stetig als Abbildung
By : Lgi*(D) — C"(D),

firn=1—aq, falls o > 0, und fiir alle n < 1, falls o = 0.
Dabei bezeichnet C"(D) den Raum der n-hdélderstetigen Funktionen auf D.

Beweis. Die Aussage iiber die Holder-Regularitéit folgt aus Lemma 6.1.1 mit g =
1 und aus Korollar 6.1.4. Der Rest des Beweises ergibt sich aus der BMK-Formel
fiir LP-Formen im hochsten Grad (Theorem 5.2.9) im Fall Dimension n = 1. [
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6.2 Holder-Regularitit des BMK-Operators Bé)

Nun untersuchen wir Integrale iiber Gebiete in C". Seien dazu zunéchst einmal
R; >0,0<a; <2und 0 <9 <2nfiir j =1,...,n fest gewdhlt und

I = .
=) / G TG T = 223

Fiir j = 1,..,n wéhlen wir nun Koeffizienten 0 < 6; < 2 mit

zn: 5; =9.
j=1

Es sei
|Zj|6-7_a'j , falls (5]' < Oy,
Zjl,"g ={ 1 ;— ]lqg R; —log|z|| , falls 0; = aj,
Rjjiaj , falls 5]‘ > Q.

Mit dem Satz von Fubini und Lemma 6.1.1 konnen wir nun /(z) in Abhéngigkeit
von (01, ..., 0,) abschéitzen:

B dVC CJ)
Iz) = / Gl e = 25

n

1 ave((
S_lj[l/(c c(¢5)

G199 |5 — 2|2
< HC<O‘J"5J')ZJZ‘09’

j=1
fir alle z = (21, ..., 2,) mit 2z; # 0, falls 6, — a;; <O0.

Wir werden diese Abschétzung fiir /(z) nun derart verfeinern, dass auch 6; = 0
zugelassen werden kann und hochstens ein Logarithmus auftritt. Dazu ist eine
weit aufwendigere Analyse des Integrals I(z) notwendig.

Sei dazu noch:
7 =

J

|z;|%7 | falls 6; < oy,
Rjj_aj , falls 0; > .
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Lemma 6.2.1. Firj=1,...n seien R; >0, 0<a; <2,0<9 <2n und

I = .
(=) /|< G G TC = ]

Wabhle fir j =1,...,n — 1 weiterhin 0 < §; <2 und 0 < 9,, <2 mit

i 5j == 5
j=1

Dann ezistiert eine Konstante C > 0, die nur von den o; und 0; abhdngt, so dass
folgendes gilt:

n—1
I(z)<C-z -] 2
j=1

fiir alle z € C™ mit z, # 0, falls 6, — a,, <0,
und z; # 0, falls 6; —a; <0 firj=1,...,n—1.

Die Sonderrolle der Variablen z,, ist willkiirlich gewéhlt. Aus Symmetriegriinden
gilt: Fiir jedes k € {1,...,n} mit §; > 0 existiert Cy > 0 mit

Iz)<Ce-27- 1] %

je{1,...,n}

Beweis. Die Variablen (1, ..., (,—1 konnen ohne Einschrankung vertauscht werden.
Dies tun wir folgendermafien:

Sei
lo:=4#{j:j<n—1und a; =9}
Wir nehmen an, es gelte a; = ¢; fiir j = 1, ..., ly, wobei [y = 0 moglich ist.
Sei nun
k‘o :#{jlg+1§j§n—1und5J:0}

Wir nehmen an, es gelte 6; = 0 fiir j = lp + 1,...,1lp + ko, wobei ky = 0 moglich
ist, und setzen
m = ly + ko.

Wir unterteilen das Integrationsgebiet G = {¢( € C" : |(;| < R;} in 2™ Regionen:
Fir L C {1,...,lp} und K C {lp+1,...,m} seien

AL ={(eqG: ¢ — 2] <|¢| , fiir alle j € L,
GG — 2| > |G|, fur alle j € {1,...,10} \ L},
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A ={CeG: |(G—z| <|%|/3 ,furalle j € K,
|CJ—Z]’>|ZJ|/3 ,ﬁir allejE{lo+1,...,m}\K},

und
ALK = AL N AK.
Damit ist
G - U ALK-
LC{l ..... lo}

KC{lo-‘rl ..... m}

Hier tritt L = K = () immer auf. Im Fall m = 0 erhalten wir:
G = Agy.

Wir bezeichnen das Integral iiber Apx mit I x. Um I zu berechnen, kénnen
wir nach Umordnung der Variablen (i, ..., (,, jetzt

L=1{1,..1} fir 1<l
und
K:{l0+1,7k3} fiir logk’gm

annehmen, wobei wir die Konventionen [ = 0 fiir L = @), und k = [, fiir K = ()
verwenden.

Fiir [y + 1 < 7 < k ist im Integrationsgebiet Apg:
23| < 161+ 125 = Gl < UG+ 1251/3,
also
2 .. .
Sl <161, filo+1< <k, (84)
und auflerdem
0, =0, firlp+1<j7<m. (85)
Es sei
lo lo
0= a; =Y 0§ <2 <2k
j=1 j=1
Im folgenden benétigen wir:
1 1 1

¢ — 2|20 ||C = 2[R0 ||¢ — z||22k-1-6+0
1
Gl — 21 [PPH10 |G — 24 2F 0 |Gy — 2| PRI

n—1

1 1
= U o=

j=k+1 1>
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Damit ergibt sich unter Verwendung von (84) und (85):

1 dVen (€)
T =
1k (2) /ALK |Gl -+ Gl (€ — ]2

k
(1 / 1 | 1 AVien ()
T\ S [l ) Jag (Gl (G| G- [Gal o € = 220
k
1
<
< (1Ler)

(/ .
Alk ‘Cl‘ ! ’Clo’ ! ’Cn‘ n‘C’I’L Z’I’L’ "
(“(Ck 1(C17"'7Ck57€n) )

|Cl _ Z1|2k+1—19 + ...+ |Ck _ 2k|2k+1—19 + |Cn _ Zn|2k+1—19

_dve(§) T dVe(6))
H /Zjl/?’<|cJ 7l |§ %91¢ — 2 (H /le<Rj G116 — Zj|2_6j)

j=k+1 j=m+1

— ( H P )FZ/m( ) Fra(2) F3(2),
jlo1 17

wobei wir fiir Fyi,1(2) iiber
A = {(Cla 7§k7<n) : |<j - Zj’ < |C]‘ Cfir 1 <y <J,

G — 2] > |¢G], fir I+ 1 <5 <o,
Gl <Ry i j € (1, kn))

integrieren.
Wir berechnen die Faktoren Fji1(2), Fi2(2) und F5(z) separat.

Lemma 6.1.2 (80) liefert wegen «; # 0; = 0 (wenn wir jeweils d = |2;|/3, a =
a; >0und f=2fir j =k+1,...,m wihlen):

dVe( C]
Fk? H /ZJ/3<|CJ —2j] |C ‘O‘J‘CJ — Z]|2 N H

j=k+1 —k+1’ J‘a]

Aus Lemma 6.1.1 folgt wegen o; # 6; > 0 fiir j > m + 1 mit der Wahl o = ¢
und 8 =2 —9;

B dVe(¢5)
Bl = H /J<R (el ]‘C]_jZ]P % < H %

j=m+1 Jj=m+1
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Fiir Fj.1(z) verwenden wir die Substitutionen

(G —2) =t;(Gu—2) , firl<j<li
G=t;(C—20) , firl+1<j<ly,
(G —2) = tj(Cn — 2n) , Firlg+1<j <k
Damit gilt: L
de A dCJ = |Cn — Zn|2dtj A d57

fiir 1 < j <k, und wir erhalten:

2 ( ) / 1 1
z = .
g 1G1 - [Gol™0 1G] G — 2a] 00
‘ dVier+1 (Crs -5 Gy Gn)
G — 21|20 (G — 2] 2 4 |G — 2|2
1

</ ! - ,
Ay ‘Cl _ leoq . |<l _ Zl’al ‘Cl+1|041+1 .. ‘Clol lo
1

. ‘Cn|anKn - Zn‘l_én

dVCk+1 (Ch sy Ckv gn)

) _ 1 _ _
D it nutiont iy 1G = 2R TGP 4 |G — 2 PRV

< / 1 X dV(Ck (tla 7tk)
Y 2T Sl 7 e 7 R S e VM e A |

I¢n|<Rn G = 20?1 Cn — 20|21 G| |G — 2 |00

= Clag,....,aq, k) /
1 ' (Gul <R 1Gn = 2> 702Gl
< Zls

nach Lemma 6.1.1 mit a = «,, und 3 = 2 — §,, unter Beachtung von 9,, > 0.

Die Berechnung von

/ 1 dVee(ty, ..., ty,)
Ck |t1|a1 ce |th’°”0 |t1|2k+1—19 4+ o+ |tk|2k+1—19 +1

/ 1 dVer(t)
= : < 00,
ck |t1|a1 - |tlo|al0 ||t||2k+1—19 +1

mit ¢t = (¢y, ..., tx), erfolgt in Lemma 6.2.2.
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Zusammengefasst erhalten wir:

Ink(2) S (

PAN
N
I
s
£

&
B
N——
S
Q
<.
I
e b
¥
N——
<
3
3 |
=)

N

N——

Das ist wegen

) fiir .] S lOa
(Sj: ,ﬁir l0+1§]§m,
(Sj>0 ,fir m4+1<7,
die Aussage, die fiir I x zu zeigen war. Die Aussage fiir I(z) folgt durch Summa-

tion iiber die Indexmengen L und K. Die Konstante C' > 0 ergibt sich als Summe
der auftretenden Konstanten. O]

Nachzureichen ist:

Lemma 6.2.2. Firj=1,...,k seiten 0 < a; <2 und ¥ = Zle a;. Dann ist

1 dVer(t)
I= ’ < Q.
/@ eufor el ([P0 4 1)

Beweis. Wegen

Q—aj+l/k

k
(HtHZkJrl 19 H ‘t ‘2k+1 19 )m

st

~
IA
-

<.
I

IN
=

/ dVe(t;)
—a +1/k
1T |0 (|t 26010 1) Ty
[t;

dV@ +/ dVe(t))
1 ti]<1 |t;] It;]>1 |75j|0‘j‘tj|2_aj+1/lg

/ 1= O‘Jdr+/ r_l/k_ldr> < 00.

J

2
]

.
Il
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Wenn wir in Lemma 6.2.1 nur iiber

A=A{C: ]G] < B\ {C: |G — 2] < d}

integrieren, konnen im Nenner des Integranden hohere Potenzen von || — z||
zugelassen werden:

Lemma 6.2.3. Firj=1,...,n seien R; >0,0<a,; <2,0<0<1,d>0 und

B 1 dVen (C)
6= [ gen TG TG O = #l

dS'Cn_Z'n

Wihle fir j =0, ...,n weiterhin 0 < 6; < 1 mit 6, < o, und

=130+ 0
j=1

Dann ezistiert eine Konstante C > 0, die nur von den o und 0; abhdngt, so dass
folgendes gilt:

d&o*l ’50<1 -
I(z)SC'{1+|1Oan—logd| ,50:1}.-1_[1%
=

fiir alle z € C" mit z; # 0, falls 6; — o;; < 0.

Man beachte, dass auch hier die Rolle der Variablen aus Symmetriegriinden ver-
tauscht werden darf.

Beweis. Wir iibernehmen den Beweis von Lemma 6.2.1, der nur leicht modifiziert
werden muss. In der Abschéitzung der Gebietsintegrale I bleiben die Faktoren
F 2 und Fj3 unverdndert, wihrend sich der Exponent von |, — 2,,| im Nenner des
Integranden in Fj,; um 1 — dy erhoht und das Integrationsgebiet eingeschrankt
wird. Genauer: Unter Beriicksichtigung von

1 1 1
[C = z[2+1=6 — |I¢ = 2|]PHH1-0 || — 2|00
1
1 — 21 [PRHI0 (G — 2| RTI0 f [C — 2210

n—1

1 1 1
|€n _zn|1_5n_60 |gn_zn| H |C _Zj|2_6j'

j=k+1 17

ergibt sich mit (84) und (85) hier:

k
Ink(2) S ( H %) Ekv,l(z)Fkﬂ(Z)Fi*(z)?
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wobel sich nur ]51\1:1 gegeniiber Fj;, ; im Beweis von Lemma 6.2.1 veréndert hat:

— 1 1
Ek, ya = / P .
1( ) Ak |C1|O[1 U |<l0| o |<n|an|Cn - zn|2_5n_6o
. dV(Ckal (Cl? ;Ck?(n)
Gl — 21 [P0 £ [Ge — 2P0 1[G — 2[R

Integration iiber

A =G GG G =zl <Gl fir1<j<t,
G — 2] > 1G], fiir l+1 <35 <lo,
G| < R; , fiir j € {1,....k,n},
|<n_zn|2d}

Mit den gleichen Substitutionen wie fiir Fj;; im Beweis von Lemma 6.2.1 folgt:

— 1 1
Fials) < /N

A |G — 21|+ |G — ™ ' |G |1 - |Gy |0
1

‘ ‘Cn’an ’Cn - Zn‘276n760
dVCk+1 ((17 sy <k7 Cn)

. — l — -
Zje{l,...,l}u{lo+1,...,k} ‘CJ - Zj‘%ﬂ )+ Zjozl+1 ‘Cj,QkJrl v+ ‘Cn - Zn’%H v

< / 1 ) dVer(te, s tr)
T ok o Mo [ PR 4 PR 1

lEs TG = 2l — P G0 G — 2P

dVe (¢,
= C(a17"‘7al07k) /|<n<Rn |C —Zz |3(S(5§_)50|g‘ |an
(Gnznl>d " !
< 1 [ » 00 <1,
~ |zp|an—on | 1+ |log R, —logd| , & =1,

nach Lemma 6.1.2 (81) mit o« = o, f =3 — 9, — o und 7 =4, < av.

Zusammengefasst erhalten wir hier:

Ii(2) S (H #> Fi(2) Fra(2) Fra(2)

Jj=lo+1 |Zj|aj

< 1 d%—1 m 1 n—1
~ |zn|an5n{ 1+ |log R, — logd| } H 2] ' H Zj |

J=lo+1 Jj=m+1

und die Aussage folgt wie im Beweis vom Lemma 6.2.1 durch Summation iiber
die Indexmengen L und K. O
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Jetzt konnen wir die Holderstetigkeit solcher Integrale untersuchen. Wir verwen-
den wie im Beweis von Lemma 6.1.3 wieder den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung, um die Singularitédt abzuschétzen:

Lemma 6.2.4. Es set D CC C" ein Gebiet, 0 < 0 < 1, 0 < o; < 2 fiir

7=1,...n und
2) :/ 1 dVen (€)
p [Gul -+ [Gal o IC = 2>

Wihle fir j =1,...,n weiterhin 0 < 6; < o, und 0 < oy < 1 mit

6=+ 3
j=1

Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, die nur von den «;, den d; und D abhdngt,
so dass folgendes gilt:

_ |0
1) - 7)< © 20 = 20| ety

|Zn_2;|(1+|10g||zn_ Zp) do =1
1 d0j—aj
(e = )H'Zf“ |

fir alle z,2" € C" mit z = (21, ..., 2n) £ 2" = (21, -+, Zn_1, 20,

2 70 , falls oy > 05, firj=1,...,n—1,
min{|z,l, |z,|} #0 , falls o, > .

Beweis. Wir wihlen R > 0 so dass D C Bg(0), und setzen

1 1
I N (] (Gl

Seien nun z = (21, ..., 2,) und 2z’ = (21, ..., 2,1, 2,,) zwei Punkte, die den Voraus-

setzungen entsprechen, mit Abstand

F(¢ 2) =

d:= |z =2 = |z0n — 2]
Aus Symmetriegriinden kann |2/, | < |z,| angenommen werden.

In diesem Beweis werden wir mehrmals die Lemmata 6.2.1 und 6.2.3 verwenden.
In diesem Zusammenhang sei auf d; < «; hingewiesen, was die Folgerungen aus
den Lemmata relativ einfach halt.
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Sei weiterhin

Z:={CeC":|¢ — 2| <2d}.
Wir unterteilen das Integrationsgebiet in zwei Bereiche, und betrachten die beiden
Integrale

L) = /D (PG = FCH) Ve ),
I(z,2) = /D\Z(F(C,z)—F(C,z'))dV@n(().

separat. Wegen
|T(Z) - T(zl)| = |Il(Z7Z,) + ]2(27 Z/>| < |Il(Z7Z,)| + |IQ(272/)|'
liefert das dann die Behauptung.

Wir betrachten zunéchst I;. Hier konnen wir die Abschétzung

L(z7) < /D PG Ve () + /D PG Ve (O
=: L(2)+ L(2)

verwenden. Es sei auf

|<n - Zn| S 2d < 3d
6o — 2] < |Co— 2l + |20 — 2] < 3d

in Z hingewiesen.
Nun sind einige Fallunterscheidungen notwendig:

a) Es sei |z, — 2| < |z,]/10. Mit (86) folgt
[2n] < fzn = Gul + 1G]
< 34+ (Gl = 3w — 4] +1Gul < wlaal +16
und daher:
|20l /2 < 1Gal-

Damit ist

1 dV(Cn<C)
Ii(z) = /
13 = ) TaF TG e = 2]
< 1 / 1 dVen (€)
SR I T e [ Y T

|2n—Cn|<3d
1 1 dVien 1 ~
- | 2, | on [@ISR RCEREENS _Cgﬁzczs - E ’anll(a»
" |G| <3d - n

mit 2 = (21, ..., Zn_1,0).
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Fiir [:(E) verwenden wir Lemma 6.2.1 mit @ = («q, ..., @,—1,0) und
d = (01, ..., 0p_1, 0 + 0p). Das liefert

n—1
L(Z) S @)™ ] ] Iz,
7=1

und somit (mit |2) | < |z,|):

n—1
1
L(z) S an — Z,/1|§"+50 H |Zj|§j_aj (87)
n J=1
n—1
(lznl + 120 —a
< W% — 2 % [T Iz1% (88)
j=1
]_ /1 8o n 0i—ous o / |Z7'L|
W’Zn = 2] ]1:[1 23|77 i [z, — 2] < 10 (89)
und das wollten wir fiir /;(z) zeigen.
Da auch |2/, — ¢,| < 3d in Z gilt, ergibt sich
]’ N < 1 1180 T 5jfaj f / |Zn‘
1(2)NW\%—%\ jl:[l|zj| , o fiir |z, — 2 TR (90)

vollig analog.

b) Jetzt betrachten wir die Situation |z, — 2/,| > |2,|/10. Wegen (86) ist hier
Gl < |G — 2zn| + |2n| < 3d+ 10|z, — 2| = 13d (91)
fir ¢ € Z. Damit folgt:
Z = {C+ [Gu = 2l < 2} € {C 5 1G] < 134}, (92)
und wir erhalten unter Verwendung von Lemma 6.2.1 mit & = (84, ..., 8, + do):

1 dVen (€)
I —
1(2) /D G (G TIC — 223

1 dVen (€)
= /ICJ'ISR Gl |Gulom IC = 2|20

|Gn|<13d

| 2 O Ho0—m , On + 00 < oy n—1
< 1+ |log(13d) —log |zn|| , 0n + 00 =, p - (H |zj|5f_af> :
(13d)onto0—an , On + 00 > j=1
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Fiir 9,, + 69 < «, folgt weiter:

S |Zn|50 (10|Zn - Z7l'l|)50

1)
|Zn| - |Zn|0‘"_6" |Zn|a"_5"

Fiir 6, + 0p = v, ist wegen |z,| < 10d und |z < |z,]:

1+ |log(13d) — log |z, || 1 + log(13d) — log |z,
1+ log (13(|2a| + |2,])) — log |2n]

<
< 1+ log26 + log |z,| — log |z,|

< =l (10]2n — z,)
~ |Zn|04n*5n - |Zn|an*5n
Fiir 9,, + 69 > a, gilt:
(13|Z _ |)5n+50*an _ (13|Z _ |)5n+50*an ‘Zn‘an_(sn
n n - n n

|Zn|an_5n

—an (102, — 2 [) om0

" |Zn|an76n

< ’Zn - Z;L’(SO
~ ’Zn’anftsn :
Also erhalten wir auch hier:
]_ S nl 0:i—aou; . / |Zn|
L(2) < A= zn — 2 [ [ 1zl fiir |2, — 2] > =
n j=1

(93)

(97)

Fiir I, (2') gilt analog unter Verwendung von Lemma 6.2.1 mit § = (44, ..., 5, +0):

/ _ 1 dV(C”(C)
we = f GG e = 2

< / 1 Ve ()
= JIGISR (G [Galon [[¢ — 220

|Cn|<13d

Qn

|2/ |9ntdo—an , Op+ 60 <y | n-1
< 1+ |log(13d) —log|zL|| , 0n + 00 = H |2;]%
(13d)on+o0—an , Op 4+ 00>, ) =1
Wegen
20 < zn] <|zp— 2]
10 = 10 B

also auch |2/ | < 10|z, — z.|, gilt weiter:

(10]2n — 2, [)

! 10n+d0—
|Zn| nroeTen < |Z7/1|an75n

fiir (571 + (So < O

analog zu (93).
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Ebenso folgt

1 \Ontdo—an |20 — 23|%
(13|20 — z,1) S

|Z’ ’anfdn fiir 5n + 50 < O,
n

analog zu (94) - (96).

Im Fall §,, + 09 = «,, miissen wir etwas anders vorgehen. Hier erhalten wir mit
(91), das heift |¢,| < 13d, und € := dy/2 unter Verwendung von Lemma 6.2.1 mit

= (01, ..., 0n + ) und @ = (aq, ., A1,y + €):

L(z) = / 1 dVen(¢)
DAz ’Cl’al ... K‘n’an H< _ Z/H2nf6
[ el e
- GISR a ... an _ ||2n—6
IC‘J||<13d Gl [Cal e (1€ = =]
< dE/ 1 dVen (€)
R GRS
n—1 |Z ’60 € n—1
5 d€|Z;L 5n+6o—an—eH |Zj|6j—ozj _ |Z Ta — H |ZJ|6J a;
j=1
10d50 e n—1 N Zn_Zn|50n 1 5
—ay o
< |an_§n Hl J‘ Y ’an—5n H ’Zjl T
j=1
Damit ergibt sich:
1 A
R = ) | (T A D
n T

Fassen wir (89), (90), (97) und (98) zusammen, so ergibt sich:

[L(z2)] < L(z)+L(2)

< ER S ’|5“n|_|1| [0
~ |Zn an—0n |Z/ |a'ﬂ_5n “n “n ~j )
n

j=1

und das war fiir [;(z, 2’) zu zeigen.
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¢) Nun betrachten wir noch

B(s?) = [ (F(G2) = PG ) dVenlc),
D\Z
mit
Z={CeC":|( — zn| <2d}.
Im Integrationsbereich D\ Z ist also

2d < | — 2l (99)

Fiir I, verwenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Bezeichnen
wir mit [z, 2’] die Verbindungsstrecke der Punkte z und 2/, so gilt fiir alle ( ¢ Z
némlich:

1 1 1

/
c—2s  e=zps| ~ I #l e e

1
_ /
= e al B e

Wegen (99) gilt

1€ ==l < ¢ =wll+ flw =2l = [IC = wll + |wn — 2]
1
< l¢—wli+d <l —wll + 516 = 2al
1
< ¢ —wll+3ll¢ ==l

also
1€ = 2[| <2[|¢ —w|

fur alle ¢ ¢ Z und alle w € [z, 2/]. Damit gilt

1 1 1
e R o RS e s
fiir alle ¢ ¢ Z und es ergibt sich:
1 1 1
B < [ - AVer ()
I Y e o o N et e Ve
1 dVen (€) ~
S Joa— 2 S
oz Gl = Gl TIC — 2P
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Unter Verwendung von Lemma 6.2.3 ergibt sich:

3 1 Ver (0)
I =
2(2’) /D\Z ‘Cl‘al . ’Cn‘a" HC _ Z”2n+176
1 WVer (€)
< / I ISR |Cl|a1 R |<n‘a" HC . ZH2”+1*5

|Cn_2n|>2d

2d)% ! L0 < 1 _
< ( 0 On—an
~ {1+|logR—log(2d 50—1}H|j|

d%o—1 50 <1
< ) |0n—on
~ { 1+|bg|d,50:],}11*%’ '
J:
Zusammengenommen folgt:

(2.2 S lon— 2] I2(2)

doo—1 5o <1) 1
< o » V0 |9n—an

o déo 50 <1 S an
= {du+mgd 5y = }Ihﬂ

und das war fiir I zu zeigen. O

Analog erhalten wir eine Aussage iiber die Holder-Regularitéat der BMK-Transformation
(fiir 6 = 1 im folgenden):

Lemma 6.2.5. Es sei D CC C" ein Gebiet, 0 <6 <1, und fiir j = 1,...,n seien
0 < a; <2. Weiterhin sei k € {1,...,n} und

Tu(z) = /D m&%dv@(g

Wahle fir j =1,...,n weiterhin 0 < 0; < a;; und 0 < 69 < 1 mit

§="00+ Y 0
j=1

Dann ezistiert eine Konstante C > 0, die nur von den «;, den d; und D abhdngt,
so dass gilt:

|20 — ;|(1+|10g||zn— Zl) 0o =1

1 é
(= = ) H S

_ ! ]d0
Tu(z) - Tu(z)| < cuunm{ 20 = 2] ,50<1}

fir alle u € L>*(D)

und alle z = (21, ..., 2p) # 2" = (21, .oy Zn—1, 2,,) wie in Lemma 6.2.4.
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Beweis. Der Beweis ergibt sich durch leichte Anpassung des Beweises von
Lemma 6.2.4: Wieder sei

Z =1C: ¢ — 2a| < 2|2, — 20|}

und man verwende die Aufteilung:

Ck — 2k Ck — 2, dVen (€)
Tu(z) — Tu(Z)|] < ||lu oo,a/ —
Tu(z) =Tu(D] < ulleee | s ~ 0= 25 | [ G
< Nlullpee (Ii(2) + Li(2) + I2(2, 7))
mit
1 |k — 2k
n(z) = / dVien (¢
&) = A Ta e = aprrseven(©)
. / 1 Ve (C)
— « a 2n—4 "’
ooz Gl Gl IE = 2]
und
1 Ck — 2k Ce — 2
I(z,2") = / — dVen ().
2(52) = ) T T [T = 2P = s | Ve )

Analog zum Beweis von Lemma 6.2.4 gilt hier mit dem Mittelwertsatz:

1

Ck — 2k Gk — 2 /
S = mlr s

e -

fiir alle ( ¢ Z und es ergibt sich:
1 dVen (€)

oz (Gl Gl I = 2P

= lon— 20l Ba(2)

I(z,2") < Jzn — 2

~J

Fiir I1(2), I1(Z') und fg(z) konnen nun die Abschitzungen aus dem Beweis von
Lemma 6.2.4 unverdndert iibernommen werden. O
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Fir |a| = oy + ... + o, < 1 ergibt sich:
Lemma 6.2.6. Sei D CC C" ein Gebiet und es seien 0 < o < 1 mit

0<la|=>a;<1, 0<d=1-|o|<1.
j=1

Weiterhin sei k € {1,...,n} und

Ck — 2k

Tu(z :z/u(—dVCnC.
Dann liefert T einen stetigen linearen Operator
T: L>**D)— C"D)

fiir n = do, falls 69 < 1, und fiir alle n < 1, falls 59 = 1.
Dabei bezeichnet C"(D) den Raum der n-hélderstetigen Funktionen auf D.

Beweis. Es sei R > 0 mit D C Bg(0) und

5:50+Z&j:1.
j=1

Also liefert die Anwendung von Lemma 6.2.1 mit
(01, ey 0n) = (Q1y ooy 1, i + Jp):

p Gl [Glom 1€ = 2[Pr=°

-1
< lufl g€’ RevFRmen T 2077 = C'RP|fu] powe,

Jj=1

[ Tu(2)]

IA

mit einer Konstanten C’ > 0. Damit existiert Tu(z) fiir alle z € C*, und |Tu| ist
beschréankt wie gewiinscht.

Weiterhin existiert nach Lemma 6.2.5 mit (dy, ..., d,) = (do, 1, ..., ;) eine Kon-
stante C,, > 0, so dass

VAT ) <1
_ N o< o |20 = 2 Y
Tu(z) = Tu(z)] < Cullullz {|zn_z;|(1+|1og||zn—zg|> =1
n—1
. (|Zn|ocn—0én + |Z;L|Oln—0én) H |Z]|a]_aj
j=1

— |Zn_Zw/1|6O ’50 <l
= CnHun{ |20 = 24|(1+ [log 20 — 24]) 00 =1

fir alle z = (21, ..., 2n), 2’ = (21, ..., 2n—1, 2,,) € C" gilt (2, # 2/, im Fall §; = 1).
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Analog existieren Konstanten C; > 0 mit

PV 0o <1
T _T ! < y 00,0 ‘ZJ ZJ| 7 O
Tu(z) = Tu(z)| < Cjllull { 2; — 25|(1 + |log ||z — 2j]) .00 =1

.. . r /
fiir alle 2 = (21, ..., 2,) und 2’ = (21, .+, 21, 2}, Zj 415 -+ Zn)-

Damit folgt:

[EPI% j’

n
|Tu(z) — Tu(z")| < Z|Tu(zl,...,zj,z;+1,. 20) — Tu(z1, ooy 21, 25y oy 20)|
j=1

3 |2 =z Ly < 1
< ; 00, J
= 2 Gl {|zj—z;-|<1+|1og||zj—z;|> o =1

fiir alle z, 2’ € C™.

Fiir g < 1 gilt wegen |z; — 25| < ||z — 2/[| also:
Tu(z) = Tu(z)] < |l2 = 2/ Jull = Y C;
=1

fiir alle z, 2’ € C". Damit ist die dp-Holderstetigkeit fiir g < 1 gezeigt.

AuBerdem existiert fiir jedes n < 1 eine Konstante (), so dass
z (1+|log| z) < C, x"

fir alle 0 < x <1 gilt, denn (z (1 + |log| x))/z" ist stetig auf [0, 1] und nimmt
daher das Maximum C;, an.

Fir 09 = 1 erhalten wir also

Tu(z) = Tu(z)] < Y CCjlz; = 2|l o
j=1

n
Collz = 2" l[ull L Y C,

j=1

IN

falls ||z — 2/|| < 1. Fiir ||z — 2/|| > 1 ist

[ Tu(z) = Tu(z)] < [Tu(z)] + [Tu(z)]
< 20" R™||ul| o < 2C"R® ||z — 2'||"||ut]| e,
also die n-Holderstetigkeit fiir 69 = 1 gezeigt. O

129



Als Folgerung ergibt sich fiir die Bochner-Martinelli-Koppelman-Transformation:

Korollar 6.2.7. Es sei D CC C" ein Gebiet, 0 < qg<n—1, und a = (ay, ..., )
mit o; > 0 und || < 1. Dann liefert die BMK-Transformation Bf einen stetigen
linearen Operator

BP: L399, (D) — C{,(D)

firn=1—|o|, falls |a| > 0, und fir alle n < 1, falls |a] = 0.
Dabei bezeichnet Cf ,(D) den Raum der (0, q)-Formen mit n-hélderstetigen
Koeffizienten auf D.

Beweis. Es sei
felg (D) und g= Bqu.

Nach Definition 3.1.1 sind die Koeffizienten g; = (Bf f)s gegeben durch

g5 = ¢y Z 6kJ/‘fL HC ||2ndV(C”(<)

.....

mit einer Konstanten c;, die nur von n, ¢ und J abhéngt.

Nach Lemma 6.2.6 existiert eine Konstante C' > 0, die nur von «, n und D
abhéngt, so dass gilt:

lgller = 3 llgullen
J
< Sl 3 Cllfellpen
J k=

< O,HfHL‘X”O"

mit einer passend gewihlten Konstanten C’(n,q, «,n, D) > 0, was die Behaup-
tung beweist. O
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6.3 Lokale Integrationskoordinaten fiir die Kugel

Unser Ziel ist es, die Regularitét der Integraloperatoren T, und S, zu untersuchen.
Die Hauptteile T, und S, der zugehorigen Integralkerne (vgl. Definition 5.2.4)
kénnen nach Lemma 5.3.3 abgeschétzt werden durch Ausdriicke der Art

o
Pr—3/2p2"

Dabei bezeichnet & eine auf ganz C" glatte Differentialform, und es gilt:
P(C,2) = [I¢ ==l +r(Q)r(z) = ¢ — 21" + (1 = ¢ (X = 1=,
O((,2) = 1—(¢2)=1-) {3

j=1

In diesem Abschnitt werden wir lokale Integrationskoordinaten fiir die Kugel er-
mitteln, die es ermoglichen, ® in giinstiger Form darzustellen.

Fiir 2 € D sei
op(z) = dist(z,bD) = —r(z) =1 — ||2||%.

Fiir festes 2z € D werden wir lokale differenzierbare Koordinaten

gz(() = f(Z,C) = (517 ,gn)

einfithren mit:

Re fl(zaC) = _T(C)
Im & (z,¢) = Im (¢, 2)

Nach Lemma 5.2.1 liefert dies dann die niitzliche lokale Darstellung

20(C¢,z) = 2Re ®((,2) + 2iIm D(¢, 2)
—r(¢) = r(2) + [I€ = 2|I* + 2iIm @(C, 2)
= Re &i(2,¢) +0n(2) + [|¢ = 2[|* + 2iIm & (2, (),

fiir ¢ in einer kleinen Umgebung von z, und es wird sich

9G] 2 [Re (2| + [m @(C,2)
= 5 (Re&(=,0) + () + € — #I) + Im &1(2,)
2 Re £4(5,0) + 05(2) +6(2:0) — £(,2)F + [Im &4(2, Q)

ergeben. Mit Hilfe dieser Abschiatzung werden wir dann im néchsten Abschnitt
die Holder-Regularitdt der Integraloperatoren T, und S, fiir 0 < ¢ < n — 2
untersuchen.
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Wir kniipfen an die Uberlegungen aus Abschnitt 2.1 an. Der C” sei versehen mit
den komplexen Koordinaten

G =+ 1y;

und den reellen Koordinaten x1, ¥y, ..., x,, y,. Wir erinnern an die Definition

0 1/ 0 .0
— === —-1—].
8@ 2 391:]- 3y]
Sei nun p € C". Dann ist der reelle Tangentialraum 7,C" versehen mit dem
Standard-Skalarprodukt, das wir mit (-, -)c» , bezeichnet haben. Um die Notation
zu vereinfachen, werden wir fiir Tangential- und Kotangentialvektoren im folgen-

den die Abhéngigkeit vom Punkt p unterdriicken. T,,C" besitzt die Struktur eines
n-dimensionalen komplexen Vektorraumes gegeben durch die Srukturabbildung

0 0 0 0
Il =— ) == d ,|—)=—5. 100
’ (3%‘) ay; " (3%‘) Oz, (100
Als komplexe Basis wihlen wir {%, s %}. Nun identifizieren wir 7,,C" als kom-

plexen Vektorraum mit dem komplexen Vektorraum 77-°C" der (1,0)-Vektoren
im Punkt p an C" durch den C-Vektorraumisomorphismus ¥, gegeben durch

0 0

Man beachte

0 0 0 0 L, 0
(o i) =0 (g + 00 () ) = o

o9 _1(o ;9
an - 2 al’j p@yj ’

Fiir eine holomorphe Funktion f gilt (unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen):

af 1 (0f of\ _1(0f  of\ _ of
¢ 2 ( ) (31’;’ " 3%‘) Oy

und

8xj ! 8yj

T2

Daher wird ¥, auch als natiirliche Identifikation bezeichnet. Man beachte aber,
dass T,C" und Tpl’O(C” als Teilmengen des komplexifizierten Tangentialraumes
CT,C" nicht iibereinstimmen. 7,C" ist kein komplexer Unterraum von

CT,C" = C ®p T,C".

Vgl. dazu auch [Ra], I11.2.2. The Complex Structure on T,M.
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Sei nun D C C" offen mit glattem Rand bD € C! gegeben durch eine definierende
Randfunktion r € C'* mit drp 7é 0 fir p € bD. Mit

dr, = p)dx; + Z Iy, (p)dy;

7j=1

und dem Normalenvektor

Z (%] Z ay]

ist dann
,bD = {teT,C": dr,(t) =0}
= {teT,C": (V.(p),t)cnp =0}

der reelle Tangentialraum im Punkt p an bD. Wegen dr, # 0, V.(p) # 0 fiir
p € bD ist T,bD reell (2n — 1)—dimensional. Fiir einen Vektor

t_ZtQJ 15— +Z 238

ist mit der komplexen Struktur (100):
- 0 a 0
S WIS WS
=t Ox; = 0y;

und  J,(T,bD) = {J,t € T,C": dry(t) =0}
{t € T,C" : dr,(—Jyt) =0}
= {teT,C": (Vi(p), —Jpt)cnp = 0}
= {teT,C": (J,V:(p),t)cn, =0},

Z 6yj (%] Z (%]

Wir bemerken J,V,(p) # 0 fur p € bD und
(V2(p), Jp‘/;"(p»(?”,p =0. (101)

mit

dy;

Nun ist
TobD = T,bD N J,(T,bD)
= {teT,C":dr(t) =dr(Jyt) =0}
= {teT,C": (V.(p),t)crp = (J,Vi(p),t)cnp = 0}
ein komplexer Untervektorraum von 7,C" als komplexer Vektorraum. Wegen

(101) ist T bD reell (2n — 2)-dimensional und komplex (n — 1)-dimensional.
T5bD heifit komplexer Tangentialraum im Punkt p an bD (vgl. dazu [Ra], 11.2.4).
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Unter Beriicksichtigung der Identifikation 7,C" = T/-°C" ist

t = Ztgj 15~ +Z 238

= Z(tgj 1+Zt2j) a
¢

j=1
Es ist

Z a5, %

Damit gilt:

20r,(t) = 2 Z(tgj,l + thj)a—g

0 0
= QZ tzj 1+ Ztgj (677“ Z—r)
J

0y;

—zn:t or o +zzn: Oy, O
= - 25— 16 236y - 25— 1ay 2]833
dry(t )+idrp(—J t)
(Ve(p), thenp + (S Ve (p), t)en -

Also ist Ory(t) = 0 genau dann, wenn (V,.(p), t)cn, = (J, Vo (p), t)cnp = 0, und als
Unterraum von Tpl’O(C” = T,C" ist der komplexe Tangentialraum gegeben durch

TrbD = {t € T,°C" : Ory(t) = 0}.
Man beachte, dass es sich bei (-, -)cn , um ein rein reelles Skalarprodukt auf 7,,C"
handelt, das in diesem Zusammenhang nicht mit der hermiteschen Fortsetzung
auf CT,C" verwechselt werden sollte.
Betrachten wir nun die konkrete Situation D = D und

rQ=1-lCIP=1=) a2 =) 4
j=1 j=1

Hier ist fiir p = (p1, ..., Pn):

dery = — ZQRe (pj) dz; — ZZIm (p;) dy;j,

j=1 j=1

Vi) = =2 2Re (p)) a%j —) 2Im (p;)
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Weiterhin ist

mo(C,2) = o (1-(¢2) —1-((2)

(Z CGiZi — ZC_J'ZJ) )
j=1 j=1

1
21
1
21
also
1 n o n o
delm &(p,2) = (Z zZ;dC; — szdQ')
=1 j=1

1 n
= 5 (Z(Re z; —ilm z;)(dx; + idy;)

j=1

— Z(Re z; +ilm z;)(dz; — idyj))

j=1

= — Z Im z;dxv; + Z Re z;dy;.
3=1 j=1

Fiir z = p folgt:
1
Vim o(P:p) = =5 V2 (p).

Sei nun p € bD fest gewdhlt. Damit liegen die Gradienten der Funktionen r(()
und Im ®((,p) wegen (V,(p), J,V;(p))cnp = 0 orthogonal in 7,C" und spannen
das Komplement von 77D in T,C" auf.

p)

so konnen T,C" und TFbD als affine komplexe Unterrdume des C" angesehen
werden, deren komplexe Struktur durch die komplexe Struktur des C™ induziert
1st.

Identifizieren wir

- 0 0
> (050

+b; —
j=1 Lilp dy;

mit
n

> (ajz; +biy;) +p,

Jj=1

Damit liefert eine Basis (&, ..., &) = (&(p), .., £n(p)) von T;Cb]D) komplexe Koor-
dinaten &;(p, ¢) in C", und als erste Koordinate kann

hinzugenommen werden, so dass £ = (&1, ...,&,) ein lokales Koordinatensystem in
einer Umgebung von p € bD liefert.
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Nun wollen wir die Koordinate & aber in Abhéngigkeit von z ermitteln. Da
®(C, 2) stetig differenzierbar ist, existiert s > 0, so dass

Vi) Vi, (s 2): Re &(p), Im &(p), ..., Re &(p), Im &,(p) }

noch eine Basis von T,C" fiir alle z € By (p) ist.

Wegen Im ®(p, p) = 0 existiert weiterhin s > 0, so dass

1

fiir alle z € By(p) gilt.

Damit liefern dann

£1<Z> C) = _T(C) + ilm CI)(C’,Z> )
Sj(pv C) ) j: 27"'7”7

ein Koordinatensystem in By (,)(p) fiir s;'(z) > 0 in Abhiingigkeit von z. Da

p
®(¢, z) stetig differenzierbar ist, hingt s”(z) stetig von z ab und nimmt auf

p

By (p) N By (p) ein Minimum s’ > 0 an.

Wegen
1
€1z ) = [Im &(p, 2)| < 5 und  |§(p,p)[ =0

existiert weiterhin s’

p

&I = 16, OF + D 1&m OF <1
Jj=2

(z) > 0 in Abhéngigkeit von z, so dass

fir alle ¢ € By, (p) gilt. Da alle auftretenden Funktionen stetig sind, hangt

auch s}"(z) stetig von z ab und nimmt auf By (p) N By (p) ein Minimum s, > 0
an.

Fiir festes p € b sei

52(() = (61(2’, C)a 62(p> C)? ceey Sn(pa C))a

sp) = min{sl s, 212 < 1,

und

M'(p) = max{|det Jc&.(C)] : 2,C € By (p)},
wobei J&,(C) die Jacobi-Matrix von &, beziiglich der Ableitungen in ¢ bezeichne.
Damit existiert M'(p) > 0, da &.(() stetig differenzierbar von z und ¢ abhéngt,
und fiir festes z € Bag(p)(p) ein Koordinatensystem in Bagp,) (p) liefert.
Je€.(C) sollte nicht mit der komplexen Strukturabbildung J, verwechselt werden,
die im folgenden aber ohnehin nicht mehr auftreten wird.
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Die Operator-Norm der Jacobi-Matrix sei gegeben durch

[Jc&:(Oll = sup [ Jc&(O)vl,

veCn:|lv||=1

woraus direkt
| Jc&- (vl < (| Te&(Ov]|
fiir alle v € C™ folgt. Sei

M"(p) = max{|| Je& (I, 1Jc& (O™ : 2,¢ € By (p)}-
Analog zu M'(p) existiert auch M"(p) > 1 und wir setzen:
M (p) = max{M'(p), M"(p)}.
Wir fassen das bisher erreichte zusammen:

Lemma 6.3.1. Sei p € bD. Dann ezistieren Konstanten 1 > s(p) > 0 und
M(p) > 1, so dass folgendes gilt: Fir z € Byy,)(p) liefern

gl(zv C) = _T(C) +iIm CI)(Q Z) )
§2, 5 &n € TEHD

ein komplezes Koordinatensystem
Q) = (&1(2,0), &1, Q) - &alp, O))
in By (p), und es gilt:
1€ <1 fiir alle z,¢ € By (p),

und:

| det Je€. ()]

M(p)™ < 1J&A(QI < M(p)  fir alle z,¢ € By (p)-

Da bD kompakt ist, konnen endlich viele solcher Bille gewéahlt werden, die bID
tiberdecken. Wir tun dies folgendermaflen: Fiir I C {1,...,n} sei

K;={pebD:((p) =0 fiir alle j € I}.
Nun wird K iberdeckt von a; < oo Béllen
Brg = Bspan2(p(L,q) , ¢=1,....a1,
mit halbiertem Radius s(p(/,¢))/2 und Mittelpunkt p(1,q) € K.
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Als endliche Uberdeckung von bID withlen wir
U={Br,:Ic{l,..,n}1<qg<as}

Wegen
K;cU; = U B]q
1<q<ar
existiert 1 > R; > 0 mit: z € Uy, falls dist(z, K;) < R;. Es sei
1
= R;/(2 1) < )
‘1 1/(2n + )_Zn—i-l

Nun sei z € D ein Punkt mit |z;| < € fiir alle j € I und dist(z,bD) < €.
Weiterhin sei

~ . 0 ,jel,

Z=m(z) mit (m;(2)); = { -, 7?. ¢
Damit ist

2 — 21l < (VEDer < ner.

Wegen

L—er <|lz] < llz =2l + |I2]| < ner + =]l
ist

1—(n+ e < |z,
also:
dist(Z, K1) < (n+ 1)es.

Es folgt:

dist(z, K1) < ||z — Z]| + dist(Z, K7) < ne; + (n+ 1)e; = Ry.

Damit ist z € Uy und es existiert By gy mit z € By ). Fir den Mittelpunkt
p(z) = p(1,q(z)) € bD der Kugel By 4 gilt:

¢(p(2)) =0 firjel

Wegen
aTp(z) = Z Cj (p(Z))dC]
j=1
und
TebD = {t € T,°C" : Or,(t) = 0}
ist damit

0 .
ac, Ty )bD , fiir j € 1.

Also kann ¢ fiir j € I als eine der komplexen Koordinaten (&, ...,&,) in

Bip(r.4()) (P(1, 4(2)))

ausgewdahlt werden.
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Um unsere Uberlegungen in einheitlicher Form darstellen zu kénnen, wéhlen wir
als universelle Konstanten (fiir alle Bélle B, € U):

I
s = min{w I C{l,..,n}, 1 <q<ay},
R; 1
€ min{e; ot 1 c A1, ,n}}_2n+1,
1
— mi <
a min{s, e} < 1

M = max{M(p(l,q)): I C{l,...,n}, 1 <qg<ar}.
Zusammengefasst ergibt sich:

Lemma 6.3.2. Es existieren Konstanten 0 < a < (2n + )™ und M > 1, so
dass folgendes gilt: Sei z € D und I, C {1,...,n}, k, = #I,, mit

lzjl <a , jel,

‘Zj‘zg ) ]gé[z

Dann ist k, < n — 1, und es ezistieren p, € bD mit z € B,(p.) und (;(p.) =0
fir g € I, sowie komplexe Koordinaten

g(C) = 52(() = (51(Z7C)7£2<pz;<)7 7£n(pz,g))

dist(z,0D) < a und {

in Boa(p,) mit:

&(2,0) = —r(Q) +ilm ®(¢, 2),
{&,.,&) = {G € LYU{&G.42,....,6} C T, bD.
Weiterhin gilt:
1Ol < 1, |det Je&AQ)| < M,

M7 <& < M fir alle ¢ € Bao(p.).

Auferdem ist
M7HC =zl < [1€0) = &(=)]I < MII¢ — 2|

fir alle ¢ € Bau(ps).

Beweis. Wire k, = n, also I, = {1,...,n}, so wire ||z|| < y/na, aber wegen
a < 1/(2n+ 1) steht dies im Widerspruch zu dist(z, D) = 1 — ||z||* < a.

Damit ist nur noch die letzte Aussage zu zeigen: Sei v die Verbindungsstrecke
v(t) = t¢ + (1 — t)z mit §(¢) = ¢ — z. Dann verbindet der Weg £ o v die Punkte
€(¢) und £(z), und es gilt:

60 - €@ < Lo = [ Il
< [ Inws OO0 < MC - 2.

Die andere Richtung folgt analog unter Verwendung von ||J:£; 1 (£(Q))|| < M. O
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6.4 Holder-Regularitiat der Operatoren ’/fq und §q

Es sei Eq einer der Integralkerne T, q bzw. §q fir 0 < ¢ < n — 2 (vgl. Definition
5.2.4) und K, der Operator gegeben durch

R,f(z) = / £(0) AR (C.2)

fur eine (0,q + 1)-Form f auf D.
IC, ist vom Typ (0,¢) in 2z, und vom Typ (n,n —¢—1) in C.

Nach Lemma 5.3.3 gilt fiir I/C\q die Abschétzung

|]Cq’ 5 )

o
Prn=3/2%p2

und fiir dqu die Abschétzung

. &
|dKCql S ‘m

Dabei bezeichnet & eine auf C* x C" glatte Differentialform.
Weiterhin ist
P(z) = [l¢— 2l + 7”(C)?"(i) = [I¢ = 2* + @ = lISI) @ = 11211,
O(Cz) = 1—{C2)=1-) G
j=1

und nach Lemma 5.2.1 gilt
2Re (¢, 2) = —r(C) —r(2) + [I¢ = 2|1,
und damit auch
AD(¢, 2)] = —r(C) + dn(2) + [I¢ — 2[I* + [Im @(C, 2))| (102)

fiir alle (¢,2) € D x D.

Dabei sei an
op(z) = dist(z,bD) = —r(z) =1 — | z|?

fiir z € D erinnert.
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Sei v = (a1, ..., ) Mit 0 < a; < 2 und f € L°**(D). Dann kénnen wir eine obere
Schranke fiir |K, f(z)| angeben. Mit Hilfe der lokalen Integrationskoordinaten fiir
die Kugel ergibt sich nédmlich:

Lemma 6.4.1. Fir j=1,...,n seien 0 < o; < 2 und
1
I(Z) :/ _ 80(C7Z)
p |G (Gl P2 (¢ 2) | @2(C 2)

Wibhle fir j =1,...,n weiterhin 0 < 0; < a;; mit

dVen (€).

max 9; < 1.
1<k<n 4
J#k

Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von den a; und 0; abhdngt, so dass
folgendes gilt:

(=) < CT] 1zl
j=1

fir alle z € D mit z; # 0, falls 6; — o;; < 0.
Beweis. Fiir diesen Beweis verwenden wir die lokalen Integrationskoordinaten fiir
die Kugel aus Lemma 6.3.2. Seien also a > 0 und M > 0 die Konstanten aus Lem-
ma 6.3.2. Wir unterscheiden die beiden Félle dist(z, bD) > a und dist(zb,D) < a:
a) Sei dp(z) = dist(z, bD) > a. Wegen (102) ist damit

42(¢, 2)| = 0p(2) = a,
und es folgt:

1 dVen (€)
<
1615 [ e T

n n—1 n
Z(Sj < 25]+25] < 2,
j=1 j=1 j=2

und mit Lemma 6.2.1 folgt:

Nun ist

() < C [T Izl
j=1

Tatséchlich liefert Lemma 6.2.1 eine bessere Aussage, auf die wir aber verzichten:
Man verwende Lemma 6.2.1 etwa mit 0 = 3, 5; =o;firj=1,...,n— 2,

0, =2> 08, und &,y =6,y +1— Y "7 > 6,1, also:

n n—2 n—2
G =Y0+1-) 6+2=3=4
j=1 j=1 j=1
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b) Sei dp(z) = dist(z,bD) < a. Hier unterteilen wir das Integrationsgebiet I in
die beiden Gebiete

A = {CeD: |-z = a/2} =D\ Bypa(2),
Ay = {CeD:|¢—z|| <a/2} =DN Byplz).
Das Integral iiber A; sei mit I; bezeichnet. I; ist leicht abzuschétzen:

1 dVen (€)
< -
I e oy e e

</ 1 AVen(C)
R (ST (P [ e (St

22n+1 1 n 5
dVen (Q) < Cy < Co | | |2]7 7,
a?ntl /Al |Cufer - - o lon H !

J=1

wobei wir im letzten Schritt Lemma 6.2.1 mit 6 = 2n, 0; = a; < 2
firj=1,..,n—1,und §,, = 2n — Z;:ll d; > a, angewendet haben.

Fir I, verwenden wir die lokalen Koordinaten aus Lemma 6.3.2: Es sei
K,={je{l,...,n}:|z| <a}, k,=#K,<n-1,

und p, € bD gewihlt durch Lemma 6.3.2, also mit z € B,(p.),
und (;(p,) =0 fir j € K, und es existieren komplexe Koordinaten

g(C) = 52’(() = (51(z7 C)7£2<pz> <)7 "'7£n(pz7 C))
in By, (p,) mit:

51(2’/’ C) = _T(<) + iIm (I)(C> Z)a
{&, . &) = {G1je Ky U{&2, . &} C T, bD.

Wegen k, = #K, <n—1kann 1 ¢ K, und

é-j = Cj furj € Kz
angenommen werden. Fiir solche j ist &;(z) = (j(z) = z;.
Wegen

Ba/Q(Z> C B2a(pz)
kénnen diese Koordinaten fiir die Integration iiber Ay = D N B,/s(2) verwendet
werden.
Fir j ¢ K, und { € B,js(2) ist
a <z <z = Gl G < a/2+ ¢,

also:
Gl > a/2.
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Damit folgt:

| ol 2)
e e s (e

1
< n .
~ \//;2 <H ’CJ|C¥3> HC_ZH2H73|(I)|2<C,z)dVC (C)

JEK,

dVen(€)

Unter Verwendung von Lemma 6.3.2 und (102) folgt mit
Ay = {(Im &, &, ....&) € R x C!':|Im&| <1, €| < 1fiir j =2,...,n},
Ay = {(&, &) €CT g < 1}

weiter:

< m[;<n:1 >ma&g%m Vi (€

jer 16197 ) I = 2% (Re & + [Im &1 + dp(2) + [I¢ — 2[1°)?
_ / 1 1 dVen (€)
~ ek, Ifglaﬂ 1€ = &(2)[*"2 (Re & + [Im & + dp(2) + [I§ — £(2)[17)?

1 dVen (§)
: / ( H |fy|aj> 1€ = &(2)I*"3 (Re & + [Im & | + dp(2) + [|€7 — &'(2)]1?)?

JEK,

mit £ = (&2, ...,&n)-

Der Satz von Fubini und Integration in Re & tiber [0, 1] liefern:

</ H 1 1 dVRx(Cn*l(Im 51,§2,...,fn)
= Ly \ AL TE ) e —e@P = &l + 6(2) + 1€ — € ()P

denn fiir ¢ > 0 ist:

/1 dr 1
o (+c)2 w+c

Weiter liefern Fubini und Integration in Im & tiber [—1,1]:

1\ 1+ |log|(dp(z) + [|€' — &(2)]%) ,
< n—1
</, (H lfj!w) fe—eepEe  e©

denn fiir ¢ > 0 ist:

! 1 1 1
= — +-< 2.
0 14+¢ ¢ c

1 dx 1
5 - = log(z +cly < [log|(1+¢) + [log]c.
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Damit ergibt sich: Fiir alle 0 < n < 1 existiert eine Konstante C,, > 0 mit:

1 dVen-1(&')
I C .
| 2(Z)| < n/|£j§1 <j]e;([z |§j|aj> ||£/ _€/<2)||2n—2—n

Wir wihlen konkret ein 7y mit

11%1’2(”25]' <mn <L
ik

Nun verwenden wir Lemma 6.2.1 (in C"~!) mit
o = Mo,
5 = 0,

53- = 0, firj=2,...,n—-1,

n—1
8, = m—Y & >0,
j=2
O/- — aj o je Kz
J 0 ) j ¢ KZ

Man beachte die Sonderrolle von 47, da wir 1 ¢ K, angenommen haben.
Unter Beachtung von §;(z) = (j(z) = z; fiir j € K, liefert Lemma 6.2.1:

1 dVen-1(€')
I C
| 2(Z)| < 10 /|£j|§1 (jgz |§j|a]’> ||§/ _gl(z)HZ(n—l)—no

|€n(2)[Pn 0 L8 —al <0
= oc Cli 19| 3 1+ oglgu(2)] ., 5 —ah =0
1o J g 4 a
JEK, j¢K. 15;1—04; 7 5:1 _ O[;L >0
j7n #{1n}
Fir n € K, ist o, = ay,, 9, > 6, und daher:
’fn(z)‘éil—a/n , (5; — a;l <0 |Zn|%_a"
Lt [loglu(2)] 8, —af, =0 b =1 14 |logllza| o < lzal™
1541_0!;1 , 5;% _ a;l > O 15;_(}(“

Fiir n ¢ K, ist o/, =0, §/, > 0 und 1%~ < |z,|% ",

Damit existiert eine Konstante C'5 > 0 mit:

(2)] < Cs [ ] Izl
j=1
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Als néchstes wollen wir auch eine obere Schranke fiir |dZI2q f(2)] in Abhéngigkeit
von z und dp(z) angeben. Zur Vorbereitung zeigen wir zunéchst:

Lemma 6.4.2. Es seien 0 < a<2,0<(3<2,e>0 und

o1 AVe(t)
I(zd) = | — .
(z:d) /c\tra 2P (= 2F +d)

Wihle weiterhin 0 < v < a mit v+ 3 < 2 und v+ 3 + 2e > 2.
Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von «, 3, v und e abhdngt, so dass
folgendes gilt:

) < O 7\/&2_(5 e
Z a—

fiir alle d > 0 und alle z € C mit z # 0, falls a« — v > 0.
Beweis. Wir unterteilen das Integrationsgebiet C in die vier Gebiete:
Ar o= {t: [t < |z1/3} = A(0),
Ay = {t:|t—z| <|2[/3} = Apys(2),
Az = {t: [t <2fz,[t] = |2]/3, [t = 2] = |2]/3} = DBg2(0) \ (A1 U Ay),
Ay = {t: [t = 2]} = C\ Ay (0).
Das Integral iiber A; sei mit [;(z,d) bezeichnet (j = 1,...,4).

a) Fiir t € Ay ist [t — z| > 2|z und [t — 2| > 2]¢.

Damit ist, falls § > a — ~:

Led) < 1 /L 1 dVe(t)

21977 Jay H* [t = 207047 ([t — 22 + d)

. 1/L 1 dve(d)

21977 Jay [E] e (22 + d)

1 B sy
~ SA—
2| 7/ (r* +d)°
va s /d
!zl"‘ ”/

de(s? 4+ 1)¢

o) [ gl—(B+7) _ e
_ \/a (5-&-74—2)/ (5 ds < 1 \/32 (B+y+2 )’
0

e N

IN

ds

mit der Substitution r = v/d - s und

o g1-(5+7) ! o
/ ———ds < / P Candl —|—/ s 26 1g < oo,
o (s2+1)e 0 1

wobei man 4+ v < 2 und 8+ v + 2e > 2 beachte.
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Im Falle 8 < a — 7y ergibt sich mit

e=a—(y+0)<2—(2—2e) =2e

e—e/2 €/2

1 1 1 1

BLI D . LI R A

|z|ﬁ/Al |t|a(|t—z|2+d) <|t—z|2+d) e(®)
e—e/2 €/2

1 1 1 1

NLI B ) v

|z|ﬁ/Al |t|a(|t|2+d) (|z|2> e

1 |z|/3 e—e/2

[T ()

|z]8+¢ Jo r2+d

1 00 \/El_asl—a\/a

”Zlaf'y 0 defe/2(82+1)efe/2

1 l—at+1-2e+e [ st 1 2—(B+v+2e)
I N [ s 5 VA
2l o (DR |

analog:

AN

Il<Z,d)

AN

IN

ds

mit der Substitution r = v/d - s und

o] j e 1 o)
/ 2S—wds < / s' 7% +/ sl Btr+2e) g 0,
o (s2+1) 0 1

wobeil man a < 2 und 8 + v + 2e > 2 beachte.
b) Fiir t € A, ist [t| > 2|z| und [t] > |t — 2.

Damit folgt (wie in Teil a) im Fall > o —7):

1 11 dVe(t)
Lizd) < — [ —
2(27 ) ~ |Z|a_«/ /A2 |t’»y ’t _ Z|B <|t _ 2‘2 + d)e

1 | AV (t)
< =,

z|e— t— 2|8 (|t — 2|2 4+ d)e
2

[21/3 . 1—(v+B) _ .
N 1 / r dr < 1 \/32 (B+y+2 ).
E A G N P

c) Fiir t € Az ist [t| > |2|/3 und |t — z| > |2|/3 > |t|/6 und es folgt:

1 1 1 dve(t)
< __ =N
I3(Z7d) ~ |Z|a_ry [43 |t|'y |t|ﬂ <|t|2+d>e

2|z L 1—(v+B) _ .
< 1 / r2 dr < 1 \/32 (B+y+2 ).
2l Sy (2 +d)° |2
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d) Fir t € Ay ist |t| > |2z|/3 und |t — z| > [t|/2 und es folgt analog:
1 1 1
L(z,d) < _/ 11 _dve()

21977 Jag 11 117 (122 + d)e

1 /°° r1=(r+0) g < 1 \/827(6+7+2e)'
\

21977 Japy (P2 d)e ™ [z]0

Zusammengefasst ergibt sich:

1 o (e
[(z,d) = L(2,d) + . + Li(2,d) < Nz

|2l

Damit folgt auch:

Lemma 6.4.3. Fir j=1,...,n seien 0 < o; < 2 und

1 1 dVen (€)
I(z.d) = .
(=) / Gl 1al 1C = 221 (IC — 2| + d)

Wihle fiir j =1, ...,n weiterhin 0 < 9; < o; und 69 > 0 mat

o+ 0 =1
j=1

Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von den a; und 0; abhdngt, so dass
folgendes gilt:

I(z,d) < C P ] Iz
j=1
fir alle d > 0 und alle z € C* mit z; # 0, falls §; < «;.

Beweis. Wegen

2n—1=) (2—6; —do/n)
j=1
ist

[SEEE Hrcy—zw w7

und es folgt:

1 dVe(¢5)
Ii(z,d).
/ G199 1G5 — 2520 =%/m (|G — 252 + )/ H “
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Um I; abzuschétzen, wollen wir Lemma 6.4.2 mit

=
~ 4
2—9; —do/n,
= 1/n

a @ = B2
|

verwenden. Wegen

0<dj=v7 < oj=a<2,
’}/"‘6 2—50/n<2,
Y+ 0+2 = 2—6/n+2/n>2+1/n>2

sind die Voraussetzungen erfiillt, und es folgt:
1 1 dVe ()
Ii(z,d) = / J
i(#d) c 165199 16 — 2070/ (16 — 2> + )V/m

1 2—(B+v+2e)
S C(Oéj, 5j: (50, H)W\/a

1 o/n—2/n
= C’(ozj,5j,§0,n)—\/c_l6/ 2 .

2. aj,(;j
A

Damit ergibt sich:

n

I(z,d) = []ZLizd)

j=1

< Cla, o) JIVE" " T 1l
i=1 i=1

= C(a,8) P [T Iz,

j=1
was zU zeigen war. O
Als Spezialfall notieren wir fiir |a| = oy + ... +a,, < 1, §; = a; und dp = 1 — |af:

Korollar 6.4.4. Es sei o = (o, ...,0a,) mit 0 < a; < 1 und |a] < 1. Dann
existiert eine Konstante C'(a) > 0, so dass folgendes gilt:

1 1 dVen (€) —1/2—|al/2
C d
/cn GG =2 e = 2+ @) = ¢

fiir alle d > 0.
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Nun kann eine obere Schranke fiir |d.K,f(z)| ermittelt werden:
Lemma 6.4.5. Fir j =1,...,n seien 0 < o; < 2 und
1 &
I(Z) _ / _ 0(C7Z) d
D [C1|* - |Gal ™ PP=3 (¢, 2) @ P3(C, 2)
Wabhle fir j =1,...,n weiterhin 0 < ; < a;; mit

Ven (€).

= max 0; < 1.
H 1<k<n &= 7
Jj#k

Es sei 6g = 1 — > 0. Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von den o
und 0; abhdngt, so dass folgendes gilt:

1(2)] < C op(2)™ > [ 25>
7=1

fir alle z € D mit z; # 0, falls §; — o; < 0.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 6.4.1: In Teil a) und
fiir das Integral I in Teil b) verdndern sich lediglich die auftretenden Konstan-
ten. Die wesentliche Abweichung tritt bei der Abschidtzung von I in Teil b) auf.

Seien also a > 0 und M > 0 die Konstanten aus Lemma 6.3.2. Wir unterscheiden
die beiden Fille dist(z, D) > a und dist(2bD) < a:

a) Sei dp(z) = dist(z, bD) > a. Wegen (102) ist damit
4®(¢, 2)| = 0p(2) = a,

und es folgt:

1 dVen (€)
<
(=)1 N/D GGl C— 2P 3

n n—1 n
2{:(% f;jg:(2'+-j£:(% <:2,
j=1 j=1 j=2

und mit Lemma 6.2.1 folgt:

Nun ist

1(2) < Cu [T 1l < Oy dp2)®/2 [ ] 1y,
j=1

j=1
Tatséchlich liefert Lemma 6.2.1 eine bessere Aussage, auf die wir aber verzichten:
Man verwende Lemma 6.2.1 etwa mit 0 = 3, §; = 9; fir j =1,...,n — 2,

0 =2>0,und 6/, | =06,1+1— Z;‘:—f d; > dy—1, also:

n n—2 n—2
DG =Y0+1-) 6+2=3=4
j=1 j=1 j=1
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b) Sei dp(z) = dist(z,bD) < a. Hier unterteilen wir das Integrationsgebiet I in
die beiden Gebiete

A = {CeD: |-z = a/2} =D\ Bypa(2),
Ay = {CeD:|¢—z|| <a/2} =DN Byplz).
Das Integral iiber A; sei mit I; bezeichnet. I; ist leicht abzuschétzen:

1 dVea (€)
< -
I e oy e e

_ / 1 AVen(Q)
~ o JalGle Gl I = 2RI - 2]l

22n+3 1 n
dVen (C) < Cy < 0% d0/2-1 (05—
a2n+3 /A1 G [Ca] o cr(Q) < Oy < Colp(2) H|zj| ,

Jj=1

wobei wir im vorletzten Schritt Lemma 6.2.1 mit 0 = 2n, §; = a; < 2 fiir
j=1,..,n—1,und §, = 2n — Z;:ll d; > o, angewendet haben.

Fir I, verwenden wir die lokalen Koordinaten aus Lemma 6.3.2: Es sei
K,={je{l,...,n}: |z <a}, k,=#K,<n-1,

und p, € bD gewihlt durch Lemma 6.3.2, also mit z € B,(p.),
und (;(p,) =0 fir j € K, und es existieren komplexe Koordinaten

g(C) = 52’(() = (51(z7 C)7£2<pz> <)7 "'7£n(pz7 C))
in By, (p,) mit:

51(2’/’ C) = _T(c) + iIm (I)(C> Z)a
{&, . &) = {G1je Ky U{&2, &} C T, 0D

Wegen k, = #K, <n—1kann 1 ¢ K, und

é-j = Cj furj € Kz
angenommen werden. Fiir solche j ist &;(z) = (j(z) = z;.
Wegen

Ba/Q(Z> C B2a(pz)
kénnen diese Koordinaten fiir die Integration iiber Ay = D N B, s(2) verwendet
werden.
Fiir j ¢ K, und ( € B,js(2) ist
a <zl <z = Gl G < a/2+ ¢,

also:
Gl > a/2.
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Damit folgt:
1 |€0(C72)|
nel < R P s e g e ©

1 1
S /,42 <H |€j|aj> ||€_Z||2n_3|¢|3(c72)dvcn(g).

JEK:

Unter Verwendung von Lemma 6.3.2 und (102) folgt mit

A, = {£€C":0<Re& <1,[Im&| <1,[§| <1firj=2,..n},
Ag = {(Im 517627"'7§n) S R X (Cn_l : |Im £1| S ]-7 |§j| S 1 fU_I' .] = 27""”}7
Ay = {(&, &) €CTHi g <1}

weiter:

1) [det Ji£2(©)) AVen €)
= / (Hrwﬂ) [C= 2P (Re & + [tm & + 0(2) + [IC — 2|2

JEK (
)

</ I 1 1 dVen (€
~ g 1619 ) 118 = €)IP2 (Re &+ [Tm & ] + 0p(2) + [I€ = £(2)[1)?

1 dVen ()
= /2 (H |§a|o”> 1€ — &' (2)|I*"3 (Re & + [Im &1| + 0p(2) + [|€7 — &'(2)]?)?

JEK

mit {' = (&, ..., &)

Der Satz von Fubini und Integration in Re & {iber [0, 1] liefern:

1 1 dVrxen—1(Im &1, &, ..., &)
= /’2/ (H |fj|aj> 1€ =& (2)[127=3 (Tm &1| + dp(2) + [|€ = &'(2)[12)?

JEK,

denn fiir ¢ > 0 ist:

Vde 1
2/0 (x+¢)3 B _(:v+c)2

Weiter liefern Fubini und Integration in Im & iiber [—1,1]:

1 1 dVen—1(€')
<2 (H rw) [ =P (6o(2) + € — €GIP)

JjeEK:

! 1 +1<1
(1+¢)2 &~ &

denn fiir ¢ > 0 ist:
1 /1 dx B 1
2 )1 (x| +¢0)2  w+c
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Wegen A’ C C"! haben wir bisher gezeigt:

1 AVen 1 (€1)
ey (H |sj|%> [ —EEP Gl + I - €GP

Nun verwenden wir Lemma 6.4.3 (in C"~!) mit:

d = (S]D)(Z),
5/} _ 5]' ) jE sz
J O 9 j¢ sz
0 = 1= 8=1-> 6>1—p=05>0,
Jj=1 JEK:
O/» — aj ) jE Kza
J O ) j¢ KZ

Man beachte die Sonderrolle von §; = 0, da wir 1 ¢ K, angenommen haben.
Unter Beachtung von §;(z) = (j(z) = z; fiir j € K, liefert Lemma 6.4.3:

()] < Csop()%2 70 T /7. (103)

JEK:
Wegen ) > dp > 0 und dp(z) < 1 ist
5 (2)08/271 < g (2)00/21,
Wegen 0 < §; < a; und |z;| < 1 ist auch
1< |z
fur j ¢ K. Aus (103) folgt damit:

|I2(2)| < Cs dp(2)%/>! H |2]% 7.

j=1
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Mit Hilfe der oberen Schranke fiir |dzﬁq f| koénnen wir nun eine Aussage iiber die
Holderstetigkeit von K, f nach Art eines Hardy-Littlewood-Lemmas ableiten:

Lemma 6.4.6. Es sei K((, z) eine Funktion auf D x D (differenzierbar in z) mit

& E
K62 < \ °

0
Pn—3/2p2 Pn—3/2p3
Firj=1,..,n seien 0 < a; < 2 und
Tu(z) = [ wlQK(G Ve (©)
D

Wibhle fir j =1,...,n weiterhin 0 < 0; < a;; mit

und |d,K(C,2)] < \

W= lrgl?écn 9; < L.
J#k
Es sei 6g =1 — > 0. Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, die nur von den o
und d; abhdngt, so dass folgendes gilt:

Tu(2) = Tu(z)| < O Jullgmalz — 2,

n—1

(znl o [ o) T s

=1
fiir alle w € L>*(D)
und alle z = (21, ..., 2p) # 2" = (215 oy Zn1, 2,) € D mit
2 70, falls oy > 05, firj=1,...,n—1,
min{|z,l, |z,|} #0 , falls o, > 4,.

Beweis. Nach Lemma 6.4.1 existiert eine Konstante Cy > 0 mit:

1 dVen (€
Tow) $ Nilowe [ e o ) (104)
p |Gl [Gal®m P2 (G w) @[ (C, w)
< Co fuflpme [ ] Iyl (105)
j=1
fir alle w € D mit w; # 0, falls §; < oj. AuBerdem ist:
1 dVen (€)
Tu(w)] < fullome [ e e
p (G- |Gal® P2 (¢ w) [P (¢, w)
und Lemma 6.4.5 liefert eine Konstante Cy > 0 mit:
|y Tu(w)] < Cy [l goora i (w)™ 2 T a7, (106)
j=1

fir alle w € D mit w; # 0, falls §; < o.

Die Abschétzungen (105) und (106) bilden die Grundlage fiir diesen Beweis.

153



Wir verwenden wieder die lokalen Integrationskoordinaten fiir die Kugel aus Lem-
ma 6.3.2. Seien also a > 0 und M > 0 die Konstanten aus Lemma 6.3.2, sowie

,_a n__a
a—m und a—8M2.

Seien nun z und 2z’ geméfl den Voraussetzungen gewahlt. Aus Symmetriegriinden
kann |z | < |z,| angenommen werden. Damit ist ||2’|| < ||z]| und es gilt:

op() =1— 2] = 11—zl = dp(2).

Es sind einige Félle zu unterscheiden:

a) Es sei ||z — 2/|| = |z — 2| > @”. Unter Verwendung (105) ergibt sich damit:
[ Tu(z) = Tu(z)] < [Tu(z)| + [Tu(2')]

n—1
< Oy HUHLOOJI (’Znyén—an + ’zuén—an) H ’zjyéj—aj
j=1
C n—1
= Ol (Jzafrn ) T s
j=1
C n—1
< lullzselzn = 2] (2l + |z 0) [T 115
j=1
n—1
< G Nullpmelzn = 2™ (Jal = et ) T fgl.
j=1

b) Es sei ||z — /|| = |2z, — 2,,| < a” und op(z) = dist(z, bD) > a.
Damit ist
op(w) =1 —[lw|* > 1—[]z]|* = 0p(2) > a
fur alle w = (21, ..., Zn—1, wy,) Mmit |w,| < |z,], und fiir solche w folgt aus (106):

n—1
dyTu(w)] < ol e /2 g [P T J2555. (107)

Jj=1

Nun sei v : [0,1] — K(z,, z,) ein Integrationsweg (stiickweise stetig differenzier-
bar) der Linge < 2|z, — z/,| im Kreisring

K(|znl, [2]) = {wn € C: |2;] < fwn| < [zal},

der die Punkte z, und z/, verbinde.

Dies leistet etwa der Bogen
V() = (tlzal + (1 = D)[z,]) exp (i (targ 2, + (1 — t) arg z;)) ,

wenn wir arg z, und arg z/, mit |arg z, — arg z/,| < m wéhlen.
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Sei

L(t) = (21, oy 2ne1, Wa (1)) = (21, -0y 201, Y(1)).
Damit ist auch die Lénge L(I') = L(vy) < 2|z, — 2|, fiir die Punkte I'(t) € D gilt
|w, (t)] < |z,] und damit auch (107), und auBerdem ist |w,(t)| > |z

2l
Al

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes folgt:

|Tu(z) — Tu(z')| = /O%TU(F(t))dt‘

< L(I') max |d,Tu(I'(t))]
t€[0,1]
n—1
< 2[zn — 2, max (Cl||U||Lma5°/2_1|wn(t)|5"_a” II |Zj|5j_aj>
t€[0,1] 5
7=1
n—1
< 20z — 2| Cullullzaa®™? 7z om0 TT f5f %7
j=1
n—1
< O Nlulloalzn = 222 2 7o T 21
j=1
c) Essei ||z — 2| = |2, — 2),| < a” und dp(z) < a. Hier verwenden wir die lokalen

Koordinaten aus Lemma 6.3.2:

Es sei also
K,={je{l,...n}:|z] <a}, k,=#K,<n-—1,

und p, € bD gewdhlt durch Lemma 6.3.2, also mit z € B,(p.),
und (;(p,) = 0 fiir j € K, und es existieren komplexe Koordinaten

€<<) = fz(() = <§1<Z7C)7€2<pz><)7 7£n(pZ7C))
in By, (p,) mit:

gl(zag) = —T(C)—i—llm (I)(C,Z),
{§27 7571} = {Cj : .] S KZ} U {észrQa 7£n} C T;CZbD

Dazu sei auf folgendes hingewiesen: Wir haben mit ¢ = ((y, ..., (,,) die kartesischen
Koordinaten in C" bezeichnet, das heifit, fiir Punkte z, 2/, w € C" gilt: z; = (;(2),

zi = (§(2") und w; = ((w).
Wegen k, = #K, <n—1kann 1 ¢ K, und
é-j = Cj furj c Kz

angenommen werden. Fiir solche j ist {;(z) = (j(2) = z; baw. §;(2) = (;(2) = 2.
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Wegen
Ba/2(z> C B2a(pz)
kénnen die neuen Koordinaten &.(¢) in By/2(2) verwendet werden.
Nach Lemma 6.3.2 ist
lw = 2]l < M[|§(w) = £(2)|| < Md' = a/2
fir ||€(w) —&(2)|| < o'. Damit folgt:
¢ (Bw(8(2)) C Bapa(2)

und:
Bu(£(2)) C &(Baja(2)).

Seilen nun

y € Bu(&(z))N{Re & > 0},
w = £ '(y) € Byp(z)ND,
Fu(y) = Tu(§ ' (y) = Tu(w).
Fiir j ¢ K, und w € Byjs(2) ist
a <zl <lzj —wj| + |w;| < a/2 + |wl,

also:
\wj\ Z CL/2

Damit folgt aus (106):

dTu(w)] < Cllullpendp(w)™2 T fuwsl%= ] (9)5””

j , 2
JEK. J¢K.
< Ooffullpsoad ()7 T Tuyl™
JEK,
= CQHU/“LOO,a(Re gl(w))éo/Q—l H |wj|5j_aj
jEK,
= Colllme (e )50 Tl
JEK,
und es ergibt sich:
AP = 1 Tu€ ™ )] < [4E (0)lldyTuw) (108)
< M Gollullpoa(Re )/ T Jyl% (109)
jeK,

fir alle y € By(£(2)) N {Re y1 > 0} mit y; # 0, falls §; < «;.
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Es seien nun

und a
d=|z, — 1o < d" = .
20—l = lls = 2 < o =
Nach Lemma 6.3.2 ist
a a
— 2 < Mlz-7| < — ==
o=l < M= 2l < S =5

und es gilt z; = 2; bzw. 2 = 2} fiir j € K, und Re z; > 0 bzw. Re 27 > 0.
Fiir x und 2’ schreiben wir 2 = (Re z1,2) und 2’ = (Re 24, 2’).

Wir wollen z und ' geschickt verbinden. Dafiir verwenden wir zum einen die
beiden Strecken:

S1 = [z,(Rex1 +d,2)] = [(Re z1,2), (Re z1 + d, &)],
Sy = [2/,(Re 2] +d,7")] = [(Re 2}, %), (Re 2} + d,7")].
Wegen Lange L(S;) = L(S2) =d < Md < d'/4 und ||z — z|| < d'/4, liegen beide

Wege in
Ba(x) N{Re & > 0} = B (£(2)) N {Re & > 0},

wo (109) gilt. Damit folgt:

OF,

dt
ot

d
(@) — Fy(Re o + d,3)| < /
0

(Re T+ 1, (2’)

d
< M Cylluli=e ] Ixj!‘”“j/ (Re a1 + )™/ dt
JEK- 0
d
< M Cy||ul| g H |xj|6jaj/ £80/2-1 gy
JEK- 0
2MC o
o U Gl
JEK,
= Cylluflpoonlza — 2|7 T 12517

JjEK,

Analog gilt:

|[Fu(2) = Fu(Re 2 +d,&)] < Cyl|ull gz — 2| T 12177,

JEK:

wobei man 2} = z; fiir j <n — 1 bedenke.
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Nun benétigen wir noch einen Weg, der (Re z1+d, ) und (Re 2 +d, #’) verbindet.

Hier ist eine Fallunterscheidung notwendig. Ist n ¢ K, so verwenden wir einfach
die Verbindungsstrecke

93 = [(Re 1 +d, &), (Re 2 + d,2')],

der Lange L(S;3) = ||l — &|| < Md < d’/4. Damit liegt auch S5 in
By () N {Re & > 0}, wo (109) gilt, und mit dem Mittelwertsatz folgt:

|F(Re 1 +d, %) — F(Re 2} + d,2")|

H) e (M Calfulle (Re ) ] \y\)

JEK

IA

< M? Gyl pooed - a7 H | 2] %~

JeK:
= O fullzelzn = 27 T it
jek:

wobei man fiir y € S3 beachte, dass Re y; > d und y; = z; fiir j € K, gilt.

Im Fall n € K, verwenden wir wieder den Bogen ~ : [0,1] — C,
Y(t) = (t|zn| + (1 —1)|2)|) exp (i (targ 2, + (1 — t) arg z,,)) ,

aus Teil b). Dabei gilt L(y) < 2d und |y(t)| > |2,|. Statt S5 betrachten wir hier
nun den Weg I' : [0, 1] — C™,

['(t) = (tRe x1 + (1 — t)Re 2} + d,tT + (1 — t)7', (1)),

wobei wir hierfiir x = (Re 21,7, 2,) und 2’ = (Re ,’, 2,) notieren.
Dabei gilt:

L(T) < ||(Re z1,7) — (Re 21, Z")|| + L(y) < Md+2d < 3Md" < d'/2,

so dass auch I" in By(x) N {Re & > 0} liegt, wo (109) gilt, so dass der Mittel-
wertsatz hier liefert:

|F(Re z1 +d, %) — F(Re 2} + d, )]

L(T') - max (M Ca|uf[ oo (Re y1)50/2*1 H ’yj|5jaj>

yel’ ;
JjEK,

IN

< 3M? Colful|peead - 2 |2p e [ 1zl

JEK.
Jj#n
= CY Nullpoonlza — 2|0 P T 12177,
JEK:
J#n

wobei man Re y; > d und |y, | > |2/,| beachte.
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Wir fassen die Uberlegungen in Abschnitt ¢) zusammen:
Tu(z) = Tu(z)| = [F(z) - F(2')
< |F(z)— F(Re 1 +d,%)| + |F(2") — F(Re 2} + d, 2")|
+|F(Re x1 +d, &) — F(Re o} + d, &")|

< (G + max{C3, Cy"}) [[ull Lowa| 2 — 23|/
SRR AR N | B
JEK,
j#n
< Cllul|poea]za — 23"
n—1
Azl o) ] sl
j=1

Als Konsequenz ergibt sich:

Lemma 6.4.7. Fir j =1,...,n seiten 0 < a; < 2 mit

Oguzlrél]%}(n;aj<l, do=1—pu>0,
J

und T ein Integraloperator gegeben durch:

Tu(z) = / W(QK(C, 2)dVer (O),

wobei K((, z) die Voraussetzungen aus Lemma 6.4.6 erfiille.
Dann liefert T einen stetigen linearen Operator

T : L%(D) — C%/2(D).

Insbesondere liefern die Operatoren ’f‘q bzw. §q fiir 0 < q < n — 2 stetige lineare
Operatoren y

- q 00, 2

Ty Sq: Loy — Coy (D).

0,9
Dabei bezeichnet C’g?qﬂ(D) den Raum der (0, q)-Formen mit dy/2-hdolderstetigen
Koeffizienten auf D.

Beweis. Der Beweis verldauft vollig analog zum Beweis der vergleichbaren Aussage
fiir den Bochner-Martinelli-Koppelman-Operator, Lemma 6.2.6:
Anstelle von Lemma 6.2.1 verwende man hier Lemma 6.4.1, was die Stetigkeit

T : L%(D) — L®(D)

liefert. Fiir die Holderstetigkeit verwende man Lemma 6.4.6 statt Lemma 6.2.5.
Die Operatoren T, bzw. S, (vgl. Definition 5.2.4) sind nach Lemma 5.3.3 koeffi-
zientenweise in passender Form darstellbar. O
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6.5 Funktionen mit kompaktem Triger

Als Exkurs ermitteln wir nun noch isotrope Holder-Abschéatzungen fiir Funktio-
nen mit kompaktem Triger und 0-Ableitung in L**. Zuniichst stellen wir solche
Funktionen durch die inhomogene Cauchy-Integralformel in einer komplexen Va-
riablen dar.

Ist 2 = (21, ..., 2,) € C", 50 notieren wir Zj := (21, ..., 2k_1, Zhi1, -, 2n) € C*7L.

Satz 6.5.1. Es seip > 2, u € L*(C") eine Funktion mit (im Distributionssinne)
kompaktem Triger T CC Bgr(0), R > 0, fi, € LP(C") fir ein k € {1,...,n}, und
es gelte

ou

o Ji
im Distributionssinne. Dann gilt

1

u(z) = — 21y eens Blm1s by 2ot 1y ooy 2
R NP CHSE SRS

dt A dt
t—Zk

fiir fast alle z € C".
(C")

Beweis. Wie im Beweis von Theorem 3.4.4 existiert eine Folge ¢. € Cg,
glatter Funktionen mit kompaktem Trager und

¢ — u in LY(C"),
0p.
Iz,

— fr in LP(C")
fiir e — 0. Es gilt also

©we(2) — u(z) fiir fast alle z € C". (110)
Auflerdem ist

1 0. dt A dt
>——/ Pe(t

pelz) = o o

A0 A

wenn wir € klein genug wihlen (wegen 7" CC Bpg(0)), und nach der Hoélder-
Ungleichung fiir p und ¢ = ;55 < 2 gilt

1 dt A\ dt
€ 5 ...,t,...
o) g [ et )T

1 0o, dt A dt
— ey by ) — ey by
i o (Bt = filat) T2

0pe
< ceey "y aen - ceey Ty een P q
< ”82_k( vryee) = Sl )lle ((C)”'—ZkHL (©)
Iy
< “Coey o) = Frloooy s o) o 0
~ ||aZ_k( ) ) fk( ) )HL (© —
fiir fast alle Z, € C"~1. Zusammen mit (110) zeigt das die Behauptung. O
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Nun nutzen wir diese Darstellung, um die Holder-Regularitét solcher Funktionen
zu untersuchen:

Satz 6.5.2. Sei u € L'(C") eine Funktion mit (im Distributionssinne) kom-
paktem Trdger, q. > 2 und Cp > 0 fir k = 1,...,n, und es gebe Funktionen
fx € LYC") firk=1,....,n mit

/ | fr(oy by )| %dE A dE < Cy,
C

fiir alle Zx = (21, oy k1, Zki1s > Zn) € C" 1 und

Ou = Z frdzy
=1

im Distributionssinne. Dann besitzt u einen gleichmdfig stetigen Reprdsentanten
v und es existieren Konstanten C}, mit

[/ (z) = /(W) <Y Chlaw — wy| (111)
k=1

tr alle z,w € C"™. Dabei hingen die Konstanten C), nur von Cl, nicht von f;. ab.
k

Beweis. Es sei B
dt N\ dt

1
ug(z) == Q—M,/ka(...,t, ) Pa——

Nach Lemma 6.0.1 existieren Konstanten Cj, (die nur von der L% (C)-Norm von
fx, also von Cj, abhéngen), so dass

Juk(2) — ug(w)] < Cplzp — wi|" o (112)
fiir alle z,w € C" mit
zj =w; fiir j#k.

Wir setzen
Q={ze€C":ulz) =u(z) = ... = uy(2)}.

Nach Satz 6.5.1 ist das Komplement N := C"\  eine Nullmenge. Fiir z,w € C"
setzen wir

Pr(z,w) = (W1, ooy Why Zkt15 oy Zn)s

also insbesondere py(z,w) = 2z, p,(z,w) = w und
pk—l(zv U)) - pk(’zv w) = (07 ) 07 Rl — Wk, 07 ) O) (113)
Weiterhin sei

I''={(z,w) e C" xC": pp(z,w) € Q fiiralle k=0,..,n} CQxQ.
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Damit ist "
I'= ﬂ Pr ! (Q)>
k=0
und das Komplement
K:=C"xC'\T=Jp ' (V)
k=0
ist eine Nullmenge in C" x C", denn nach einer Koordinatentransformation ist

Pr = (Id(cn,O(cn) C"x C" — (Cn,

und somit p; '(N) Nullmenge in C* x C".

Fir (z,w) € I gilt aber

[u(z) —u(w)] < Y fulpr-1(z,w)) = ulpe(z,w))|

k=1

= Z |uk(pk_1(z, w)) - Uk(pk(z7 w))|

k=1

und nach (112) und (113) folgt weiter
S ZC’/C‘Zk — wk|1_i.
k=1

Wir wollen nun den gleichméfig stetigen Reprisentanten u' konstruieren. Dafiir
verzichten wir zunéchst auf die genaue Aussage iiber die Holderstetigkeit. Sei also

— 1—=
o= min {1—-"}
Dann existiert eine Konstante C' > 0 mit
[u(z) — u(w)| < Clz —w|® (114)

fur alle (z,w) € I'. Betrachten wir zunéchst solche Punkte z, so dass (114) fiir
fast alle w € C" gilt. Dies sind wieder fast alle Punkte z € C". Genauer:

Q' :={2€Q:{z} xC"N K ist Nullmenge in {z} x C"}.
Damit ist
M:=Q\Q ={2€Q:{z} x C"N K ist keine Nullmenge in {2} x C"}
eine Nullmenge in C", denn sonst wire K keine Nullmenge in C" x C". Man

beachte, dass C" \ Q2 = N Nullmenge, also irrelevant ist.
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Seien nun z,w € 2 und r := |z — w|. Dann existiert * € B,.(z) N B,(w) mit
(z,2) € I'und (w, z) € " und nach (114) folgt:
u(z) —u(w)] < u(z) — u(@)| + |u(w) — u()]
< Clz—z|*+ Clw — z|* < 2C|z — w|*.
Damit ist u gleichméBig a-holderstetig auf €2'. Nun ist aber Q' = C" \ (N U M)

dicht in C™. Damit besitzt u einen a-holderstetigen Reprasentanten v’ auf ganz
C". Da weiterhin I" in C™ x C™ dicht liegt, gilt (111) fiir alle z,w € C™. O

Fiir speziellere partielle Ableitungen f; ldsst sich die Aussage verfeinern. Es sei
an die Definition

pk‘(zaw) = (wla ooy WEy 41,5 7Zn)

fiir z,w € C", 1 < k < n erinnert. Damit ist

pk(zyw)k = <w1> cooy We—1, Zk+1, "'7Zn>~

Satz 6.5.3. In der Situation von Satz 6.5.2 gebe es Konstanten 0 < ay, < 1 und
Funktionen Cy(Z;,) < Cy mit

fr(z) < ——

fiir alle z € C™. Dann besitzt u einen gleichmdflig stetigen Reprdsentanten u' und
es existieren Konstanten C,, mit

n
[0/(2) = ' (w)] < Y Cay G (pelz,w0),.) Jee — wn =
k=1
fiir alle z,w € C". Dabei hingen die Konstanten C,, nur von oy, nicht von Cy

oder fi ab.

Beweis. Wir modifizieren den Beweis von Satz 6.5.2, indem wir fiir die Abschét-
zung (112) Korollar 6.1.4 statt Lemma 6.0.1 verwenden. Ungleichung (112) lautet
dann:

ur(2) — up(w)] < Co, Cr(Zi) 21 — wi' (115)

fiir alle z,w € C" mit

z; =w; fiir j#k.
Dabei hat sich Cy(Z) einfach aus dem inhomogenen Cauchy-Integral in z her-
ausgezogen. Wir benotigen

Ck(gk) < () fur alle z € Cn,

um die gleichméfige Holderstetigkeit in (114) zu erhalten.
Mit (115) ergibt sich im weiteren Verlauf des Beweises dann

(P (2,0)) = w(pr(z, )] < Ca G (pilz,w), ) Lo = g%,

und das liefert die Aussage. O
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7 Die 0-Gleichung auf X = {z" = wlfl e wffj"}

In diesem Kapitel setzen wir die in dieser Arbeit bisher entwickelten Methoden
ein, um die 0-Gleichung mit Abschiitzungen auf der komplexen Mannigfaltigkeit
der reguldren Punkte gewisser streng pseudokonvexer Gebiete in analytischen
Mengen zu losen.

Genauer: Es seien n,q,m, ky,...,k, € Zmitn >2, 1 <q¢g<n,m>2und k; > 1
fest gewéhlt. Weiterhin sei
X ={(z,wy,...,wy,) € C" 2™ = ft by c C L

Es ist

Sing X = U{(z,w):z:wj:wk:O} U U{(z,w):z:wjzo}
G k=1 ik >2
ik
die Menge der singuldren Punkte in X und Reg X = X\Sing X die n-dimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit der reguldren Punkte. Weiterhin ist

I: X —-C", (z,wy,...,w,) — (wy,...,wy)

eine m-bléttrige analytische Uberlagerung: Es ist
K = U{(wl, W) tw; =0} C C"
j=1

die Menge der kritischen Werte und B = II7'(K) C X die Verzweigungsmenge
von II. Die eingeschrinkte Abbildung

ist lokal biholomorph.

Sei auflerdem noch
D =1"YD) = {(z,w1, ..., w,) € X : Jwi|* + ... + |w,|* < 1}.

Damit ist D eine streng pseudokonvexe Teilmenge von X, und wir werden die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen mit Abschédtzungen auf

Y =Reg D = Reg X N11"'(D)
16sen. Wir benétigen noch
7 =(X\B) NI D)

Wegen Sing X C B ist Z = Y \ B. Nach Kapitel 2 sind die Funktionenrdume

L35, (Y) und C ) «(Y) fiir alle 0 < o < 1 wohldefiniert.
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Sei w € L (Y) mit dw = 0 im Distributionssinne. In Abschnitt 7.1 nutzen wir

die analytische Uberlagerung II, um das 0-Problem von Y auf ID zu projizieren.
Dazu zerlegen wir die Form w in symmetrische Kombinationen

m—1
1 o
:Eip%%e%ﬂm
k=0

so dass die Formen
on = 2wy,

auf der Faser IT~"({w}) {iber einem Punkt w € D\ K konstant sind. Nach Lemma
7.1.5 existieren dann 0-geschlossene Formen

M € Loy (D)

mit
Iy =w, auf Z=Y\B
und )
1 < IT*n,
w=— Zk auf 7
m z
k=0

Weiterhin ermitteln wir, wie die Koeffizienten der Formen 7, in Abhéngigkeit von
|wLge (v) beschrénkt sind.

Hier kann schon eine Losung der 9-Gleichung auf Z abgelesen werden. Bezeichnet
Sq;—1 den Losungsoperator auf der Kugel I C C" aus der Homotopieformel auf
der Kugel, so ergibt sich:

m
k=0
Diese Darstellung liefert aber noch keine Losung auf Y, da sich die Terme
II*S 17k
ok
fiir z — 0 nicht hinreichend regulédr verhalten. Man koénnte diesem Problem be-
gegnen, indem man von S,_;7; Taylorpolynome subtrahiert, so dass die neuen
Losungen auf K von ausreichend hoher Ordnung verschwinden. Dieses Verfahren
wurde in [FoGa] und in [Rp] verwendet, um die 0-Gleichung auf komplexen Kur-

ven mit 17-Holder-Abschéatzungen zu l6sen, erscheint hier aber recht unhandlich
und schwer durchfithrbar. Wir wéhlen einen anderen Weg.
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Die grundlegende Idee ist folgende: Angenommen, es gelte 7 /w; € Ly (D) mit
P AR
wh
im Distributionssinne. Dann ist

(e () -
w1

und w1 S, 1 (M, /wy) weist fiir w; — 0 zusétzliche Regularitéitseigenschaften auf.

Wir werden 7, also durch ein geeignetes Monom dividieren. Fiir eine reelle Zahl
x € R definieren wir dazu

[z]" =min{l € Z:x <}
und
{z}" =[] — 2.
Fir k € {0,...,m — 1} sei

kL
m

Ni(w) = [ wi
t=1

und ~
Mk = L
Ni(w)
Wegen |z|™ = |w;|[F1 - - |w, [F» auf X gilt
Ni(w) = Eiys
2k ‘ - H ‘wt|{km}
=1

fiir alle (z,w) € X, und nach Korollar 7.2.3 ist
O =0

auf D im Distributionssinne. Mit

Ni(w) ., 1=
Joi=——I"S¢g_am und [ = o ka

2k

gilt nun auf Z:

k=0 k=0
- (5 ()
- %j (Ni(kw) zggf)) -

da II lokal biholomorph ist.
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Unter Verwendung der Abschétzungen aus Kapitel 6 zeigen wir dann, dass f
eine stetige Fortsetzung auf ganz Y besitzt, und dass || f|| Lz, ,(v) gleichméfig in
Abhéngigkeit von ||w| 1z (v) beschréinkt ist. Nach dem Fortsetzungssatz Lemma

4.3.3 gilt dann auch 0f = w auf ganz Y. Damit haben wir einen stetigen linearen
Operator
Lq—l : ngjq<y) - Lgoq I(Y)

konstruiert mit
0L, 1w =w

im Distributionssinne fiir alle w € Lge,(Y) mit Ow = 0 im Distributionssinne.
Dieses Resultat ist in Theorem 7.2.8 zusammengefasst.

In Abschnitt 7.3 ermitteln wir dann Holder-Abschatzungen fiir den Operator L.
Nach der Definition der Funktionenrdume aus Kapitel 2 bedeutet dies, dass die
Koeffizientenfunktionen der kanonischen Darstellung

T Lyw=L, 160

zu untersuchen sind (vgl. dazu Lemma 7.2.6). Das verursacht fiir ¢ > 1 zusétzliche
Schwierigkeiten, auf die wir in dieser Arbeit nicht ndher eingehen wollen. Es sei
hier nur darauf hingewiesen, dass in der kanonischen Darstellung

TTw=w®0

die Koeflizienten vor dw; fiir w; — 0 verschwinden. Eine Tatsache, die wir fiir die
Betrachtung des Operators Ly nicht beriicksichtigen miissen, die fiir ¢ > 1 aber
vermutlich wesentlich ist.

Fiir die Holder-Abschitzungen nehmen wir zusétzlich k; < m fiir alle j € {1,...,n}
an. Diese Voraussetzung erspart eine ganze Reihe zusétzlicher Fallunterscheidun-
gen, in denen k;/m durch 1 ersetzt werden miisste, ist aber ansonsten nicht
notwendig. Es seien

Y = min ﬁ,

1<t<n " 2m
B = min {1 () (k) > 0),
v = O<£Iiln {0,9;}.

Wie wir in Theorem 7.3.4 zeigen, liefert der Operator Ly aus Theorem 7.2.8 eine
stetige lineare Abbildung

Lo: L5 (Y) — CY (Y).
Man beachte ¥, > 1/m und ¥* = ¥, falls k; = 1 oder k; = 2 fiir ein j € {1,...,n}.
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Hier noch einige Bemerkungen zur Entstehung dieser Abschitzungen: Es ist die
Holder-Regularitét der Funktionen

fi(z,w) = N’;iw)n*soﬂk(zaw) = N’;(kw)sonk(w)

zu ermitteln. Die Abschéitzung zerlegt sich nach der Art

[9(P)h(P) = g(@)(Q)] < [g(P)[|h(P) = M(Q)] + [h(@)lg(P) = 9(Q)],

wenn wir ¢ = Ni/2* und h = II*Sgn, setzen. Fiir Sgn;, verwenden wir die sin-
guldren Holder-Abschéatzungen aus Kapitel 6, die dann durch die Multiplikation

mit dem Faktor .
‘ N H ‘wt|{k%}*
t=1

gute Ergebnisse liefern. Hier tritt die Konstante 9 auf, die nicht unmittelbar
verbessert werden kann. Dann ist aber noch die Holder-Regularitéit des Faktors
Ny /2% zu untersuchen. Dabei tritt die Konstante ¥, auf (vgl. Lemma 7.3.2). Hier
besteht noch Verbesserungspotential. Insbesondere konnte die Koordinate z = wy
in die Abschéitzung einbezogen werden. Man beachte in diesem Zusammenhang,
dass wir hier bei der L>°-Abschitzung des Faktors |Son| einiges Potential ver-
schenken. Es ist also zu vermuten, dass die Konstanten 1, nicht relevant sind und
¥* = 9 erreicht werden kann. Erfreulicherweise ist das Auftreten der Konstellati-
on ¥* = ¢ auch schon in Theorem 7.3.4 nicht ungewohnlich.

‘Nk(w)
o

Unser Verfahren ist noch in einem weiteren Punkt nicht optimal: Die analytische
Uberlagerung II : X — C" erzeugt mit ihrer Verzweigungsmenge B = 117! (K)
gewissermaflen eine kiinstliche Singularitét, die den Rand des Gebietes schneidet.
Hierauf geht der Faktor 1/2 in der Konstanten ¢ zuriick.

Betrachten wir dies im Fall einer isolierten Singularitét Sing X = {0}, also in der
Situation k; = 1 fiir alle j € {1,...,n}, etwas genauer: Es sei y € C°°(C"™!) eine
Abschneidefunktion mit x|g,,©) = 1 und kompaktem Triger in B;(0). Unter
Verwendung der lokalen Beobachtungen aus Kapitel 6 erhalten wir einen stetigen

linearen Operator o
xLo : L3 (Y) — CR(Y)

mit i .
. t

= Py < 2

o=mitit=s
da xLow in einer Umgebung des Randes verschwindet. Der Operator xLg 16st
die 0-Gleichung aber nur auf Y N Bs/4(0). Jetzt kénnte aber Grauerts Beulenme-
thode eingesetzt werden, um die Losung auf Y auszudehnen, wobei wir auf die
Losungstheorie (mit 1/2-Holder-Abschitzungen) fiir streng pseudokonvexe Ge-

biete in komplexen Mannigfaltigkeiten zuriickgreifen.
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7.1 Die analytische Uberlagerung I : X — C"
Es seien n,q,m,ki,....,k, € Zmitn > 2,1 < q¢g<n,m>2und k; > 1 fest
gewahlt. Weiterhin sei

X = {(z,wy, ...;wy,) € C"H 2™ = qhr ke © CntL

Wir notieren im folgenden auch w fiir (wy, ..., w,,) und (z,w) fiir (z,wy, ..., w,).
Es ist

Sing X = U{(z,w):z:wj:wk:O} U U{(z,w):z:wjzo}
k=1 jikj>2
J#k
die Menge der singuléren Punkte in X und Reg X = X\Sing X die n-dimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit der reguldren Punkte. Dies folgt sofort aus dem Jacobi-
Kriterium (vgl. [GrRe], 6.1.1), da X = F~1(0) fiir
F(z,wy,...,wy) = 2™ —wh - wkn
mit
Jac F' = (mzm_l, klwlfl_l ke k:nw'fl - -wk"_l) )

n n
Weiterhin ist
I: X —-C", (z,wy,..,wp) — (W1, ..., wy)

eine verzweigte m-bléttrige analytische Uberlagerung: Es ist
K = U{(wl, e wy) tw; =0} CC"
j=1

die Menge der kritischen Werte und B = IT"!1(K) C X die Verzweigungsmenge
von II. Die eingeschrinkte Abbildung

H|X\BX\B—>(CTL\K
ist lokal biholomorph.

Sei auflerdem noch
D =T1"D) = {(z,w1,...,w,) € X : |wi|* + ... + |w,|* < 1}.

Damit ist D eine streng pseudokonvexe Teilmenge von X, und wir werden die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen mit Abschétzungen auf

Y = Reg D = Reg X N 11" 1(D)
16sen. Wir benotigen noch
Z=(X\B)nII" (D)

Wegen Sing X C B ist Z = Y \ B. Nach Kapitel 2 sind die Funktionenrdume
L5, (Y) und C ) «(Y) fiir alle 0 < o < 1 wohldefiniert.
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Sei nun w € L, (Y) mit Ow = 0 im Distributionssinne. Nach den Ausfithrungen in
Kapitel 2 besitzt w eine eindeutige triviale Fortsetzung in das Kotangentialbiindel
des C™:

w0 =1"'w= Z Wiy, dws; A A dwy,

0<j1<...<jg<n

mit wj, ., € L>(Y), und es ist

lwllLge, vy =, 29 Z 1Wi...ga [ oo v -

0<j1 <. <jg<n

Dabei setzen wir wy = z, um die Notation zu vereinfachen. Bezeichnen wir mit
t: X — C"! die Einbettungsabbildung, so gilt

w=UT'w=1"(wd0).
Unser Fernziel ist die Bestimmung von f € Cf,_;(Y) mit
Of =w

im Distributionssinne auf Y. Zunéchst wollen wir das Problem unter Verwen-
dung von II nach D C C" ,projizieren“, um die Homotopieformel fiir die Kugel
anwenden zu konnen. Dazu konstruieren wir nun eine hilfreiche Darstellung fiir w.

o)

die m-te Einheitswurzel bezeichnet. Fiir j € Z existieren Decktransformationen
®; von X beziiglich II gegeben durch

Im folgenden sei mit

DX — X, (2,wr,..,w,) = (Fz,w, . w,).

Damit ist die Einschréankung von ®; auf Reg X eine biholomorphe Abbildung,
und die Gruppe
GCP = {q)Oa ) (Dm—l}

operiert fiir festes w = (wy, ..., w,) transitiv auf IT-*({w}).

Fiir k € {0,...,m — 1} sei nun
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Man beachte dass
D (z,wi, oy wy) = (Ez w0 wy,)

auch als biholomorphe Abbildung ®; : C**! — C"*! verstanden werden kann.
Damit induziert ®; Tangential- und Kotangentialabbildungen

(®;).: CTC"' - CTC"!,
U ACT*C"*t — ACT*C"*! .
Im folgenden seien ®;, (®;), und @7 falls n6tig auf den richtigen Unterraum ihres
Definitionsbereichs eingeschrankt. Es handelt sich dabei um die Unterrdume

Yy c C"t
crctt|, c crett,
Cry c crc,
ACT*C*™|, c ACT*C",
ACT*Y C ACT*C™.

Wegen @01 =10 ®; gilt:
beo (D)) = (Pj)s 0t
tFo®F = ®ro.t,
Todr = dlon.
Damit erhalten wir die Darstellung
Pw = LN (wd0)=1PHwD0)
= SOimw =1 0w = (Qiw @ 0).

Wegen

TPlw =H(wd0) = O > Wojpgy dE A WG, A A dig,

1<ja<...<jg<n

+ Y wi,dwmy A A di,
1<j1 < <Gg<n
= > (@ojani, © 2 dE A du, A .. A iy,
1<j2<...<jq<n
) (Wi, 0 ©)dwy A A dy,

1<1<.<jg<n

ist ®jw € L7, (V) und es gilt |[®jwl[re (v) = [[w]|Lge, (v)- Damit ist dann aber auch
wy, € Lg3,(Y) und es gilt:

||wk||L8f’q(Y) < m||w||L8,°q(Y)'

Wegen der Biholomorphie von ®; : Y — Y ist Owy, = 0 im Distributionssinne.
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Wegen £ = 1 gilt weiterhin:

m—1 m—1m—1 m—1m—1
Z W = (ENED*w = mdiw + Z Z(fj)kq)*w
k=0 =0 k=0 j=1 k=0
m—1
1-— (Sj)m *
— mw+2 1= & CI)jw—mw
]:

Wir setzen noch

Damit ist auch @y € Lg%, (Y), 0wy = 0 im Distributionssinne, und es gilt:
@kl Lge, ) < NlwrllLge, vy < mllwllzge, v)-

Das ist klar, da sich die Koeffizienten von wy, aus den Koeffizienten von wjy, durch
Multiplikation mit z¥ ergeben. Fiir (2, w) € Y ist aber || < 1.

Wegen mw = wg + ... + wy,—1 ist nun

auf Z =Y\ B={(z,w) €Y :z#0}
Sei N € {0,...,m — 1}. Wegen {™ = 1 und ®,, = &y = Idx gilt:

(€055 =0,.m—1} = {(€)0, v 1 j=0,..,m — 1},

Damit ist

m—1 m—1

Lo = PR ((E2)F) - DR Diw = > (FV2)ker, yw
j=0 Jj=0
m—1

= (¢2)fPiw = ay.

<
o

Also sind die Formen wj, invariant unter den Decktransformationen ®;. Da die
Gruppe Gg auf den Fasern IT7'({w}) transitiv operiert, bedeutet dies, dass die
Formen wy, iiber w € D\ K nicht von z abhéngen. Somit kann wy, auf Z =Y \ B
als Zuriickziehung

wg = "
einer (0, ¢)-Form 7, auf D\ K dargestellt werden. Wir erkléren dies im folgenden
genauer.
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Fiir n, wihlen wir die eindeutige Darstellung

Te= YA .dwg A A dig,

1<j1<...<jg<n

Die Koeffizienten ﬁfl , sind zu bestimmen.

J

Esseip e D\ K und ¢y € IT"}({p}). Dann existieren Umgebungen U(p) C D\ K
und U(q) C Z, so dass

H|tr(q0) : Ulqo) — U(p)

biholomorph ist. Damit liefert II die folgenden C-Vektorraumisomorphismen:

II.(q): CT,,X — CT,C",
(M(q))': CT,C"— CT, X ,
M*(q) : ACT,C" — ACT, X.

Damit ist 7z (p) = (IT*(q0)) '@k (qo) die gesuchte Form, wir wollen die Koeffizien-
ten 77}, aber konkret angeben.

Es sei

0
= (L, R
= M) o)
Da II|y(4) biholomorph ist, ist {Uj}?:l eine Basis von TQ%IX .

Nun setzen wir:
ﬁ;‘clqu (p) = wk(QO)(Ujl g eeey qu),
Damit folgt

I (qo) k() (Vg5 5 v5,) = Me(p)(T(q0)vjy s -, (o) vj,)

Z%(p)<a 0 )

|, s
- 77?1...3}1 (p) = wi(qo)(vyy, -y vj,)-

Ja

Das heifit, es ist wie gewiinscht

IT"(q0) 7k (P) = Wk(q0)-

Nun ist aber noch zu zeigen, dass

I (q1)7k(p) = wi(q1)

fiir alle Punkte ¢; € ITI7!({p}) gilt.
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Sei dazu q; € II7'({p}) und ®,; € G eine Decktransformation mit ®,,(q1) = qo.
Wegen I1 =11 o &, ist auf Y:

II* = @}, o IT7,
und mit dem Isomorphismus
®y(qr) : ACT; X — ACT; X

gilt:
" (q1) = Py (q1) o I (qo).

Unter Verwendung der Invarianz ®},wy, = wy folgt:

Wr(q1) = Py(q)wi(q0) = P3(qr) (T (qo) 7k (p))
= ®y(q1) o I (go)r(p) = IT" (q1) 7k (P),

und genau das war zu zeigen.

Da II lokal biholomorph ist, gilt 7, = 0 im Distributionssinne auf D \ K.
Wir fassen zusammen:

Lemma 7.1.1. Fir k = 0,...m — 1 existieren 0-geschlossene (0, q)-Formen m
auf D\ K mit IT*n;, € Lg5,(Z) und

7| e, (2) < mllwl] e, o) -

Weiterhin qult

:_ZH*W
auf Z =Y \ B={(z,w) €Y : 2z #0}.

Nun wollen wir die Regularitét der Formen 7, auf D\ K bestimmen. Anschlieflend
konnen die 7y mit 0 nach ganz D fortgesetzt werden, so dass fiir die fortgesetzten
Formen dann 0n; = 0 auf D im Distributionssinne gilt.

Dazu ermitteln wir zunéachst fiir
W = (@, ®0) = *(2Fw @ 0)

auf Z eine Darstellung, in der dz nicht mehr auftritt.
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Lemma 7.1.2. Auf Z = {(z,wy, ..., w,) €Y 1 w; # 0 fir alle j} ist

1K,z l o~ Z . .
Jj=1 j=1
Beweis. Es sei p = (po, ...,pn) € Z. Fiir v € T)"' Z verwenden wir die Darstellung
- 0
L(p)o = v, B

Jj=0

’

wobel hier an wy = z erinnert sei. Mit

n

F(z,w) =z" = [[w7"

j=1
ist X = Fﬁl(O) und fiir v € T)'' Z folgt:
0=dF|,(t.(p)v) = | mpe" 'dz — Z kip;i ! H pt Mdw; | (1.(p)v)
j te{l,...,
t#]

n —m n 9
= mp_om_ldz — Z k?]p;wa_]) (Z ?}j %
— J

j=1 J

= wvompo Zv]kz :.

Also gilt:
1 < Po
Vg = — vik;—.
0 mzl J Jp—j
Ji
Damit folgt:
. _ L, 70
Cdzlp)(v) = dzlp(u(p)v) =vo = — > ik —
m =1 p]’

n —_

_ %iji;jdw_jlp(b*(p)v) _ %Zk'? - (dwy ) ()

j=1
1< Po ,___
Jl— E k. —dw; v).
(m pa Jp_] J‘P) ( )

Das zeigt die Behauptung, wenn wir die Abhéngigkeit vom Punkt p in den Va-
riablen (z,wy, ..., w,) ausdriicken. ]
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Wir erinnern an wy, € Lgo,(Y) mit

||Wk||Lgf’q(Y) < m”WHLS?q(Y)'

Dies bedeutet nichts anderes als

wr =" (wp B 0) =1* Z wfl_.jqdwjl A ... N\ dwy,

0<j1 <. <jg<n

: k [}
mit wj ;€ L>(Y) und

lwrllzee, oy = 22 > Wk [ Beyy < mlwllig,w)-
0<j1 <. <n

Dabei konnen wir

m
w5, g, (2 0] < —=lwllzge )

Ji---Jq \/ﬁ

fur alle Punkte (z,w) € Y annehmen, indem wir die Koeffizienten auf einer
Nullmenge abédndern. Damit ist

wp = (2w @ 0) = Z zkwfl_“jqdwjl A . Ndwj, ] . (116)
0<j1 < <jqg<n

Nun nutzen wir Lemma 7.1.2, um dwg = dz in der Darstellung (116) zu eliminie-
ren. Das liefert auf Z:

—~ * k, Kk = —— ——
W = L E 2 Woj,.. 5, dZ N dwg; AN dwg,
1<j2<...<jg<n

kK
+ g z wjlqudwjl A ... N\ dwy,
1<51<...<jg<n

n

1 z
= L* z w0j2qu (E kjw:jdw]) N dU)j2 A A dqu

1<j2 <. <jg<n j=1

+ Z zkwflqudwjl A ... \dwy,

1<j1<...<jg<n

_x ~k : S
= ¢ E wj, g, dwi AN dwg, |
1<j1 <o <jg<n
mit neuen Koeffizienten &‘;‘Cl---jq' Es sei explizit darauf hingewiesen, dass es sich

hierbei nicht mehr um die Koeffizienten aus der kanonischen Darstellung 7*wy
handelt.
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Die Eliminierung von dz zeigt: wy, besitzt eine Zerlegung

Wk = Wko + ... + Wkn,

mit
wk,() - wjqu wjl /\ /\ qu
1<Jl< <jg<n
= 31 e dwj; A ... N\ dw;
1<Jl< <jg<n
und
- k: 2%z
Wp; = U SZZE E wi - dwy A dwg, A ... A di;
> m W, J2---Jq q

T 1<ja<. . <jg<n
= 7 E 11 jd A ... A\ dw;
1<1<...<jg<n

Unter Beachtung von
m
|Wf1...jq(zaw)| < ﬁHWHLg‘fq(Y)
fiir alle Punkte (z,w) € Y folgt:
Lemma 7.1.3. w;, besitzt eine Zerlequng
W = Wpo + oo+ Wpn

so dass fir die Koeffizienten der Darstellung

Wg; =" Z ]1 G AW A N dwy,
1</1<.<jg<n
qgilt:
~£,0 m
G, 0l < el el

ki |z k+1

< ol e, v
Va7 ] )
fir alle Punkte (z,w) € Y. Auflerdem ist

5 (2, w))| fir j € {1,...,n},

Ji---Jq

~Fk,j —
J1yendqg 0,

falls j ¢ {j1,...Jq}-
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Diese Abschétzung soll nun auf die Koeffizienten von

Te= Y, Th,dw A Adwg,

1<j1<..<jg<n
iibertragen werden. Dazu werden wir

~k _ ~k

1.5 (w) = wj1...jq(zﬂ w) (117)

fiir alle w € D\ K und (z,w) € 7' ({w}) zeigen. Aus Lemma 7.1.3 folgt dann:

V21 jw;|

fir alle w € D\ K. Wegen k; > 1 folgt insbesondere ﬁflqu € L**(D\ K).

7o 0] < St (HEZ% 1 ol
j=1

Um (117) zu zeigen, bendtigen wir:
Lemma 7.1.4. Es seip € D\ K und qo € II"*({p}). Dann ist:
(I (q0)) " © ¢ (q0) (dwylg,) = duwjl,.
Beweis. Es existieren Umgebungen U(p) C D\ K und U(gy) C Y, so dass
H|U(qo) 1 U(q) — Ul(p)
biholomorph ist. Damit existiert
LoIl™: U(p) — Ulgo) — C™*
gegeben durch

voTI™h: (wy,...,wy) = (Y wh - wke wy, ..., wy,)

mit einen passenden Zweig der Wurzel. Fiir die induzierte Kotangentialabbildung
(Lo II™M)* : ACT*C™" 1y — ACT*U(p)

gilt:
(o) (qo) = (IT*(go)) ™" © ¢*(qo)-

Dabei sei an

Mqo) . ACT;C"™' — ACTY
(II*(go))~":  ACT;Y — ACT;C"

erinnert.
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Betrachte nun allgemein differenzierbare Abbildungen

U= (Vy,..,¥,): UcCcC'—VcC,
f: V-C.

Dabei bezeichnen wir die euklidischen Koordinaten in U C C" mit (wy, ..., w,)
und in V' C C"™! mit (wy, ..., w,). Dann ist nach der Kettenregel

of oV, of 0V,
8w] Z ow, aw] Z owy 8w]'
Fiir eine holomorphe Abbildung W bleibt
of 8\1@
8w] Z ow, Ow;

Wir setzen nun ¥ (w) = ¢ o II"H(w) = (Vo(w), wy, wo, ..., w,) und erhalten damit:

0 0
o, (| — S N !
o). (52 ) () = ge(roron™)
B 0 of 0V,
B a@Haz ow;
Sei also .
v = v i € TZ?’I(C"
= 811]]‘ p
Dann ist
(Loll™M).(pv =0 0 +Zv 0 € T
v oz, i ow;|, ’

wobei wir vy nicht ndher bestimmen. Damit folgt nun aber auch:
(Lo IT71)"(g0) (dWjlgo ) (v) = dwjlg, (Lo TI7).(p)v)

0 0
= dwjy, (UO 8_ +ZUJ a—]

= v = dwjlpv.

Also ist
(L © H_l)*(qo)(dw_j|q0) = dw_jlpv

und genau das war zu zeigen. O]
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Mit Lemma 7.1.4 ergibt sich fiir p € D\ K und ¢y € I ({p}) nun:

m(p) = (II*(q0)) " @r(q0)

= (IT*(q0)) ™" 0 ¢*(q0) Z &5, (qo)dwy, A .. A duy, .
0

1<j1<...<jg<n

= o @ (o)dwy, A A di,
p

Ji---Jq

1<j1<...<jg<n

Das bedeutet aber nichts anderes als

ﬁ;'€1~~jq(w) wfl Ja <Z’w)

fir alle w € D\ K und (z,w) € II"!({w}). Hier erkennen wir auch die Invarianz
von wy unter Decktransformationen wieder, denn es folgt

k k
]1 .Jq (qo) .71 Jq(ql)

fiir zwei Punkte qq, g1 aus der gleichen Faser II7({p}).

Nach Lemma 7.1.3 ist nun ﬁ;‘?lqu € L**(D\ K). Wir setzten die Koeffizienten
ﬁfl...jq trivial mit 0 nach K fort. Damit ist

M € Ly y(D),

und es gilt ('_9@ = 0 auf D\ K im Distributionssinne. Nach dem Fortsetzungssatz
4.3.3 fiir die 0-Gleichung folgt dn, = 0 auf ganz D.

Parallel zur Zerlegung
Wk = Wko + ... + Wkn

besitzt auch 7 die Zerlegung

ﬁl; = ﬁk,O + ...+ ﬁk,n

mit

ﬁkh] = Z n]l ] dwh . /\ dw]q

1<H1<...<jg<n

Dabei ist

~k, ~k,j
n]lj -Jq (w) w]l Jq (Z’w)

fiir einen beliebigen Punkt (z,w) € I ({w}), und die Abschatzungen aus Lem-
ma 7.1.3 iibertragen sich auf die Koeffizienten 77" 3, ., Wobei |z| = [kt .. ke [1/m
eingesetzt werden muss.
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Wir fassen die Erkenntnisse dieses Abschnitts zusammen:

Lemma 7.1.5. Es seiw € Lg5,(Y). Firk =0,...,m—1 existieren (0, q)-Formen
e € Ly (D),
7/77“ = Z 77]1 -Jq /\ A Jq’

1<j1<...<jg<n

mit Oy, = 0 im Distributionssinne und

w =

1

m zk
auf Z=Y \B={(z,w) €Y : 2 #0}.
Weiterhin besitzt ny eine Zerlegung

M = Mo & oo+ T

so dass fiir die Koeffizienten der Darstellung

Mh,j = Z 77]1 G Wi A A dwg,

1<j1<...<jg<n

qgilt:

m k.
5, (W) < ﬁlw’flmw’;ﬂmeHngm,

ke

|n]1 ]q( )| S \/% |wj| HWHLSZZ(Y) f’lﬂ“] S {17"'7”’})

fiir alle Punkte w € D mit w; # 0, falls nétig. Um die Notation zu vereinfa-
chen setzen wir kg = m und |wo| = |z| = |wf" - wk Y™, Damit kinnen die
Abschdtzungen zusammengefasst werden zu:

o |wh e
|n]1 ]q( )| = \/— |w|n ||w||L8?q(Y)
J
fir alle j € {0,...,n}.
Fiir 7 > 1 ist auflerdem
njla---vjq o ’

falls j ¢ {j1,...Jq}-
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7.2 Lésung der 0-Gleichung auf Y = I1"1(D) N Reg X
Wir verwenden folgende Notation: Fiir eine reelle Zahl x sei
[z] = max{ne€Z:n <z},
{z} = o —[a],
und
[z]" = min{n € Z:n >z},
{z}" = [ -
Damit ist 0 < {z}, {z}* < 1 und
= o] +{z} = [2]" = {=}".

Man beachte auch = = [z] = [z]|* fir z € Z.

Fir k € {0,...,m — 1} sei

Man beachte:

kb

| Ni(w)]

n ke
= [yt e cfen).
j=1
Nun l6sen wir die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen zunéchst fiir

Mk
m, = N Z 77]1 G, AW5 N N dwy

/
E1<ii<..<jg<n

Wegen O, = 0 auf D gilt unmittelbar dn), = 0 auf D\ K, da Nj holomorph
ist. Die Nullstellenmenge von N}, ist in K enthalten. Dort miissen wir genaue-
re Beobachtungen anstellen. Die Koeffizienten /n§1...jq sind bestimmt durch die
Koeffizienten der 7y
/nlf o 77?1---]1;
J1---Jq Nllg

Nach Lemma 7.1.5 ist

kn

m Wk whe | whn |
|7731 ]q< )| \/_q N/( ) ( Zk | ]| )HWHLO Y)

fiir alle w € D\K = {w € D : w; # 0 fiir alle j}, und es folgt 'n}, , € L**(D\K),
da k; > 1. Wir setzen 7, trivial mit 0 nach K fort und erhalten 7, € L%Z(]D)).
Nach dem Fortsetzungssatz 4.3.3 fiir die 9-Gleichung folgt 9}, = 0 auf D.
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Nun kénnen wir die 9-Gleichung fiir 7}, 16sen. Dazu verwenden wir die Homoto-
pieformel fiir die Kugel D C C". Nach Theorem 5.2.8 ist

/ / 2nE 4
©) = Sg-1my, € LO,qfl (D)
und es gilt _
I, = 1,

im Distributionssinne. Tatsdchlich ist ¢}, aber von deutlich hoherer Regularitét:

Lemma 7.2.1. Es sei k € {0,...,m — 1} und B = minj{{k;%} + %, 1}. Damit
st O, > 0 und es existiert eine Konstante Cj, > 0, so dass folgendes gilt: Fiir

Mk
@ =Sq-10 = S¢-1 (ﬁ]/c)
15t
2
ol € Cog 1 (D)
und es gilt

H%HC?,’;/_QI(D) < CkHw||L8f’q(Y)‘
Die Konstante Cy, > 0 hdngt nicht von w ab.

Beweis. Nach der generellen Voraussetzung k; > 1ist 3, > 0. Wir verwenden die
Zerlegung

Mk = Mo + - Tlk,n
aus Lemma 7.1.5. Diese {ibertrigt sich auf n) durch

7]/ o Nk,j
kg — /e
Nk

Die Koeflizienten von

/ o !/ ky.] YT
M,j = Z Mj1...5q

1<j1<...<jqg<n

sind gegeben durch

~k7‘7
1 k,j njl...jq
Nach Lemma 7.1.5 gilt
ki ks
. Lo TT7 . Jaw, [{R5E 45 o | e+
s ()] < S e fed < B Ll
! V21 |w;] ’q

- o (11
@ |wj| |’w”L0,q(Y{ 8)

fir alle 7 € {0,1,...,n} und alle w € D mit w; # 0. Dabei sei an die Vereinbarung
ko =m und |wo| = |wf" - - -wkr|Y/™ erinnert.
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Es sei B0 = 0 und
Br.j —max{l—k——{k 3}0} fir j=1,..

Damit ist 0 < 3 ; < 1. Sei weiterhin Bro = (0,...,0) € R" und
Br; = (0,...,0, Bk ;,0,...,0) mit dem einzigen Eintrag in der j-ten Komponente.
Wegen (118) ist

ng € LOO@”(D) )

und es gilt

Hﬁk]H ooﬁkg D) = \/—” HL°°
Fiir die Definition der gew1chteten LP-Réume beachte Definition 6.0.2. Wir er-
innern auch an die Zerlegung des Losungsoperators S,_; in Hauptteil S,_; und
BMK-Operator B,_; (vgl. Definition 5.2.4):

Sq,1 == /S\q,1 - Bq71~

Nach Korollar 6.2.7 liefert B,_; eine stetige lineare Abbildung

B, 1 : L (D) — €7 (D),
fir v, = 1— Gpy; = 2+ {k%} falls B, > 0, und fiir alle 7, ; < 1, falls f;; = 0
Nach Lemma 6.4.7 liefert §q,1 eine stetige lineare Abbildung

q 00,k Ok,j

Sg-1: Lo,q (D) — Co,kq—1(]D))
fiir 5k7j = %(1 — ﬂkz,j)-

Folglich ist S, 17, ; € ng“q{ 1(D) und es existiert eine Konstante Cj; > 0 mit:

k;
/ / _J

Nun ist

()0;6 = Squk = Z Sq—mé,j S Cg,q—l(D)

=0
fiir & = min;{dy;} = 3 min;{1 — B ;} = 6x/2, und mit

Cr=>_ Cry—=
j=0 2

folgt:
lell ez o) < Cellollzge, -
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Wir bemerken, dass die ¢}, schon eine Losung der 0-Gleichung df = w induzieren:

(g - R (e

>_A

MS

- (5 ()

1 N (w) II*ny
- = w
m 2k N (w)

k=0

auf Z =Y \ B ={(z,w) €Y : z # 0}. Man beachte d o IT* = IT* 0 0, da II lokal
biholomorph ist. Diese Darstellung liefert aber noch keine Lésung auf Y, da sich
die Terme
Nj(w)IT* g,
Sk

fiir z — 0 nicht hinreichend regulér verhalten. Wir werden die N} (w)II*y), durch
Formen ersetzen, fiir die wir den Quotienten besser kontrollieren kénnen. Dazu
modifizieren wir die 7.

Es sei
Tk
Ni(w) = ij
7j=1
und
o M
s Y e
Ny (w) Hj;k%ézwj 1<j1<..<jg<n )
Wegen
77. .
k _ ey
njl...jq—qu

und Lemma 7.1.5 gilt fiir die Koeffizienten:

it (w)] H 1+ — Zk'w R i I
TS T |{ Sy ] o
j 1

Wegen k; > 1 und {k:%”}* < listnf, ; € L'"(D\ K). Wieder setzen wir die 7
mit 0 trivial nach K fort, und erhalten 7, € L (ID). Weiterhin ist dny, = 0 auf
D\ K, da N; holomorph ist, aber 0n; = 0 auf I ist nicht unmittelbar klar.
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In dieser Frage hilft die folgende Verallgemeinerung des 1.Riemannschen Hebbar-
keitssatzes:

Lemma 7.2.2. Es sei D CC C", € > 0 und
9= > G, dwy AWy, A A dig,

1<j1<...<jq<n

eine (0,q)-Form mit 2 € Laq(D), 0g = 0 im Distributionssinne, und fir alle
Koeffizientenfunktionen g;, . ;, mit j1 > 1 existiere eine positive Funktion
R, j,(wa, ..., w,) € LY(C"1), so dass

|gj1---jq(w17 ceey wn)' S |w1|6Rj1---jq (wQ’ ey wn)
fiir alle w € D gilt. Im Fall ¢ =0 sei g € L*(D) und es existiere R € L'(C"™!)

mat
lg(wy, ...;wy)| < |Jwi| R(wa, ..., wy,)

fiir alle w € D. Dann ist
d <i> ~0
w1

D W1
fiir alle passend-dimensionalen Testformen ¢ mit kompaktem Trager in D.

Sei dazu § > 0, 0 < yxs(w;) < 1 eine C*°-Abschneidefunktion mit ys = 1 auf
As(0) C C, kompaktem Tréger in Ays(0) und |[Vxs| < 4/9.

Da 1/w; auf D N {|w;| > §} eine holomorphe Funktion ist, erhalten wir unter
Verwendung von dg = 0 im Distributionssinne:

/i/\gsﬁ = /i/\g(XMOwL(l—Xcs)SD)
D D W1

w1

im Distributionssinne.

Beweis. Wir zeigen: Es gilt

_ _/(1—-

= / L A B(xsp) +/ gAo <—< Xé)w)

D W1 DO{|wr|>6} w1

g J—

= / — A O(xs5¢)

D W1
B g = 9 =
— L Axs ADp+ — ANOxs N\

Dn{|w:|<26} W1 Dn{|w:|<26} W1

=1 As(p) + Bs(p).
Wegen x5 < 1 und g/w; € L' gilt (vgl. etwa [Alt], Lemma A 1.16):

145(2)] < (19 / i

D{jws|<26} | W1

dV(Cn — 0

fiir 0 — 0, und es bleibt nur noch Bs(p) zu untersuchen.
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Dazu zerlegen wir g in g = G; + G5 mit

Gy = Z Gjs...j,dW1 N dwy, A ... A\ dwy,

2< o <...<jg<n

und

Go= > gy, dwy, AWy, A ... A\ dwy,.
2<51<...<jg<n

Da xs nur von w; abhéngt, gilt

avs = 2 g
4 aw_l 1,

und unter Verwendung von dw; A dwy = 0 ist:

G _
Bs(p) = /D ZZ N Oxs A .

N{lw:|<25} W1
Nach Voraussetzung konnen wir
|Ga(w)]| < |wy| R(ws, ..., wn)
mit R € L'(C"!) annehmen, und mit |Vy;| < 4/§ und dem Satz von Fubini
ergibt sich:
4 e—1
1Bs(@)l = slielle |wi| R(wa, ..., wy)dVer (w)
D{|w:|<26}

4 _
< Sl Rl [t ave(u)

{lw1|<248}
S el Rllusons (26)4 £ 6= 0
fiir 6 — 0, und genau das war noch zu zeigen. ]
Es folgt:
Korollar 7.2.3. Es gilt On, = 0 im Distributionssinne auf ID.

Beweis. Die Aussage ergibt sich induktiv unter Verwendung von Lemma 7.2.2.
Wir setzen

und fiir s = 1, ..., n induktiv

s ni! , falls k]:n—s YA
M = s—1 ks
ny Jws , falls k7= & 7.

Damit ist 7' = n;, und es gilt dn) = 0.
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Wegen N
=
iibertriagt sich die Zerlegung
Mk = Mko + o+ Tkn

aus Lemma 7.1.5 auf alle Formen n;:

M = Meo T - T M
Fiir die Koeffizienten von

Ma= Y 05t dwy AL Adg,

) n]qu
1<j1 <. <jg<n

gilt mit Lemma 7.1.5:

kL

ki
k [T, ] b
k,s, t _ — 1
ety < 2 Il S gy (119)
u<s
khugz,

fiir alle s,t € {0,1,...,n} und zulissige w € D. Dabei sei an die Vereinbarung
ko = m und |wo| = |w - - -wkr | erinnert. Fiir t > 1 ist auferdem

k,s,t  __
1. g, = 0;

falls t & {j1,.... 4q}-

Sei nun s € {1,...,n} und wir nehmen an, dn; " = 0 sei bereits gezeigt.
Ist k% € Z,soist ny = n,z_l und nichts weiter zu zeigen. Sei also k:% ¢ 7 und

s __
M = .
Wy

Nach (119) existieren Funktionen Rj ¢ 1 4(..., ws_ 1, Wsy1,...) € LY(C"!) mit

_ ks ks
|7];?£.S..ji’t(w)| < |w8|{k o Rk,s—l,t("-ws—lu Ws+1, )7

falls t # s, und fiir ¢t = s kann 77;2:91 in der Form

7]]‘:71 = dw,; A 7/7\,?;1

S

dargestellt werden.

Nach Lemma 7.2.2 gilt nun

Die Induktion liefert also Onf = 0, und wegen 7, = 1} ist die Behauptung gezeigt.
O
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Nun verwenden wir die Homotopieformel fiir die Kugel D c C”, um die 0-
Gleichung fiir 7, 16sen. Aus diesen Losungen konstruieren wir dann die Losung
zu 0f =w auf Y. Wegen 7, € L(IJZ(D) und 0n;, = 0 ist nach Theorem 5.2.8:

2n+42 +

Y = Seame € Loty (D)

und es gilt _
O, = i,
im Distributionssinne auf D.
Wir setzen
n [kﬁ}* m—1
Ni(w) ., [Iwy ™ 1
fe = k(k )H@/)k:—]lk] Ty, und fo=—> fi.
z z m <=

Die f; und f sind zunichst lediglich auf Z = II"}(D \ K) definiert.

Man beachte

‘Nk(w)

2k

n .
‘ = H jw; [ Fw fiir (z,w) € X,
=1

Damit ist Ni(w)/z* eine stetige Funktion auf X. Ist X ein normaler komplexer
Raum, so liefert N, (w)/2* nach dem Fortsetzungssatz auf normalen komplexen
Réaumen (vgl. [GrRe], 7.4.2) eine holomorphe Funktion.

Auf Z gilt:

da II lokal biholomorph ist.

Als néchstes werden wir zeigen, dass die fj, auf Z stetig sind und eine stetige Fort-
setzung nach Y besitzen. Damit ist f € Cf, ;(Y). Nach dem Fortsetzungssatz

4.3.3 fiir die 0-Gleichung folgt dann
of =w

im Distributionssinne auf Y. Das ist die gesuchte Losung des d-Problems.
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Nun bestimmen wir also die Regularitdt der Formen

n [k
Ni(w) ., 11 w .
fe = kz(k )Hipk:%ﬂiﬁk’

kj]*

die bisher nur auf [T"}(D\ K') = Z definiert sind. Dazu erinnern wir auch nochmals
an ¢, = Sy_17; und

9 7:/7f ﬁ;ﬁ 1+
a f— f— f— L D .
Y = N, Ny () — € Ly, (D)

Zunéchst ermitteln wir die Qualitidt der Formen 7. Dazu fithren wir folgende
Konstanten ein: Fiir k € {0,...,m — 1} und j € {0,...,n} sei az; € R™ gegeben
durch:

k
()t = maw{{k (1 - 530) L4 6,,,0) firt=1,.

Dabei bezeichnet ¢;; das Kronecker-d.
Lemma 7.2.4. n; besitzt eine Zerlequng

Mk = M0 T oo+ N
so dass fiir die Koeffizienten der Darstellung

Mij = Z 77]1 e dw;; A ... \ dwj,

1<H1<...<jg<n

qgilt:

LUHLoo )

t *
|77]1 jq( )| |wj| H|wt }
fiir alle Punkte w € D mit w; # 0, falls notig. Dabei sei an kg = m und
lwo| = |2| = [wh - wkn V™ erinnert. Anders ausgedriickt:
Mh,j € LOO ak](D)
und es gilt
sl =5 < ]
Tk, L (p) = et wWilLg, (v)-

Beweis. Die Aussage folgt wegen

~k’.7
77' ) — njl---jq — |7]]1 Jql
J1---Jq Nk(UJ) | k1 wknlk/mH |wj’{k%}*
direkt aus Lemma 7.1.5, wo entsprechendes fiir 7, bewiesen ist. O
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Unter Verwendung der Abschétzungen aus Kapitel 6 ergibt sich:
Lemma 7.2.5. Es sei U = minj<i<, {3, 1}. Dann ist
Yo =Se_1m0 € Cfy_1(D).
Fiir alle k € {1,...,m — 1} ist
Y = Sq_1Mk € 087{1_1(@\ K).
Daberi besitzen die 1y, eine Zerlequng

Vi = VYpo+ . + Uiy

mat

kj
wk’,j = Z wjlfqudwjl VANPPRAN d'Lqu_l,

1<51<.<jg—1<n
so dass fiir die Koeffizienten folgendes gilt: Es existieren Konstanten Cj; > 0,
die nicht von n; und Yy abhdngen, mit

k’, j 7'7
(057 4o ()] < Coog [T e 590 |l e, vy (120)
t=1
fiir alle w € D mit w; # 0, falls notwendig. Dabei ist

. 1 Ky Ky
k,0,t) = 0,— —{k—}" —€} > —{k—}"
B0k, 0,1) = minf0, T — K2} ) > (k1)
und . . .
k,j,t) = min{0, — — {k—}* —€-0;} > —{k—1}*
ﬁ( v Js ) mln{ 7m { m} € jt}— { m}
fiir 7 > 0 und ein fest gewdhltes 0 < € < minlgtgn{%,%}. d;i bezeichnet das
Kronecker-9.

Beweis. Sei € > 0 fest gewahlt. Die Zerlegung
Me = M0 + oo+ N

aus Lemma 7.2.4 iibertragt sich auf

¢k,j = Sq—mk,j-

Wir erinnern wieder an die Zerlegung des Losungsoperators in Hauptteil und
BMK-Operator: R
Sq—1 =S4-1 — Bg1.

Wir verwenden hier fiir 7, ; stets die Abschitzungen aus Lemma 7.2.4 und be-
trachten zunéchst v . Fiir die Abschétzung der Koeffizienten von B,_17 ver-
wenden wir Lemma 6.2.1 mit v = @0, 6 = 1 und §; = 1/n fir alle t € {1,...,n}.
Fir §q_177k,0 verwenden wir Lemma 6.4.1 mit o = ago und &; = 1/n — € fiir alle
t € {1,...,n}. Das liefert zusammen die Existenz einer Konstanten Cy o > 0, so
dass die gewiinschte Abschétzung (120) gilt.
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Sei nun j > 0. Fiir B,_17m;,; verwenden wir Lemma 6.2.1 mit o = aj;, 6 = 1 und

5 — 1, firt=y,
P00, fiirt # 7

Fiir S,_1m,; verwenden wir Lemma 6.4.1 mit o = @ ; und

5 — 1—e€ | firt =y,
10 , fiir t # 5.

Das liefert zusammen die Existenz einer Konstanten Cj ; > 0, so dass auch hier
die gewiinschte Abschétzung (120) gilt.

Es bleibt noch B
o € Ciyy (D) und ¢y € CY,_(D\ K)
zu zeigen. Wir betrachten zunéchst ¢y und kénnen k; < m fir alle t € {1,...,n}
annehmen. Wir bemerken
Mo,0 € LS‘;AD)
und o
M € Loy (D)
mit .
. — 2, fallst =y,
(@03): = { 0 , falls t # J.
Nach Korollar 6.2.7 folgt:
B, 1m0 € Chy 1 (D) und By, € Cy)"1 (D).
Analog folgt mit Lemma 6.4.7:
S-1m00 € Coly1 (D) und - S,-imo; € Oy (D).
Sei nun k£ > 1. Nach den Holder-Stetigkeitsaussagen aus Lemma 6.2.5 ist
B, mi € €8, (C"\ K).
Weiterhin ist nach Lemma 6.4.6:
Sy1k € CYy 1 (D K).

Sei nun p € bD \ K ein Randpunkt mit |ps| > 2u fiir ein g > 0 und alle s €
{1,...,n}. Nach Lemma 6.4.6 ist dann

§q—1nk = 03,22—1(D N Bu(p))-

Vergleiche dazu die Erlduterungen in der Einleitung zu Kapitel 6. Damit setzt
sich S,_1m stetig auf D N B, (p) fort. Variieren wir p {iber den gesamten Rand
bD \ K, so ergibt sich auch:

S-11k € Cfyr(D\ ).
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Um Aussagen iiber die Regularitét der fj treffen zu konnen, miissen die Formen
wieder in der kanonischen Darstellung

T fk=[r®0
betrachtet werden. Dazu benétigen wir:

Lemma 7.2.6. Firt e {1,...,n} sei
1" (dwy) = Z a; ;jdw;
j=0
tiber TI7H(C"\ K) = X \ B = {w € C"™! : wy # 0}. Dann sind die Koeffizienten
arj stetig differenzierbare Funktionen auf der komplexen Mannigfaltigkeit Reg X

und es gilt
|az;(p)| <1

fiir alle p € Reg X.

Beweis. In der Notation unterdriicken wir die Abhéngigkeit vom Punkt p € X'\ B.
Wir wollen die Koeffizientenfunktionen a,; ermitteln. Dazu betrachten wir

ag; = T 11 (dﬁ) (a—w_j) = d@ <H*7T*a—w_]> .
Ist also
(3@0]) Z " Saw_s7
so folgt
0 " 0
H* s\ m7— | — N —
g (aw—j) 2 b
und

0 - 0
Qg5 = W*H*(dm) (%) = dﬁt <Z bj75%) = b]t
J s=1 s

Wir haben also die orthogonale Projektion 7, und die sich ergebenden Koeffizi-
entenfunktionen b, (fiir s > 1) zu betrachten. Da es sich bei Reg X aber um eine
komplexe Mannigfaltigkeit und bei 7, um die orthogonale Projektion

Tt TP'C™ — T Reg X

handelt, héngen die Koeffizientenfunktionen b; ; stetig differenzierbar vom Punkt
p € Reg X ab, und es gilt
|bj,s (p)‘ S 1

fiir alle p € Reg X. O
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Damit zeigen wir nun:

Lemma 7.2.7. Fir alle k € {0,...,m — 1} ist
fk S C[()),qfl(y>
und es existieren Konstanten Cy > 0, die nicht von den f abhdngen mit:
1fellzge, vy < Crllwllrge, -

Beweis. Wir haben die Koeflizienten von

R (Nk(w>ﬂ*wk) _ Nk(w)?f*ﬂ*wk

2k 2k

zu untersuchen. Nach Lemma 7.2.6 konnen wir fiir einen solchen Koeflizienten

die Form N
w
by, s(z, w) = l;k ap.g(z,w) g s (w)

annehmen, wobei ay, ; eine stetig differenzierbare Funktion auf Y mit |a; | < 1
und )y, ; einen Koeffizienten von 1), bezeichnet.

Betrachten wir zunéchst den Fall £k = 0. Dann ist

bo,s (2, w) = ag,y(2, W)ty s (w)

und nach Lemma 7.2.5 gilt
¢0,J S Cﬂ(D)

fiir ein ¥ > 0. Damit erhalten wir
bo.s € CO(Y).
Weiterhin ergibt sich mit den Abschéatzungen aus Lemma 7.2.5:
100, (2, w)| < [tho,5(w)| < Collwl|rge vy,

wobei wir fiir Cp > 0 das Maximum der Konstanten Cj ; aus Lemma 7.2.5 wéhlen.
Man beachte dafiir

5(0,5,t) =0
fiir alle j und t.

Sei nun k > 1. Hier sind zwar Ny/ 2F und a,y stetige beschrankte Funktionen auf
Y, aber fiir die ¢4, ; haben wir lediglich

¢k,J € Co(ﬁ\ K)

Mit Hilfe der Abschitzungen aus Lemma 7.2.5 kénnen wir die Koeffizienten by, ;
aber stetig nach ganz Y fortsetzen.
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Aus Lemma 7.2.5 und der Definition von N}, /z* folgt zunichst

Nk

bz w)] < ] s

Rt =
< let\{km} -CkH!wtlﬁ('“’”||w!|Lgﬁq<Y>
t=1 t=1

fir alle (z,w) € Z = II"Y(D \ K). Dabei sei wieder C}, > 0 das Maximum der
Konstanten Cj; aus Lemma 7.2.5 und

6(kt)—m1n{0——{/f } e {/f }_6Jt€}> {k -}

0<5<
fiir ein fest gewéihltes 0 < € < min{, £} Das zeigt
bk, (2, w)| < CllwllLge, v (121)

fir alle (z,w) € Z.

Nehmen wir an, es gelte k; = 1. Wegen k € {1,...,m — 1} ist dann

ky

{kE}* >0

und es gilt
Ky
k,t) > —{k—}".
Bk, 1) > — (ko)

Damit folgt:
b s(z,w)] — 0 fir w, — 0,

und by, s besitzt eine stetige Fortsetzung (mit 0) nach Z U (Y N {w; = 0}).

Nun ist aber
Y=2u |J ¥ n{w=0}.

t:ki=1

Also besitzt by ; eine stetige Fortsetzung (mit 0) nach ganz Y
br.s € C°(Y).
Fiir diese Fortsetzung folgt aus (121) dann natiirlich auch
|bk,5 (2, 0)| < Cillw|[rge, o)

fir alle (z,w) € Y. O
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Zusammengefasst ergibt sich unser erstes Hauptresultat:

Theorem 7.2.8. Es seien n,q,m,ky,....k, € Z mitn >2,1<qg<n,m>2
und kj > 1 fest gewdhlt. Weiterhin sei

X = {(z,wy,...,w,) € CM:zm =k ok} c CHL
D = {(z,w) € X :|wi]* + ... + |w,|* < 1}

und

Y =RegD.

Dann existiert ein stetiger linearer Operator
LQ*l : LSZ(Y) - Lgoq 1(Y)

mit B
0Ly 1w =w

im Distributionssinne, falls Ow = 0 im Distributionssinne. Auferdem ist
Ly we Cg,q—l(y)

fiir alle w € L, (Y).

Der Operator L,_; kann explizit angegeben werden:

Lq_1w=%2]§H|z< .- 1<1 (11[3) 1(’“25’%* ))) (122)

k=0
Dabei ist & = exp(2mi/m) die m-te Einheitswurzel in C,
DY =Y, (2,w)— (£z,w)
eine Decktransformation beziiglich der Projektion
I:X-Cc", (z,w)r—w,

Z ={(z,w) €Y : 2# 0} und
- [kt ks
Ne(w) = [Jwe ™ . [k=]" = min{z € Z: o>k }

m
t=1

S,—1 bezeichnet den Losungsoperator fiir die Einheitskugel I in C".
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Fiir den Operator Ly erhalten wir direkt folgende Regularitéitsaussage:

Lemma 7.2.9. Es sei k > 1 eine ganze Zahl und w € LF(Y) N CE (V) mit
Ow = 0 in gewshnlichem Sinne. Dann ist

Low € C*(Y),

und es gilt OLow = w in gewdhnlichem Sinne. B
Folglich ist Low € C*(Y) fiir w € L§(Y) N Ceq(Y) mit 0w = 0.

Beweis. Es sei p € Y. Dann existiert eine Umgebung U(p) in Y und eine biholo-
morphe Abbildung
U :U(p) — By(0) Cc C"

mit ¥(p) = 0. Damit ist n := (V)*w € C§,(D) und es gilt
on=20
in gewohnlichem Sinne.

Sei Sy der 0-Losungsoperator auf der Einheitskugel und
[ = Son.
Nach der Regularitdatsaussage Lemma 5.2.6 ist
f e CHD),
und nach der Homotopieformel 5.2.5 fiir die Kugel gilt:
af =mn.
Jetzt ist wegen der Biholomorphie von W aber
O(f— (U )Low)=n— (T H)w=0
im Distributionssinne auf ID. Nach Theorem 4.1.1 folgt
F:=f— (V) Low € C°(D).

Demnach ist
("Y' Low = f — F € C*(D),

und es folgt auch
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Fiir die Operatoren L,, ¢ > 1, ist eine solche Regularitdtsaussage nur auflerhalb
der Verzweigungsmenge B = I171(K) direkt zuginglich. Dabei kann aber auf die
Voraussetzung dw = 0 verzichtet werden. Es sei an

Z=Y\B=II"'(D\K)
erinnert.

Lemma 7.2.10. Es seien 0 < q <n—1 und k > 1 ganze Zahlen und
we Ly 1 (Y)NC§ 1 (Z). Dann ist

Lwe ) (Y)NCE (2).

Gilt Ow = 0 im Distributionssinne auf Y, so folgt OLw = w in gewdhnlichem
Sinne auf Z.

Beweis. Es sei w € L, (Y)NCE,,1(Z). Nach der Konstruktion (vgl. dazu die
explizite Darstellung (122)) ist

m—1
1 .
m= Nl(mz) ! <Zl Zfqu)jw> S Cg,qH(D \ K)
=0
fir alle [ € {0,...,m — 1}. Damit ist dann aber auch
1 =Sy =Sym — Bgn € C§,(D\ K) (123)

fir alle [ € {0,...,m — 1}. Das sehen wir folgendermafien: Da der Hauptteil §q

auf D x D unendlich oft differenzierbar ist, folgt §qu € (5% (D), und nur By, ist
néher zu untersuchen. Hier hilft die iibliche Methode. Nach [LiMi], Proposition
5.14, ist By € Cf (D \ K).

Aus (123) folgt nun:
1= N
RRIL:
1=0

da N;/z" auf Z unendlich oft differenzierbar ist. Die zusétzlich auftretenden Ko-
effizienten der kanonischen Darstellung m*L,w = L,w @ 0 sind auf Z ebenfalls
unendlich oft differenzierbar und miissen nicht beriicksichtigt werden.

Alles weitere ergibt sich aus Theorem 7.2.8. O]

Als néchstes ermitteln wir Holder-Abschétzungen fiir den Operator L.
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7.3 Holder-Abschitzungen fiir den Losungsoperator L

Fiir diesen Abschnitt fithren wir die zusétzlich Voraussetzung k; < m fiir alle
j € {1,...,n} ein. Dies dient lediglich dazu, uns eine Reihe zuséatzlicher Fallunter-
scheidungen zu ersparen.

Wir benétigen eine Uberlegung zur Geometrie der analytischen Menge X: Sei
p € C"\ K. Dann existiert eine Umgebung U(p) in C" \ K, so dass II"1(U(p))
in m disjunkte komplexe Mannigfaltigkeiten zerfillt, die jeweils zu U(p) biholo-
morph sind. Wir wollen solche Umgebungen U(p) konkret angeben.

Dazu definieren wir fiir j = 1, ..., n die Winkel

T 1

(X)) = — . —
und die zugehorigen Verhéltnisse

¢;j(X) = sinp;(X).

Sei nun p = (wy,...,w,) € C"\ K fest gewéhlt, das heifit es ist |w;| > 0 fiir alle
j €{1,...,n}. Die gesuchte Umgebung U(p) ist

Ulp) ={qg = (v1,...,0,) : |wj —vj| < ¢;(X)|wy]| fur alle j € {1,...,n}},
wie wir im folgenden sehen werden. Wegen ¢;(X) = sin¢;(X) < 1 und

lw; — ;] < w;|sin p;(X)

folgt
£(wj, v;) < p;(X)
und
kj k]' 7T
L(w,v)7) < I (124)

fir alle ¢ = (v1, ..., v,) € U(p).

Jetzt betrachten wir die Abbildung

k;
;.

1

O:C"—>C, (z1,.0,2n) —

J

Wir werden diese Abbildung in diesem Abschnitt 6fter verwenden.
Wegen (124) ist

n

£ (®(p). 2(9) <

fiir alle ¢ € U(p). AuBerdem ist |®(p)| > 0 und |®(q)| > 0 fiir alle ¢ € U(p).
Wir sehen also: ®(U(p)) ist in einer Halbebene enthalten. Anders ausgedriickt:
Es existiert 0 # C(p) € C mit:

®(U(p)) c {z € C:Re (C(p)z) > 0}.
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Also existieren auf ®(U(p)) genau m Zweige der m-ten Wurzel Ry, ..., R, und es
ist

1 (Up) = | M) = J{R(®)),0) : v € Up))}. (125)

s=1 s=1
Wegen
O(U(p)) c{z€ C:Re (C(p)z) >0}
ist nicht nur M,(p) N M,;(p) = 0, falls s # ¢, sondern sogar
L (ug,v9) > m/m

fiir zwei beliebige Punkte (uo, ..., u,) € Ms(p) und (v, ..., v,) € My(p).

Sei nun P = (wy, ...,w,) € X \ B=1T"1C"\ K), p=1(P) = (wy, ...,w,) und
Ulp) ={qg = (v1, ..., 0n) : |w; —vj| < ¢;(X)|wy| fur alle j € {1,...,n}}.
Fiir einen weiteren Punkt @ = (vo, ...,v,) € X sagen wir: @) liegt im Zweig von

P, falls die Punkte P und @ in der disjunkten Zerlegung (125) in der gleichen
Mannigfaltigkeit liegen. In diesem Fall ist

K(wo, Uo) < 7r/2m
Liegt @ nicht im Zweig von P, so kann eine untere Schranke fiir

diStx(P, Q)

angegeben werden. Dazu kénnen wir P € M;(p) und @ ¢ M;(p) annechmen. Sei
nun v ein Weg, der P und () in X verbindet. Dann muss v den Graphen

My (p) = {(Ri(®(v1, ..., v0)), V1, .0y vp) € C"T 2 (vy, . 0p) € Up)}

tiber U(p) verlassen. Damit ist aber die Léinge

L(y) > min {¢;(X)|w;|} >0

T 1<i<n

und diese Abschétzung iibertriagt sich auf disty (P, @), da die Linge einer Kurve
in X durch ihre Linge in C"*! gegeben ist. Es ergibt sich:

Lemma 7.3.1. Es sei P = (wp, ...,w,) € X \ B=1I"(C"\ K) und

Up = {(v1,...,v,) € C" : |wj — v;| < ¢;(X)|wy| fir alle j € {1,...,n}}.

Dann zerfillt TI"Y(Up) in m disjunkte Mannigfaltigkeiten M, (P),...M,,(P). Fiir
einen weiteren Punkt Q) = (vo, ...,v,) € X sagen wir: Q liegt im Zweig von P,
falls die Punkte P und Q in der gleichen Mannigfaltigkeit Ms(P) liegen. In diesem

Fall ist
L(wo,vo) < w/2m.

Liegt Q) nicht im Zweig von P, so gilt:
distx (P, Q) > min {c;(X)|w;|}.
1<j<n
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Jetzt wenden wir uns den Holder-Abschétzungen fiir den Operator
Lo: Ly (Y) — CoY)
zu. Das heifit, es sind die Funktionen

fulesw) = 21,y = B 16z, ) =

abzuschétzen. Hier spielt die kanonische Darstellung 7* f keine Rolle.

ok

ok

Yr(w)

Wir benétigen Abschiitzungen fiir die Funktion Ni(w)/2":

Lemma 7.3.2. Fir w = (wp, ...,w,) €Y sei

no R
Ni(wy,ywy) [l wy ™
Hk<w) = wlg = L 1w]5t

i. Firse{1,..,n} sei {k%}* = 0. Dann gilt:
Hy(w) = Hi(v)

fir alle w,v € Y mit w, = v, fiir allet € {1,...,n} \ {s}.

ii. Firse{1,..,n} seiy={k%}* > 0. Dann gilt:
Es existiert eine Konstante C(y) > 0 mait

[Hi(w) = H@)| <C() T @5

Wg — Us|7

fiir alle w,v € Y mit w; = vy fiir allet € {1,...,n} \ {s} und £(wo,vp) < -

Beweis. Seien w,v € Y mit w, = v, fiir alle t € {1,...,n} \ {s}. Damit sind wq
und vy m-te Wurzeln von

n n
H wi  bzw. H vl
t=1 t=1

Nun sei
1/m
W, = H wi #0
te{l,...,n}\{s}
eine fest gewihlte m-te Wurzel und
ks/m .__ Wo ks/m .__ Vo
w ‘= — bzw. v = .
s Ws ZW s Ws

ks

s )

Damit ist w?/™ eine m-te Wurzel von wh und vF*/™ eine m-te Wurzel von v
ks/m

und es gilt auch £ (w?/™ v8*/™) < 7 /m, falls £(wo, vo) < 7/m.
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Nehmen wir nun an, es gelte {k%}* = 0, also [, = k% € Z. Damit folgt
I

kE« ) ws' 1 (kAL )
Hi(w) = H w; = WE H wy

W kquls
te{l,...,n}\{s} s Ws S te{l,..,n}\{s}

ke | ol 1 [k ke
Hi(v) = H v = TR H wy = Hi(w).
WS US WS
te{l,...n}\{s} te{l,...,n}\{s}

Da Hj, stetig ist, gilt dies auch fiir Punkte w,v € Y mit W, = 0 und i. ist gezeigt.
Sei nun v = {k%}* > 0 und [, = [k%]*. Hier ist

[kEe]>
Ht;és Wy

|Hy(w) — Hi(v)| =

Wsk ( ks/m)k’ ( kS/m)k
=TI el ™ g =)l
te{l,...,n}
t#s

mit w? — v7 fiir w, — v,. Das ist durch £ (w¥/™, v&/™) < 7 /m, woraus

wfs/m — vfs/m fir ws — v,
folgt, sichergestellt. Konkreter: Sei £ (ws,vs) < €. Dann ist

L(wh vl < Lge.

s Vs

Weiterhin ist

S

ks
L(wks/m pks/my « Z2¢
m

da diese beiden m-ten Wurzeln von w* und v* nach ihrer Wahl im gleichen
Zweig der m-ten Wurzel liegen. Sei € so klein gewéhlt, dass

L(w],v]) <y (126)

sy s

fiir £ (ws,vs) < € gilt, und ¢y = sine. Wir wollen die Existenz einer Konstanten
C(v) > 0 mit
jwi = vl < C(y)|ws — vs|”

nachweisen. Dazu kann |wg| > |vg| und |ws| # 0 angenommen werden.
Ist |ws — vs| > cs|ws], so folgt

jw] —v]| < ws|” + Ju|” < 2¢]|ws — v

Ist |ws — vs| < cs|ws], so gilt wegen ¢; = sine < 1 auch £(ws,vs) < € und damit
(126) und mit dem folgenden Lemma 7.3.3 ist ii. fiir W # 0 gezeigt. Wegen der

Stetigkeit von ], |wt|{k%}* gilt die Aussage auch fiir Wy = 0. O
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Wir vervollstéandigen den Beweis von Lemma 7.3.2 durch:

Lemma 7.3.3. Sei 0 < v < 1 und f(z) := 27 ein fest gewdhlter Zweig der
Wurzel. Dann existiert eine Konstante C(y) > 0, so dass folgendes gilt:
Fiir w,w" € C miat |£(f(w), f(w))] <~ -7 ist

[f(w) = f(w')] < CO)|w —w'|".
Beweis. Es kann |w| < |w’| angenommen werden. Fiir w = w’ = 0 ist nichts zu
zeigen. Wir konnen also noch w’ # 0 annehmen.

Sei z := w/w'. Dann ist |z] <1 und

[f(w) = fw)] [ 1]

w—wp e=1p 9

wobei nach Voraussetzung |arg 27| < -7 gilt. Damit ist 27 — 1 fir z — 1.
Wegen
2 =1 _ 21
lim —— = lim —
2—1 (z — 1)’7 2—1 f)/(z — 1)7*1
ist g(z) als stetige Funktion auf A.(1) beschrinkt und auf {|z—1| > €} beschrankt
fur |z| <1, also existiert C'(y) mit

l9(2)] < C(v)
fiir alle z mit |z] < 1. O

=0

Jetzt verfiigen wir {iber alle Hilfsmittel, um fi(z,w) = N’;—gﬂwk(w) auf X ab-
schitzen zu kénnen. Seien also P = (wy, ..., w,), @ = (v, ..., v,) € Z und

k € {0,...,m — 1}. Man beachte w; # 0 und v; # 0 fir alle j € {0,...,n}. Um
| fx(P)— fx(Q)] in Abhéngigkeit von distx (P, Q)) abzuschitzen, unterscheiden wir
drei Fille:

1. minlgjgn{{k%}*} = 0. Hier kann {k%2}* = 0 angenommen werden. Wir
zerlegen die Abschitzung in n Abschitzungen in den Koordinaten w; bis w,,.
Dazu definieren wir induktiv Punkte Py, ..., P, € Z mit

P = (25,01, .0, Uj, Wjt1, .oy Wy).

Wir miissen also die Koordinaten z; angeben. Es sei zg = wy, also ) = P, und
Zp = Vg, also P, = (). Seinun j € {1,...,n—1} und z;_; schon gew&hlt. Dann sei

j n 1/m
Zj = (vat H wft>

t=1 t=j+1
eine m-te Wurzel mit

L(zj-1,2;) < (127)

3=
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Damit ist auch P; € Z. Man beachte, dass (127) fir alle j € {1,...,n — 1} gilt,
fiir 7 = n aber in der Regel nicht. Jetzt verwenden wir:

[fe(P) = fi(Q)] < Z [fe(Pi-1) = fi(F5)l-

Es sei j € {1,...,n}. Wir wollen |f,(Pj_1) — fx(P;)| abschitzen. Hier sind zwei
Moglichkeiten zu unterscheiden:

a) Es sei {k%}* = 0, also kz% € Z. Das ist insbesondere fiir j = n der Fall. In
dieser Situation gilt nach Lemma 7.3.2 (i.):
Ne(l(Pj—)) _ Ne(II(F;))

k k
Zj—l Zj

Damit folgt:

FelPra) — Py = W‘ 0Py 1) — ()

n

j—1
k * ki*
< [Tl T fwd o8 e vjmr, wy, ) = iy vjo, v, i)
t=1

t=j+1
Hier kénnen wir nun die Abschédtzungen aus Kapitel 6 einsetzen. Dazu sei an
wk = Sonk,o —+ ...+ Sonk,n
und
ks
||nk,s||L°°’W,s(D) < ﬁ”&)”[lgi(y)
mit . )
_ ’ )
i) = max{{k—}" — (1 — dps)—
(Cs)e x{{ m} ( 0 )m

nach Lemma 7.2.4 erinnert. Wir werden die Konstante [|w||ze (v) im folgenden
nicht notieren, aber stets im Gedéchtnis mitfiithren.

+65t,0} flir t = 1,...,7’L

Fiir Bony o verwenden wir die singuldren Holder-Abschatzungen aus Lemma 6.2.5
mit a = @y und (do, ..., d,) = (1,0, ...,0). Das liefert:

J—1 n
Et % ks
Borio(T(P;-1)) = Boio ((P))| < fwy — v [ T loel =¥ T ="
t=1

t=j+1

Dabei beachte man a; = (agp); = {/{:%}* = 0. Fir /S\()T]k,g verwenden wir die
singuléren Holder-Abschéatzungen aus Lemma 6.4.6 mit den gleichen Konstanten
und erhalten:

7j—1 n
~ ~ kg« IR
[Somio(TH(P;—1)) = Somo(TH(P))| S Jwy — o2 [ [ ol =¥ T 780"
t=1 t=j5+1
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Also existiert (wegen Sy = §0 — By) eine Konstante C,i o > 0 mit

Hmﬁk’“}* H e 5 g o (TP 1)) — i (TT(P))|

t=j+1
Jj—1 . Jj—1 n .
Jai AR ki ki _{Etx
< H|Ut|{km} H |wt|{k }Olzzo|wj_vy|l/2H’ el ol H |we| ot
t=1 t=j+1 t=1 t=j+1
1/2

= Ciolw; — vl

Es sei s € {1,...,n}. Fiir Bon, s verwenden wir Lemma 6.2.5 mit o = aj; und

ki , fiir t =0,
=9 1—5 | firt=j
0 , sonst.

Das liefert:

n

j—1
Bome,s (1P 1)) = Borpi o (T1(P))| S [y — w5/ [ [ ol = T fewn| =@,
t=1

t=j+1

Mit den gleichen Konstanten folgt aus Lemma 6.4.6:

Jj—1 n
S0k, (TH(P; 1)) = Sois (L(P))| < Jwj — w72 [T ol =@ T fwe =2
t=1 t=j+1

Also existiert eine Konstante C’j > 0 mit

Hlvt!{’“ wl H | 5 g (TP 1)) — tha o (T(P))| < € Juwoy — vy [M572™,

t=75+1

wobel man

(aks)t—{k }— <{/f )

fiir t # j beachte. Alle diese Abschatzungen hangen nicht von den Formen 7y
und den Punkten P und @ ab. Damit gilt fiir den Fall 1.a) zusammengefasst:

Im Fall {k’:n—]}* = 0 existieren Konstanten € > 0 mit:
ulPica) =SBl < Cilwy =y
< O distx(P,Q)k/*™,

wobei die Konstante nicht von den f; und den Punkten Fy, ..., P, abhingt. Man
beachte hier die triviale Abschétzung |w; — v;| < distx (P, @), da fiir die Lénge
jedes Weges v, der P und @ in X verbindet,

L(y) > ||P = Qllcr+r > |w; — vy

gilt, da wir die Lénge einer solchen Kurve als Lénge der Kurve im umgebenden
Raum C"*! definiert haben.
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b) Sei nun v, ; = {k%}* > 0. Das ist nur fiir j < n moglich. Es kann |w;| <
|v;| angenommen werden. Ansonsten vertauschen wir die beiden Variablen in
den folgenden Abschétzungen. Wir spalten die Abschitzung von Hyi, in eine
Abschitzung von v, und eine Abschitzung von Hy, = N, /2", und erhalten unter
Verwendung von Lemma 7.3.2 (ii.):

| Hy(Pj1)n(TH(Pj1)) = Hi(Py)n(I1(F;))]
< [Hp(Pj-)[[r(T(P) 1)) = 9 (IL(P))| + [ (T(P)) | Hr(Pj1) — Hi(P))]

7j—1 n
ﬁ * ﬂ *

< Lol ™ T el 50 (TP — (TP,

t=1 t=j

jai A kit yx
+ |1 (1T er’“ y H |5 C () |y — v
t=j+1

= Sl{;,l—i_sk:,?

Man beachte, dass die Voraussetzungen von Lemma 7.3.2 (ii.) erfiillt sind, da wir
die z; so gewéhlt haben, dass £(z;_1,2;) < m/m fiir j < n gilt. Wir verwenden
wieder die Abschétzungen fiir die 7, aus Lemma 7.2.4, die wir schon in Teil a)
herangezogen hatten, und betrachten zunéchst den zweiten Summanden S,iz. Fiir
Bonio verwenden wir die L>°-Abschitzung aus Lemma 6.2.1 mit oo = @y, und

5 — 1, fiirt =y,
P71 0, sonst.

Das liefert:
Eiyx ki«
IBomk,o(11 H|Ut| o H |we| o,
t=j+1

Fiir §077k70 verwenden wir die L*°-Abschétzung aus Lemma 6.4.1 mit o = @9

und
5 — Vet  firt=j,
10 , sonst.

Das liefert auch hier:

ke 1o (pkis
1Somk.o(IT H’U| {k5t} H |, | TR
t=j+1
Zusammengenommen folgt unter Verwendung von
Vro = Somk,o = (So — Bo)mko

die Existenz einer Konstanten Ai o > 0 mit

Fty* kt *
[t o(T1 |H|vt|{’“ 2 H [} < AL

t=j+1
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Sei nun s € {1,...,n}. Fir Bon s verwenden wir Lemma 6.2.1 mit o = @, und
0 wie fiir Bony . Das liefert:

IBomi,s (I1( H|v| (@) H [, |~ @) {Iv]!m ki falls gy > B

=i , sonst.

Fiir Song, s verwenden wir Lemma 6.4.1 mit o = @, 5 und

5t:{ py s fiir t =g,

0 , sonst,
mit
1 — € , falls v ; > 2%,
Hrj = k;
Yej — >+ 1, sonst,
und
K
Gk,j = %

Hier wire auch ein kleineres €, ; > 0 moglich, was die Abschétzungen eventuell
verbessert. Fiir unsere Zwecke ist diese Wahl aber ausreichend. Das liefert hier:

. k;
Somo(T(P))| < H|Ut| (@) H |we|” o““)t{ |UJ|2’" T falls e 2> 5

=i , sonst.

Zusammengenommen folgt die Existenz einer Konstanten Ai)s > (0 mit

k *
Vs (11 |H|Ut|{ o H | C (e ) |wy — vy
t=j+1
. K .
< Agc C k) |w; — v ‘Uj|2*]” Tei o falls gy > 52,
. ’ | 1 , sonst,

wobel man

(aks)t—{k }— <{/€ )

fiir ¢ # j beachte. Fiir v ; > k - nutzen wir noch

|k < R 2% ) .Vk,j—%< R :T]n ,"/k,j*%
[wj — vy < wj — vy 2 (Jw;] + |vs]) S |wj — vy vy )

(wegen |w;| < |v;]), so dass weiter gilt:

. k;i‘] k
| lwj — vy|™, sonst.
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Fassen wir die Aussagen fiir 1, iiber alle s € {0,...,n} zusammen, so ist der
Summand S} , abgeschitzt: Es existiert eine Konstante CY , > 0 mit:

kj ks
By J
Skz < C]ng{ |’LUj — Uj|2m s falls ’yk,j Z Py

|w; —v;|"3 | sonst.

Untersuchen wir also nun den ersten Summanden S,i - Wir miissen

Ve (I1(P51)) — i (1L(F;))]

abschétzen.

Fiir Bong o verwenden wir Lemma 6.2.5 mit o = ag und (do, ..., 6,) = (1,0, ..., 0).
Das liefert:

w; —vU Kt yx ki x
Boneo(I1(Py_1)) — Bamo(11(Py)| < 21 =4l H|v| G5 TT 047

’w "Yk
t=7+1

Fir §077k70 verwenden wir Lemma 6.4.6 mit den gleichen Konstanten und erhalten:

~ ~ w v kv« LAY
Someo(I(Py1)) — Somo(T1(P))| < 21 = Wl H|v| G5 T 057

|w |'Yk
t=j+1

Zusammengenommen existiert eine Konstante By , > 0 mit

j—1
w4 H | 5547
=J

1/2

Vi o(IH(Pj—1)) — o (IL(F))]
< Bko\w]—vﬂ

Nun sei s € {1, ...,n}. Fiir Bong s verwenden wir Lemma 6.2.5 mit o = a5 und

% , fiir t =0,
=9 1-5  firt=j
0 , sonst.

Das liefert:

!Boﬁks(H(P‘ ))—Bonks(H(P')N

= vl
< J (06 s a s
~ 2 ’U) Pk] | | |U | . | | |wt| .

t=j+1
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Mit den gleichen Konstanten folgt aus Lemma 6.4.6:

[Sore,s (TH(P;-1)) = Somks(T(P))|

oy lki/2m j—1 n
w; — ;| e pa—
5 2% | | ‘Ut| (@K s)e | | ‘wt’ (ak,s)t.
J t=1 t=j+1

Also existiert eine Konstante Bi s > 0 mit

7j—1 n

kg 1* ki« ] i/2Zm
LT toe 5 T e ¥ o (T(Py1)) = s (TU(P))| < B Jewy — v/,

t=1 t=j

wobel man wieder . . .
st — k_t - ¢ < k—t *
(@) = (ko) oty

m =

fiir t # j beachte.

Fassen wir die Aussagen fiir 1, , iiber alle s € {0,...,n} zusammen, so ist auch
der Summand Sy, abgeschiitzt: Es existiert eine Konstante C}, | > 0 mit:

j j oy 1ki/2m
Sk;,l < Ck;,1|w] v [

Alle diese Abschéatzungen héngen nicht von den Formen 7, ; und den Punkten P
und @ ab. Damit gilt fiir den Fall 1.b) zusammengefasst:

Im Fall v ; = {l{:%}* > 0 existieren Konstanten 02,1 > (0 und 02’2 > (0 mit:

[fe(Pi1) = fe(Py)l = [Hi(Pj—1)n(I1(P;-1)) — Hi(F;) e (11(F)))]

< [ Hp(Pi)l [ (IH(Pj—1)) — i (IL(F;)))|
(L)) Hio(Pj—1) — Hi(Fy)]
< Ol lwy — vyt

Xy k;
_{_0112 |w] — Uj|2m s falls Vi,j Z ﬁ,
“ | Jwj — ;|75 sonst,

wobei die Konstanten nicht von den f; und den Punkten F, ..., P, abhéngt. Auch
hier kann die triviale Abschitzung

lw; —v;| <distx(P,Q)

angehéngt werden.
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Jetzt summieren wir iiber j = 1,...,n, um eine geschlossene Abschétzung fiir

|[fe(P) = fe(Q)]

im Fall 1 zu erhalten. Dazu deﬁnieren wir die Konstanten

Vo= 1%121 2m} >0,
. kj
U = 1I<njl£1n{{k J {k 11> 0} > 0.

Jetzt gilt: Im Fall 1, also falls

min {{k ]}}—0

1<5<n

existieren Konstanten Cy > 0 (unabhéngig von den fj und den Punkten P und

Q) mit
[fu(P) = fe(@)] < Z\fk(ijl)—fk(PM

Cr — .
< ZIF di min{¥,9}
> n Z IStX(P7 Q)
7=1

= Cypdisty (P, Q)™n{Vdx}
Dabei sollte folgendes beachtet werden: Die Konstante ¥ ergibt sich aus der Ab-
schitzung der Funktion v, und kann nicht unmittelbar verbessert werden. Die
Konstante 9}, jedoch ergibt sich aus der Abschiitzung der Funktion Hy = N, /z*
Hier besteht noch Verbesserungspotential. Insbesondere kénnte die Koordmate
z = wy in die Abschétzung einbezogen werden. Man beachte in diesem Zusam-
menhang, dass wir in den Abschédtzungen fiir

|Hi(Pj—1) — Hi(F)| 14w (T1(F;))]

bei der L>-Abschétzung von |, (II(P;))| einiges Potential verschenkt haben.

2. Es sei
min {{k J} } >0,

1<j<n
und der Punkt @) liege geméfl der Definition in Lemma 7.3.1 nicht im Zweig von
P und der Punkt P nicht im Zweig von (). Nach Lemma 7.3.1 folgt

distx (P, Q) > min {c;(X)|w;|}
1<j<n

und

distx (P, Q) = min {c;(X)[v;]},
1<j<n

was uns in diesem Fall leichten Zugang zu adédquaten Holder-Abschétzungen ver-
schafft. In diesem Zusammenhang sei an w; # 0 und v; # 0 fiir alle j € {0, ..., n}
erinnert.
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Hier hilft namlich einfach

[fe(P) = fr(@)] < [fo(P)] + [ /r(Q)]
= [Hp(P)|[¢n(TL(P))] + [ Hr(Q)[[¢x(I(Q))]
Wir schitzen Hy(P)yy(I1(P)) ab, Hi(Q)v(II(Q)) geht analog. Es sei j € {1,...,n}
mit

Ci(X) s = in {Cu(X) )

Fiir ¢ verwenden wir genau die L*°-Abschétzungen, die fiir den zweiten Sum-
manden Sy , in Teil 1.b) benutzt wurden. Das liefert

) ks
|¢k’8 H |w | (ak St { |wj|2m Vk,j , faHS ’yk,] Z Tjn,’

oy sonst ,

fur alle s € {0, ...,n}. Beachten wir noch

- kt *
[Hi(P)| = [T hwe [
t=1

und "
(m)t:{ki}* fir ¢ € {1,...,n},

sowie

(aks)t—{k }— <{k } fir s >1und t € {1,....n}\ {j},

so ergibt sich:

LR k;
He(P)[6e(TU(P))| S fuwy e ¢ Nwalzem0s s alls 9y = g0
1 , sonst

< ’wj ’min{ﬁ,ﬂk}.

Wegen

min {Cy(X)]wy[} <

1 1 .
|wj| - C](X> 1<i<n =~ —C](X) dlStX(P, Q)

folgt
| £(P)| < disty (P, Q)™m{70x},

Fithren wir die Uberlegung analog auch fiir f(Q) durch, so ergibt sich auch in
diesem Fall 2 die Existenz einer Konstanten Cj, > 0 mit:

|£:(P) = fu(Q)] < |fe(P)] + |fe(Q)] < Cp distyx (P, Q)™n{V:0x}

wobei die Konstante nicht von den f; und den Punkten P, () abhéngt.

211



Bleibt der Fall

3. Es sei ]
in {{k-2}*} >0
win {{k-2}'} >0,

1<j<n

und der Punkt @ liege geméfl der Definition in Lemma 7.3.1 im Zweig von P oder
der Punkt P im Zweig von (). Wir nehmen an, der Punkt @) liege im Zweig von
P, ansonsten vertausche man die Punkte P und (). Damit ist

L(wo,v9) < m/2m.

Wie in Fall 1 zerlegen wir die Abschétzung in n Abschétzungen in den Koordi-
naten w; bis w,: Wir definieren wieder Punkte F, ..., P, € Z mit

-Pj - (Zj7U17 ceny Ujy Wit 1, ”'7wn)7

wobei wir hier verlangen, dass alle Punkte P; im Zweig von P liegen. Sei Up wie
in Lemma 7.3.1. Damit ist zunéchst

H(P]) e Up

fir alle j. Wir miissen noch die Koordinaten z; angeben. Dazu sei

j n 1/m
zj = (va‘ H wft>

t=1 t=j+1

diejenige m-te Wurzel, so dass P; im Zweig von P liegt. Also ist Py = P, P, = Q
und fiir alle j € {1,...,n} gilt nach Lemma 7.3.1:
L(zj-1,7) <

< (128)

ik
3|

Jetzt verwenden wir wieder
1fu(P) — fi(@)] < Z | fi(Pj—1) = fe(F))]

und iibernehmen die Abschitzungen aus Teil 1.b). Der einzige Unterschied ist,
dass hier giinstiger Weise (128) fiir alle j € {1,...,n} gilt. Also existiert auch in
diesem Fall 3 eine Konstante C} > 0 mit

[fe(P) = fi(@)] < C distx (P, Q)™"1"74),

wobei die Konstante nicht von den Funktionen f; und den Punkten P und @
abhéngt.
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Es sei daran erinnert, dass wir in den vorangegangenen Abschétzungen stets den
Faktor

||w||L$1(Y)

im Gedéachtnis mitgefithrt haben.

Summieren wir nun iiber £ = 0,...,m — 1 und setzen

0= min {99},

0<k<m—

so folgt zusammengefasst die Existenz einer Konstanten C' > 0 mit

[F(P) = £(Q)] < Cdistx (P, Q)"

fiir alle Punkte P, @ € Z, wobei C' nicht von w bzw. f = Low abhéngt. Damit
besitzt f eine stetige Fortsetzung auf Z =Y und die Abschétzung tibertrigt sich
auf alle Punkte P,Q) € Y.

wll g, (v),

Damit ist unser zweites Hauptresultat bewiesen:

Theorem 7.3.4. Es seienn,m,ky,....k, €Z mitn>2, m>2undl <k; <m
fest gewdhlt. Weiterhin sei
X = {(z,wy,...,w,) € CM:zm =k ok} ¢ CL

D = {(z,w) € X :|wi]* + ... + |w,|* < 1}

und
Y = Reg D,
sowre
Y = min ﬁ,
1<t<n - 2m
G = win {1 {E2y s (k) 5 o)
B éltlénn mS T Y m ’
U = min {9,9;}.
0<k<m—1

Dann liefert der Operator Ly aus Theorem 7.2.8 eine stetige lineare Abbildung
Lo: L35(Y) — CF (T)
mat _
OLow = w
im Distributionssinne, falls Ow = 0 im Distributionssinne.
Man beachte ¥ > 1/m und 9* = ¥, falls k, = 1 oder k; = 2 fiir ein ¢t € {1,...,n}.

Es sei auch an [z]* = min{l € Z : © <[} und {z}* = [z|* — = erinnert.
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